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Ä.À. Ìàñëîâ 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâîé òâåðäîòåëüíûé ãèðîñêîï ñ öèëèíäðè÷åñêèì ðåçîíà-
òîðîì è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè äàò÷èêàìè óïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà, ó÷èòûâàþùàÿ 
ðàçíî÷àñòîòíîñòü è ðàçíîäîáðîòíîñòü, à òàêæå êóáè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü êîëåáà-
íèé ðåçîíàòîðà è êâàäðàòè÷íóþ íåëèíåéíîñòü ñèë óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ðàçîìêíóòîãî 
ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãèðîñêîïà ïðåäëîæåíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïåíñàöèÿ 
äðåéôà ãèðîñêîïà, âûçâàííîãî íåëèíåéíîñòüþ êîëåáàíèé è ïîãðåøíîñòÿìè õàðàê-
òåðèñòèê ðåçîíàòîðà. Ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ó÷åòà íå òîëüêî êóáè÷åñêîé íåëèíåé-
íîñòè êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà, íî è êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè ñèë óïðàâëåíèÿ, 
âûçâàííûõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèìè äàò÷èêàìè. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ íå-
ëèíåéíîñòè äàò÷èêîâ óïðàâëåíèÿ è ïîãðåøíîñòåé ãèðîñêîïà â êîìïåíñàöèîííîì 
ðåæèìå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãèðîñêîïà. Â ïðåäëîæåííûõ ìåòîäàõ êîìïåíñàöèè ïî-
ãðåøíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äè-
íàìèêè ãèðîñêîïà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñïåöèàëüíîé ìåòîäèêå èäåíòèôèêà-
öèè ïàðàìåòðîâ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîé òâåðäîòåëüíûé ãèðîñêîï, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, 
èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ, êîìïåíñàöèÿ ïîãðåøíîñòåé.  

IDENTIFICATION AND ERRORS COMPENSATION METHODS 
FOR WAVE SOLID-STATE GYROSCOPE 
WITH ELECTROSTATIC CONTROL SENSORS
D.A. Maslov
Wave solid-state gyroscope with the cylindrical resonator and the electrostatic control sensors is considered. 
The mathematical model of forced oscillations of the cylindrical resonator is used. This mathematical model 
takes into account the frequency difference, the quality factor difference, the cubic nonlinearity of the resonator 
oscillations and the quadratic nonlinearity of the control forces. Algorithmic compensation of gyroscope drift 
caused by nonlinearity of oscillations and errors of the resonator characteristics is suggested for the open-
loop mode of gyroscope operation. The possibility of taking into account not only the cubic nonlinearity but 
also the quadratic nonlinearity of the control forces caused by electrostatic sensors is shown. The methods 
for eliminating the nonlinearity of control sensors and errors of gyroscope are suggested for the compensation 
feedback mode of gyroscope operation. The values of coefficients of the mathematical model of the gyroscope 
resonator dynamics are used in the proposed methods of errors compensation. Aforementioned coefficients 
of the mathematical model are identified by a the special method of parameters identification. 

Keywords: wave solid-state gyroscope, nonlinear oscillations, parameters identification, errors compensation.
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Ââåäåíèå 
В настоящее время волновой твердотельный 

гироскоп (ВТГ) является одним из перспектив-
ных датчиков инерциальной информации [1–3]. 
Большое внимание уделяется вопросам, свя-
занным с повышением точности ВТГ, которая 
определяется рядом факторов: нелинейными 
колебаниями резонатора [4–6], неоднородно-
стью материала резонатора, неравномерностью 
упругих характеристик, анизотропией демпфи-
рования и другими технологическими погреш-
ностями изготовления резонатора [4–8]. 

Повысить точность гироскопа можно с по-
мощью алгоритмов компенсации, использую-
щих значения параметров ВТГ, определенных 
по методикам идентификации параметров ВТГ. 
Вопросы идентификации параметров ВТГ рас-
смотрены в работах [8–12]. В статье [13] пред-
ложены методики компенсации дефектов ВТГ 
без учета нелинейности сил управления.

Поэтому целью данного исследования явля-
ется разработка методики компенсации дрейфа 
ВТГ с цилиндрическим резонатором и емкост-
ными датчиками управления, вызванного нели-
нейностью колебаний и анизотропией характе-
ристик резонатора с учетом нелинейности сил 
управления. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
Рассматривается тонкий упругий цилиндри-

ческий резонатор, один край которого свобо-
ден, а другой жестко прикреплен к подвижному 
основанию. Для поддержания незатухающих 
колебаний цилиндрической оболочки исполь-
зуются емкостные датчики управления, обра-
зованные свободной кромкой цилиндрической 
оболочки резонатора и шестнадцатью электро-
дами (рис. 1). 

Разность потенциалов между электродами 
и резонатором задается следующим образом:
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где 0U  – постоянное опорное напряжение; 
1 2 3 4, , ,   u u u u  – нормализованные по отноше-
нию к 0U   амплитуды напряжения; 0  – часто-
та внешнего гармонического возбуждения ко-
лебаний резонатора. На остальных электродах 
разность потенциалов задается равной 0U .

При учете закона управления (1) уравнения 
динамики цилиндрического резонатора ВТГ в 
безразмерном времени   t   имеют вид [11]: 

 


 

2 2 2

1 2

2 2 2

3 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 3 )

sin cos ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1 3 )

sin cos ,

          

        

     
           

       

     

 



 



c s c

s

c s c

s

f f c h f n h g b f

b g f g f f

u u

g g c h g n h f b g

b f f g g g

u u (2)

где ( )f  и ( )g  – обобщенные координаты 
второй основной формы колебаний, равные ра-
диальным смещениям резонатора в двух фикси-
рованных точках, отстоящих друг от друга под 
углом o45 ; ν − безразмерная угловая скорость; 
γ − безразмерный коэффициент демпфирования 
колебаний, 0 / ) /(      , 0     − 
частотная настройка между частотой возбуж-
дения колебаний 0  и основной резонансной 
частотой  ; параметр   характеризует ма-
лость величины электрических сил, действу-
ющих на резонатор, и зависит от опорного на-
пряжения 0U ; с и n – параметры позиционных 
сил; sin 4 , sh h  cos4 ch h  и sin 4 sb b , 

cos4 cb b  – компоненты, характеризующие 
упругую и вязкую анизотропию; h и b  – модули 
разночастотности и разнодобротности;   и   – 
углы ориентации главных осей жесткости 
и главных осей диссипации относительно от-
счетных осей;   – коэффициент нелинейности; 
точкой обозначено дифференцирование по без-

Рис. 1. Расположение емкостных датчиков 
управления (ДУ)
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размерному времени  . Уравнения динамики 
цилиндрического резонатора ВТГ (2) кроме ха-
рактерной для всех ВТГ кубической нелиней-
ности [5], содержат слагаемые, учитывающие 
влияние нелинейности на амплитуду вынужда-
ющего воздействия [11]. 

Ставится задача компенсации дрейфа рас-
сматриваемого гироскопа, вызванного опре-
деляемыми параметрами: разночастотностью, 
разнодобротностью, коэффициентом нелиней-
ности. Решение поставленной задачи включа-
ет идентификацию параметров гироскопа при 
стационарных режимах колебаний, в том числе 
коэффициента нелинейности колебаний; алго-
ритмическую компенсацию погрешностей, вы-
званных определяемыми параметрами в разом-
кнутом режиме функционирования гироскопа; 
силовую компенсацию погрешностей в замкну-
том режиме функционирования ВТГ.

Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ÂÒÃ 
Сначала проводим осреднение системы (2) 

по методу Крылова-Боголюбова в первом при-
ближении по малому параметру  . Для этого 
используем переход к медленным переменным 

1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )      p q p q  с помощью замены 
[11, 14] 
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Коэффициенты 5 10,... ,,k k  учитывают влияние 
нелинейности на амплитуду вынуждающих сил. 

Переводим (3) в размерное время t : 
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(4)
где точкой обозначено дифференцирование по 
времени t ; /    , / 

c ch h , / 
s sh h , 

/ c c , / n n , / i iu u , 1,2,3,4i . 
Для идентификации параметров рассмо-

трим N стационарных режимов вынужденных 
колебаний резонатора, которые определяются 
системами алгебраических уравнений, полу-
ченными из (4), и соответствуют частотным на-
стройкам  j : 

   j j jy D z e , 1,...,j N ,  (5)

где вектор параметров 
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T
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измеряемый вектор 

  1 1 2 2, , ,2   T
j j p q p qy ,

вектор случайных ошибок измерений je , под-
чиняется нормальному закону распределения 
с нулевым математическим ожиданием. 

Далее составляется переопределенная систе-
ма алгебраических уравнений из N блоков (5), 
соответствующих заданным частотным на-
стройкам  j , 1,...,j N :

   y Dz e , (6)

1 2( , ,.., ) T T T T
ND D D D , 1 2( , ,.., ) T T T T

Ny y y y , 

1 2( , ,.., ) T T T T
Ne e e e , 2(0, ) eNe I ,

N – число стационарных режимов колебаний 
резонатора. 

При условии, что матрица TD D  не является 
вырожденной, по методу наименьших квадра-
тов получаем оценку параметров математиче-
ской модели

    1
ˆ ,


 T Tz D D D y   

которая минимизируют остаточную дисперсию 

       2ˆ ˆ ˆ / ,4    T kNy Dz y Dz  

где 4n N  – число уравнений 13k  – число 
идентифицируемых параметров. Доверитель-
ный интервал для определяемых параметров 
задаем неравенствами 

  oc ocˆ ˆˆ ˆ ,     j p jj j j p jjz t c z t czò ò  

 1,..., ,j k

где jjc  – диагональные элементы матри-
цы 1( ) TC D D , pt  – квантиль поряд-
ка (1 ) / 2 p Pä  распределения Стьюдента 
c –n k  степенями свободы, Pä  – доверитель-
ная вероятность. Если число –n k  мало, то pt  
выбирают по таблице распределения Стью-
дента, если – 30n k , то pt  можно выбирать 
из таблицы функций Лапласа. 

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ êîìïåíñàöèÿ 
äðåéôà ãèðîñêîïà 
Для вычисления угловой скорости из урав-

нений (4) выводятся формулы, учитывающие 
нелинейность колебаний и параметры резона-
тора гироскопа: 
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Формула (9) позволяет определить модуль 
скорости, для определения направления ско-
рости нужно использовать формулы (7) и (8). 
Условием выбора одной из формул (7) и (8) яв-
ляется отличие от нуля величин 1q  и 1p  соот-
ветственно.  

Если компонентами упругой , 
s ch h  и вязкой 

анизотропией sb , cb  резонатора, а также па-
раметрами позиционных сил c , n  и нели-
нейностью можно пренебречь, т.е.   

s ch h
= 0      s cb b c n , то выражения для опре-
деления скорости основания (9) при 3 4 0  u u  
совпадает с формулой [5]: 

 

2 24
.

 





B
A

 

где 2 2
1 1 , A q p 2 2

2 2 . B q p

Óñòðàíåíèå íåëèíåéíîñòè 
äàò÷èêîâ óïðàâëåíèÿ 
Уравнения (2) содержат слагаемые, содер-

жащие нелинейности при амплитудах вынуж-
дающего воздействия. Будем формировать на-
пряжения управляющих электродов с учетом 
информации датчиков измерения, позволяю-
щей исключить нелинейность управляющего 
воздействия [15]: 
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В этом случае уравнения динамики ре-
зонатора ВТГ в медленных переменных 

1 1 2 2( ), ( ), ( ), ( )   p t q t p t q t  совпадают с уравнения-
ми (4) при 5 10 0   k k . 

Ñèëîâàÿ êîìïåíñàöèÿ 
äðåéôà ãèðîñêîïà
Рассматриваются стационарные колебания, 

описываемые уравнениями (4) с проведенной 
линеаризацией датчиков управления (10). По-
строен пропорциональный регулятор. Управле-
ние 1 4,..., u u  задаем в виде пропорциональной 
обратной связи по измерению медленных пере-
менных 1 1 2 2, , ,p q p q  с компенсацией предва-
рительно определенных параметров ВТГ, вклю-
чая коэффициент нелинейности: 
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(11) 

где 1K  – коэффициент усиления в цепи обрат-
ной связи, выбираемый из условия обеспече-
ния асимптотической устойчивости замкнутой 
системы управления, 1 1,q p  – заданные про-
граммные значения. Целью управления явля-
ется возбуждение и поддержание заданной ам-
плитуды первичных колебаний и вторичных 
колебаний, поэтому программные значения 

2 2 0 q p . 
Подставляя (11) в (4) получаем систему ли-

нейных дифференциальных уравнений, реше-
ние которой можно представить в виде суммы 
асимптотически устойчивого решения, завися-
щего от начальных условий и требуемых значе-
ний 1,q  1p   и стационарных частных решений. 
Установившиеся решения: 

1* 1 1 1 2* 1 1

1* 1 1 1 2* 1 1

( ) / , / ,
( ) / , / ,

    
    




q K q K P q K q P
p K p K P p K p P

где 2 2
1( )  P K . 

Оценка угловой скорости основания может 
быть определена по измерениям установивших-
ся значений медленных переменных:

    2*
1

1*
ˆ ,   

pK
p

 (12)

    2*
1

1*
ˆ .   

qK
q

 (13)

Условием выбора одной из формул (12) 
и (13) является отличие от нуля величин 1*p  
и 1*q  соответственно. Из формул (12) и (13) 
следует формула для модуля оценки угловой 
скорости: 

  2* 2*
2 2

1
1* 1*

2 2
( (
(

) ) .
) )(

ˆ 
 


 

p qK
p q

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû 
Приведенные формулы (12), (13) подтвержда-

ются результатами моделирования (рис. 2, 3), 
которое проводилось при близких к существу-
ющим конструктивным параметрам гироско-
па [1] с цилиндрическим резонатором. Ги-
роскоп находится на подвижном основании, 
вращающемся с постоянной угловой скоростью 
300о/с. Характерная частота собственных ко-
лебаний резонатора составляет 12340 c  , 
коэффициент демпфирования равняется 

10,7 c  . Расщепление частот 110,2 ch , 
анизотропия демпфирования 10,0027 cb . 
При построении решения задаются коэффици-
ент усиления 1

1 500 , cK  программные значе-
ния 1 11, 0, q p  и начальные условия 10 0,q  

10 1,p  20 0,6,q  20 0,3p . 
  

Рис. 2. Выход на режим установившихся 
колебаний без применения обратной связи: 

               – амплитуда колебаний A,                – B)
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Время выхода на режим установившихся 
колебаний составляет примерно 0,5 с (рис. 2) 
без применения обратной связи и 0,02 с (рис. 3) 
в компенсационном режиме функционирования 
гироскопа. Таким образом, применение пропор-
ционального регулятора позволяет существен-
но сократить время окончания переходных 
процессов. Значения q1, q2 в установившемся 
режиме не совпадают с заданными значения-
ми, т.е. имеется статическая ошибка регулиро-
вания, вызванная наличием угловой скорости 
основания. 

Рассчитанная по формуле (13) зависимость 
угловой скорости основания от времени (рис. 4) 
показывает высокую точность определения 
угловой скорости при компенсации дрейфа, вы-
званного дефектами резонатора. 

Рис. 4. Зависимость расчетной угловой скорости 
от времени

Реализация компенсационного режима по-
зволяет существенно сократить время функци-
ональной готовности прибора и повысить точ-
ность определения угловой скорости. 

Çàêëþ÷åíèå
Для волнового твердотельного гироскопа с 

цилиндрическим резонатором и электростати-
ческими датчиками управления предложены 
методы компенсации погрешностей гироскопа: 
алгоритмическая компенсация дрейфа гироско-
па и управляющие сигналы с использованием 
обратной связи. Описанные методы использу-
ют значения коэффициентов математической 
модели динамики резонатора, которые опреде-
ляются по специальной методике идентифика-
ции параметров. 
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