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È.Ã. Ðóêîâèöûí

Äëÿ âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ïî óðîâíÿì âîçíèêàþùèõ âèáðàöèé óïðóãîãî ðîòîðà, 
âðàùàþùåãîñÿ â àêòèâíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîäøèïíèêàõ, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 
óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ðîòîðà îò äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë âîçáóæäåíèÿ. Â ñòà-
òüå ðàññìîòðåí ðîòîð òóðáîäåòàíäåðà íà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîäøèïíèêàõ, êîòî-
ðûé èññëåäóåòñÿ íà âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàåìûå ñèëàìè îñòàòî÷íîãî 
äèñáàëàíñà, çàâèñÿùèìè îò âûáðàííîé äëÿ äàííîãî ðîòîðà òî÷íîñòè áàëàíñèðîâ-
êè. Íà ïðèìåðå ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óïðóãîãî ðîòîðà òóðáîäå-
òàíäåðà ïðîâåäåí àíàëèç óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ðîòîðà ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ 
ìîäàëüíîãî è ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, ðåàëèçîâàííîãî â ôîðìå ìåòîäà êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðîòîðà 
òóðáîäåòàíäåðà ñ ñèñòåìîé àêòèâíîãî ìàãíèòíîãî ïîäâåñà, àíàëèç êîòîðûõ äàёò 
íåîáõîäèìîå ïîíèìàíèå â âîïðîñàõ êîëåáàíèé óïðóãîãî ðîòîðà, âðàùàþùåãîñÿ 
â ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîäøèïíèêàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîòîðíûå ìàøèíû, ìàãíèòíûå ïîäøèïíèêè, ãàðìîíè÷åñêèé 
àíàëèç, ñèëû äèñáàëàíñà, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ðîòîðà.

STEADY-STATE VIBRATIONS OF AN ELASTIC ROTOR 
ON ACTIVE ELECTROMAGNETIC BEARINGS
I.G. Rukovitsyn
To meet the requirements for the levels of vibration of the elastic rotor rotating in active electromagnetic bearings, 
it is necessary to take into account the steady oscillations of the rotor from the action of external excitation forces. 
The article deals with the rotor of a turboexpander on electromagnetic bearings, which is studied for forced 
oscillations excited by the residual unbalance forces, depending on the balancing accuracy chosen for this rotor. 
As an example the developed mathematical model of the elastic rotor of the turboexpander was described, 
there have been studied steady-state oscillations of the rotor by means of modal and harmonic analysis, 
implemented in the form of the finite element method. There are presented resultes of forced oscillations study 
of a turbine expander rotor with an active magnetic suspersion system, the analysis of which gives the necessary 
understanding in the matter of vibrations of the elastic rotor rotating in electromagnetic bearings.

Keywords: rotary machines, magnetic bearings, harmonic analysis, unbalance forces, forced rotor oscillations.
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Ââåäåíèå
Создание современных, мощных и слож-

ных роторных машин (РМ) на электромагнит-
ном подвесе связано с решением определен-
ного круга задач, имеющих важное значение 
для энергомашиностроения. Для улучшения 
эксплуатационных характеристик РМ с магнит-
ными подшипниками (МП) требуется уделять 
особое внимание вопросам установившихся 

колебаний роторов. Наиболее полное представ-
ление об уровнях вибрации РМ на скоростях 
вращения ротора с системой электромагнитно-
го подвеса могут дать результаты исследования 
динамических характеристик вынужденных ко-
лебаний упругого ротора. 

В последнее время активный электромагнит-
ный подвес (АЭМП) стал одним из высокотех-
нологичных и распространенных типов управ-
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ляемых бесконтактных опор для РМ различной 
мощности и грузоподъемности. Обеспечение 
устойчивости подвеса ротора и его частей отно-
сительно неподвижных (статорных) элементов 
РМ осуществляется за счет действия магнит-
ных сил. АЭМП представляет собой электро-
механическое устройство, предназначенное 
для уравновешивания действующих на ротор 
сил при помощи электронной системы автома-
тического управления. Перемещения ротора 
в бесконтактных магнитных опорах контро-
лируется датчиками положения индуктивного 
типа. Сигналы с датчиков поступают на блоки 
регуляторов АЭМП для вычисления необходи-
мых управляющих воздействий для исполни-
тельных устройств (электромагнитов).

В условиях эксплуатации РМ с системой маг-
нитного подвеса появляются сложности с пре-
одолением повышенных уровней вибраций 
во всем диапазоне скоростей вращения упруго-
го ротора, что служит определяющим фактором 
работоспособности роторного агрегата. В любом 
случае максимальные амплитуды перемеще-
ний ротора не должны превышать предельного 
значения, установленного производителем (раз-
работчиком) в требованиях к РМ. В этой связи 
возникает важная задача о вынужденных коле-
баниях РМ, образующихся при вращении ротора 
в результате воздействия инерционных сил 
от неуравновешенности масс ротора. 

Целью данной работы является решение 
одной из наиболее важных задач динамики 
упругого ротора на электромагнитных под-
шипниках: исследование установившихся ко-
лебаний ротора от действия гармонических сил 
возбуждения, обусловленных наличием оста-
точного дисбаланса после балансировки РМ, 
а также анализ динамических характеристик, 
содержащих информацию об амплитудах ви-
браций на частотах вращения упругого ротора 
с системой магнитного подвеса. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðîòîðà 
äëÿ àíàëèçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Для описания динамики упругого ротора 

на податливых опорах с демпфированием суще-
ствует математическая модель Генри Хомана 
Джеффкотта [1, 2]. Г.Х. Джеффкотт первым 
сформулировал задачу по исследованию дина-
мического поведения ротора (рис. 1), соверша-
ющего вынужденные колебания, при которых 
вал ротора выполняет вращательное движение 
вокруг собственной оси z, а также осуществля-

ет вращения (прецессии) вокруг оси Z, прохо-
дящей через центры подшипниковых опор. 
На рис. 1 угловая скорость вращения ротора, 
обозначенная как Ω, является скоростью вра-
щения вокруг собственной оси ротора z. 

В модели Джеффкотта принимаются следу-
ющие допущения: масса вала пренебрежимо 
мала по отношению к массе диска, а приведен-
ная масса диска m включает в себя как массу 
вала, так и массу диска. Безмассовый вал 
ротора считается упругим с некоторой жестко-
стью, а диск ‒ абсолютно жестким. В модели 
рассматривается синхронное вращение ротора 
Ω = ω, т.е. скорость прецессии ω (скорость 
вращения вокруг «прямой оси», проходящей 
через центры опор) совпадает со скоростью 
вращения ротора Ω. На ротор действует син-
хронно со скоростью вращения ротора Ω сила 
дисбаланса, вызванная неуравновешенностью 
приведенной массы m при имеющемся эксцен-
триситете e и скорости вращения Ω. Сила воз-
буждения meΩ2 изображена вектором на рис. 1. 

Рис. 1. Модель упругого ротора 
(модель Джеффкотта)

Движение центра диска описывается двумя 
поступательными перемещениями в плоскости 
XY, как показано на рис. 1, с учетом жесткости 
Kx, Ky и демпфирования Cx, Cy.

При вращении ротора с постоянной скоро-
стью вращения Ω, уравнение движения центра 
масс получается из следующих уравнений рав-
новесия для двух независимых координат x и y:

 

 

 

2

2

2

2

cos( )

sin( )
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dm x e t C x K x
dt
dm y e t C y K y
dt

      

      





  (1)

где φe – фазовый угол положения неуравнове-
шенной массы.
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Представленные выше уравнения (1) могут 
быть записаны в следующем виде:

 

2

2

cos( )

sin( )
x x e

y y e

mx C x K x me t

my C y K y me t

      

      

 

 
  (2)

Из уравнений (2) определяются абсолютные 
значения перемещений ротора x и y. Уравнения 
(1) и (2) для данной модели показывают, что дви-
жения центра масс в направлениях X и Y являют-
ся статически и динамически независимыми и, 
следовательно, могут быть решены отдельно.

Поскольку все роторы представляются не-
уравновешенными вследствие наличия не-
которого эксцентриситета e, обусловленного 
точностью балансировки, неоднородностью 
материала и технологическими ошибками из-
готовления, то при вращении упругого ротора 
эксцентриситет e будет служить источником 
вынужденных колебаний. Таким образом, 
в модели Джеффкота сила возбуждения опре-
деляется параметрами самой упругой системы, 
что принципиально отличает ее от гармони-
ческой осцилляторной модели, в которой сила 
возбуждения прикладывается извне. 

Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç 
óïðóãîãî ðîòîðà
Модель Джеффкота была успешно верифи-

цирована по методу конечных элементов (МКЭ) 
в программном комплексе ANSYS Mechanical 
APDL [2] при помощи гармонического анали-
за (ГА), в котором существует возможность 
задания возбуждения в виде синхронной и не-
синхронной со скоростью вращения ротора 
синусоидальной силы [2, 3]. Гармонический 
анализ, реализованный в ANSYS, предназначен 
для решения уравнений движения в случаях 
возникновения установившихся колебательных 
процессов (вынужденных колебаний). В МКЭ 
для гармонического анализа рассматривается 
общее уравнение движения [1‒5]:

 
       C F( ) .q q q t

               
     

  (3)

где [M], [C], [K] – матрицы масс, демпфирова-

ния и жесткости системы; , ,q q q
      
     
     

 – век-

торы ускорений, скоростей и перемещений ме-
ханической системы;  F( )t  – вектор внешних 
сил, приложенных в узлах конечно-элементной 
модели. 

В гармоническом анализе приложенное воз-
действие F(t) изменяется во времени гармони-
чески (синусоидально) [2‒5]. Чтобы полностью 
определить гармоническое воздействие, обычно 
требуются три величины: амплитуда, фазовый 
угол и частота возбуждения. Рассмотрим гар-
монический анализ на примере упругого ротора 
турбодетандера, вращающегося на электромаг-
нитных подшипниках. По имеющимся данным 
[1, 2] были проведены исследования вынуж-
денных колебаний упругого ротора массой m = 
133 кг с учетом дисбаланса D0 = me = 227 гмм, 
остающегося после балансировки ротора по вы-
бранному классу точности 2.5G для группы ро-
торов «газовые и паровые турбины» согласно 
стандарту ИСО 1940-1-2007 [6]. Общий оста-
точный дисбаланс учитывается в гармониче-
ском анализе как вектор амплитуды силы воз-
буждения через ее мнимую и действительную 
компоненты (рис. 2):

0

0

cos
.

sin
real

imag

D D
D D

 
  

Тогда вектор D0 и фазовый угол φ будут 
определяться по следующим соотношениям:

2 2
0 ,

.

real imag

imag

real

D D D

D
arctg

D

 

 
   

 

Рис. 2. Мнимая и действительная часть 
гармонической силы

В общем виде выражения для гармониче-
ских сил от остаточного дисбаланса D0 при ско-
рости вращения ω по соответствующим осям X 
и Y (см. рис. 1 и 2) записываются как

 

 
 

2
0

2
0

cos

sin .
X

Y

F D t

F D t

      


     
  (4)

Таким образом, для задания воздействия F(t) 
используются упомянутые выше величины: ам-
плитуда D0, фазовый угол φ и частота возбуж-
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дения ω, а уравнение (3) решается при помощи 
комплексной математики. 

Поставленную задачу рассмотрим на при-
мере ротора турбодетандера, работающего 
на активных МП, обладающих свойствами ав-
томатического управления жесткостью и демп-
фированием. Продольная ось упругого ротора, 
вращающегося в МП (упруго-демпферных 
опорах), совершает колебания под воздействием 
инерционных сил с определенной амплитудой 
в диапазоне рабочей частоты вращения ротора. 
На возбуждаемых критических частотах ампли-
туда колебаний ротора увеличивается и снижа-
ется с ростом скорости вращения [2, 4, 6]. 

Диапазон частот, в котором будет произво-
дится анализ установившихся колебаний упру-
гого ротора, выбирается с учетом полученных 
ранее результатов модального анализа ротора 
и эксплуатационных характеристик турбома-
шины [7, 8]. Не имеет смысла выбирать ши-
рокий диапазон, т.к. первые две критические 
частоты ротора (f1 = 11 Гц, f2 = 19 Гц) распо-
ложены рядом друг с другом, а следующая 
за ними критическая частота f3 = 397 Гц нахо-
дится за рабочим диапазоном скоростей вра-
щения ротора, т.е. f3 = 1,7(ωмакс./2π). В процессе 
работы РМ частоты f1 и f2 являются резонансны-
ми частотами ротора, для возбуждения которых 
будут прикладываться синусоидальные силы 
в местах сосредоточения остаточного дисбалан-
са D0 [5‒7]. Поскольку частоты f1 и f2 соответ-
ствуют первым двум формам колебаний ротора 
как твердого тела, то для их возбуждения 
потребуется приложить силовые воздействия 
F = D0ω

2 sinωt. Общий остаточный дисба-
ланс D0 в равных долях сконцентрирован на ра-
бочих колесах (РК) упругого ротора, как пока-
зано на рис. 3. Для проведения балансировки 
ротора по двум плоскостям, достаточно будет 
использовать РК, которые обладают наиболь-
шим эксцентриситетом [6, 9, 10]. При выпол-
нении расчета центры масс РК (или дисков) 
выбираются в качестве точек приложения гар-
монических сил возбуждения. 

По двум схемам возбуждения (см. рис. 3) 
были проведены исследования вынужденных 
колебаний ротора турбодетандера, и получены 
результаты в виде амплитудно-частотных ха-
рактеристик (АЧХ) для следующих вариантов:

‒ при постоянном коэффициенте модаль-
ного демпфирования ξ = 0,03 (как для сталь-
ных конструкций) на всех формах колебаний 
ротора, номинальной жесткости опор ротора 

k = 106 Н/м и нулевом вязком демпфировании 
(c = 0) (рис. 4, а);

– при нулевом коэффициенте модального 
демпфирования (ξ = 0), номинальной жесткости 
опор ротора k = 106 Н/м и вязком демпфирова-
нии c = 103 Н·с/м (рис. 4, б).

Жесткость k и демпфирование c МП, пред-
ставленных в качестве упруго-демпферных 
опор (см. рис. 3), приняты по расчетным зна-
чениям, полученным на основании выбора па-
раметров настройки блока регулятора системы 
автоматического управления магнитным под-
весом. Силу F, создаваемую магнитной опорой, 
математически можно выразить как 

( )F K W p  ,

где K – номинальная жесткость МП; Δ – пере-
мещение ротора по одной из поперечных осей; 
W(p) – передаточная функция блока регулятора. 

Номинальная жесткость МП K определяется 
как произведение квадрата окружной частоты 
ω2 = 15775 рад/с2, соответствующей первой соб-
ственной форме колебаний ротора (как твердо-
го тела) на упругих опорах и массы ротора m, 
т.е. K = mω2. В результате получаем функции 
жесткости и демпфирования, зависящие от ча-
стоты вращения ротора:

-1

(20lg )cos ,

(20lg )sin .

k K A
c K A
 

  

где A и φ – амплитуда и фаза передаточной 
функции W(p). 

Представленные АЧХ (см. рис. 4) дают 
достаточно точную и исчерпывающую ин-
формацию об амплитудах установившихся 
колебаний ротора, полученных по двум спосо-
бам возбуждения собственных форм колеба-
ний, в выбранном диапазоне частот. Из АЧХ 
видно, что вторая схема приложения гармо-

Рис. 3. Первая (а) и вторая (б) схема 
возбуждения ротора



И.Г. Руковицын

18
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2019, № 1

Ä
È

Í
À

Ì
È

Ê
À

 È
 Ï

Ð
Î

×
Í

Î
Ñ

Ò
Ü

 Ì
À

Ø
È

Í

нических сил возбуждения, синхронно воз-
растающих с увеличением квадрата частоты 
вращения ротора (4), способствует снижению 
амплитуды вынужденных колебаний упругого 
ротора почти на 50 %: А = 14…25 мкм вместо 
А = 39…46 мкм по первой схеме возбуждения 
колебаний. 

Çàêëþ÷åíèå
В работе рассмотрена модель неуравнове-

шенного однодискового ротора с постоянной 
жесткостью вала на податливых опорах (модель 
Джеффкота), в которой влияние дисбаланса 
на критические частоты вращения ротора учиты-
вается периодической возмущающей силой с ам-
плитудой, пропорциональной эксцентриситету 
и квадрату угловой скорости. На основании при-
нятой упрощенной модели проведено исследова-
нии гармонических колебаний упругого ротора 
на МП, обладающего сложной конструкцией 
с сосредоточенными на РК остаточными дис-
балансами, переменной жесткостью вала и рас-
пределенными массами. Расчеты и верификация 
по модели Джеффкота с использованием МКЭ 
проводились отдельно (в публикацию не были 
включены), что позволило удостовериться в пра-
вильности полученных результатов по ротору 
турбодетандера, представленному в статье.

В процессе эксплуатации РМ с системой 
магнитного подвеса к МП предъявляются тре-
бования по допустимым амплитудам вибраций. 
Активный магнитный подвес обязан обеспечи-
вать стабильную и качественную работу РМ 
в диапазоне скоростей вращения вала при на-
личии остаточной неуравновешенности ротора. 

В связи с этим был предложен один из подхо-
дов в решении важной технической задачи ди-
намики ротора на МП.

Исследование установившихся колебаний 
упругого ротора с системой магнитного подве-
са позволяет, в первую очередь, объяснить при-
чины повышенных амплитуд колебаний ротора 
на скоростях вращения. На примере подробно 
разработанной конечно-элементной модели 
упругого ротора показана возможность учета 
распределения инерционных сил от остаточно-
го дисбаланса ротора, что является необходи-
мым и важным этапом в решении вопросов усо-
вершенствования систем активных МП для РМ 
самого различного назначения. 
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