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Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ïåðå-
ìåùàþùèìñÿ öåíòðîì ìàññ ìàøèííîãî àãðåãàòà è áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê. Ê òàêèì ìàøèíàì îòíîñÿòñÿ òåêñòèëüíûå, ïîëèãðàôè÷åñêèå, 
îáóâíûå è ìíîãèå äðóãèå òåõíîëîãè÷åñêèå ìàøèíû, äëÿ êîòîðûõ ïåðåìåííîñòü 
ïîëîæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ðåîíîìíûõ ñâÿçåé. Ýòî ïðîÿâ-
ëÿåòñÿ â íåñòàöèîíàðíîñòè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðèâîäà ìàøèíû, ïîÿâëåíèè 
äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîçáóæäåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé 
è âîçìîæíîñòüþ íàðóøåíèé óñëîâèé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ñ öåëüþ ñíè-
æåíèÿ âèáðîàêòèâíîñòè ïîäîáíûõ ñèñòåì â ñòàòüå ïðåäëîæåí ñïîñîá è èçëîæåíà 
ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé äèññèïàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî áëèçîñòü ïàðöèàëüíûõ ÷àñòîò ìåõàíèçìîâ ìîæåò âûçâàòü íåæåëàòåëü-
íîå âçàèìíîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ïîäñèñòåì ïðèâîäà ìàøèíû. Ïîëó÷åííûå 
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ìàøèí, 
òî÷íîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ ðàáî÷èõ îðãàíîâ, çàùèòû îá-
ñëóæèâàþùåãî ïåðñîíàëà îò âèáðàöèîííîé áîëåçíè è äðóãèõ îòðèöàòåëüíûõ ïðî-
ÿâëåíèé êîëåáàíèé. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ, âèáðîàêòèâíîñòü, ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå, 
äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, áèåíèÿ.

THE PROBLEM OF REDUCTING THE VIBROACTIVITY 
OF TECHNOLOGICAL MACHINES WITH REONOMIC CONSTRINTS 
AND CLOSE VALUES OF MECHANISMS PARTIAL FREQUENCIES 
I.I. Vulfson
The article presents the results of the studying oscillatory systems with a moving center of machine unit mass 
and close values of frequency characteristics. Such machines include textile, printing, shoe and many other 
technological machines, for which the variability of the center of mass position leads to the appearance of reonomic 
constrints. This is manifested in the non-stationarity of the frequency characteristics of the machine drive, 
to the appearance of dynamic effects associated with the excitation of parametric oscillations and the possibility 
of violation of the dynamic stability conditions. In order to reduce the vibroactivity of such systems, the article 
proposed a method for determining the threshold values of dissipative parameters. It has been established that 
the proximity of the partial frequencies of the mechanisms may cause non-desired mutual excitation of vibrations 
of the machine drive subsystems. The obtained results can be used to increase machine effectiveness, 
the accurate reproduction of the programmed movement of the working bodies, protect the operating personnel 
from vibration sickness and other negative oscillation influences.

Keywords: vibrations, reonomic constrints vibroactivity, parametric excitation, dynamic stability, beats.
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 Ââåäåíèå
Во многих современных технологических 

машинах с повышенной протяженностью зоны 
обработки изделия приводы исполнительных 
органов представляют собой структурно по-
вторяющиеся подсистемы с близкими динами-
ческими характеристиками. К таким машинам 
относятся текстильные, полиграфические, обу-
вные и многие машины легкой промышленно-
сти, в которых возбуждаемые колебания могут 
привести к появлению дефектов выпускаемой 
продукции [1–7]. При этом возникают неко-
торые эффекты, связанные с перекачкой энер-
гии из одной подсистемы в другую и обменом 
между ними возбуждаемыми формами колеба-
ний. С подобной ситуацией также приходит-
ся сталкиваться при работе грузоподъемных 
и сельскохозяйственных машин. Следует от-
метить, что рассматриваемая проблема имеет 
специфические особенности. В частности, не-
редко возникают так называемые ловушки, 
когда парциальная частота одной подсистемы 
медленно изменяется и перекрывает зону «вну-
треннего резонанса». Если при этом переход 
энергии из одной подсистемы в другую оказы-
вается необратимым, происходит своеобразный 
«захват» энергии колебаний [4, 8]. 

Исследуемая задача близка к ситуации, во-
шедшей в историю механики как ошибка Ла-
гранжа, который согласно известным математи-
ческим положениям считал, что при равенстве 
собственных частот решение должно включать 
так называемые вековые члены при амплиту-
дах, пропорциональных времени. В 1858–1859 г.
ученые Карл Т.В. Вейерштрасс и О.И. Сомов 
установили, что в данном особом случае это 
утверждение ошибочно. 

Применительно к задачам механики рассма-
триваемая проблема освещена в работах [9–12]. 
Особенно следует выделить лекции академи-

ка Л.И. Мандельштама, в которых отмечает-
ся, что при «резонансе» парциальных частот 
колебания – «заразительные» (кавычки автора 
сохранены) [9]. Кроме того, из этих лекций 
следует, что рассматриваемая задача отнюдь 
не элементарна и требует глубокого анализа. 
В частности, показано, что «…слабо связать 
такие системы невозможно, так как всегда име-
ется сильное взаимодействие» [9]. Этот вывод, 
не всегда учитываемый в инженерной практи-
ке, проиллюстрируем в настоящей работе.

Целью настоящей статьи является анализ за-
висимости виброактивности технологических 
систем от периодических перемещений центра 
масс машинного агрегата при близких частот-
ных характеристиках отдельных подсистем.

 
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Рассмотрим две одинаковые подсистемы 1 и 2 

(рис. 1), каждая из которых состоит из 16 пластин 
разной жесткости из-за различного расстояния 
до места закрепления на стальном основании 0
(см. рис. 1, б). Таким образом, пластина подси-
стемы 1 продублирована в подсистеме 2. Эти обе 
пластины имеют равные парциальные частоты. 
На рис. 1, а отображена реакция на возбуждение 
свободных колебаний одной из пластин подси-
стемы 1 (см. точку 1). На снимке видны «раз-
мазанные» зоны с нечетким воспроизведением 
концов пластин. Это вызвано возникающими 
колебаниями, причем, не только в окрестности 
возбуждаемой пластины, но и у пластин подси-
стемы 2 с близкой длиной (см. зону 2). 

Подобные динамические эффекты отраже-
ны в ряде работ автора, посвященных решению 
задач динамики цикловых машин [3–7]. Такие 
явления чаще всего проявляются в виде биений 
внутри кинематического цикла. При этом на-
блюдается обмен колебательной энергии между 
подсистемами. 

 а б
 Рис. 1. Анализ связанности подсистем 1 и 2: 

а – реакция пластин на возбуждение свободных колебаний; б – закрепление пластин на стальном основании 0

0



И.И. Вульфсон

4
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2019, № 2

Ä
È

Í
À

Ì
È

Ê
À

 È
 Ï

Ð
Î

×
Í

Î
Ñ

Ò
Ü

 Ì
À

Ø
È

Í

Необходимо отметить, что переменность па-
раметров, вызванная смещением центра масс, 
характерна для машин, осуществляющих пере-
мещение грузов, а также для многих техноло-
гических машин с неравномерным программ-
ным движением рабочих органов. В последнем 
случае при относительно малой массе корпусов, 
высоких скоростях машин, а также при измене-
нии массы обрабатываемых изделий, это при-
водит к существенным перемещениям центра 
масс машинного агрегата, что, в свою очередь, 
проявляется в росте виброактивности. Особая 
опасность при этом связана с возможностью 
потери динамической устойчивости в зонах 
параметрических резонансов, а также с воз-
никновением режима биений. Основная задача 
данной статьи состоит в анализе этих режимов 
и разработке методов их устранения. 

Для дальнейшего развития методов анали-
за приведенных выше систем воспользуемся 
модификацией одной из динамических мо-
делей, рассмотренной Я.Г. Пановко [12, 13]. 
На этой модели базируется решение задачи 
о вертикальных колебаниях кузова автомобиля. 
В рамках данной статьи мы ограничимся ана-
лизом модели этого класса, который позволяет 
установить наиболее важные факторы, влияю-
щие на снижение виброактивности машин. 

Будем рассматривать модель абсолютно 
твердого тела, установленного на двух вязкоу-
пругих опорах с линейными характеристиками 
жесткости и демпфирования (рис. 2). Учиты-
ваются две степени свободы системы: смеще-
ние центра масс в вертикальном направлении 
y и угол поворота тела  вокруг центра масс 
(точка 0 на рис. 2). Предполагается, что гори-
зонтальные инерционные силы, возникающие 
при перемещениях по оси x, уравновешены.

 

Рис. 2. Динамическая модель 
абсолютно твердого тела, установленного 

на двух вязкоупругих опорах
 

Сначала предположим, что положение 
центра массы системы может по сравнению 
с наименьшим периодом собственных колеба-
ний системы медленно перемещаться по оси х. 
Введем следующие условные обозначения: 
m – масса тела; J – момент инерции тела отно-
сительно его центра массы; c1, c2 – коэффици-
енты жесткости каждой из опор; 1 2,   – коэф-
фициенты рассеяния энергии в каждой из опор; 
x0 – центр масс, constL   – расстояние между 
опорами; 1 2( ) , ( )L t L t  – расстояние от каждой 
из опор до центра массы системы. 

В модели Я.Г. Пановко принято, 
1 2const; constL a L b    . Тогда, без учета 

влияния диссипативных сил собственные ча-
стоты равны [12]: 

 
2 2

1 1 2 2 1 2( ) ; ( )k c c m k c a c b J    . (1)

При 1 2c a c b  и /J m ab  имеем 1 2k k .
Иногда при вынужденных колебаниях ра-
венство частот можно считать достоинством 
частотной настройки, основываясь на том, 
что при вынужденных колебаниях вместо двух 
резонансов в рассматриваемой частотной зоне 
возникает лишь один резонанс. Однако при им-
пульсных возбуждениях близость парциаль-
ных частот, как уже отмечалось, может приве-
сти к интенсивным колебаниям, возникающим 
при перекачке колебаний из одной подсистемы 
в другую. Подчеркнем, что приведение парци-
альных частот к близким значениям в данной 
задаче не служит средством оптимизации ди-
намических характеристик, а является лишь 
результатом экономически оправданной повто-
ряемости отдельных механизмов, образующих 
идентичные подсистемы. 

В нашем случае некоторое изменение 
модели, предложенной Я.Г. Пановко, связа-
но с учетом реономных связей, возникающих 
при движении звеньев механизмов и объек-
тов технологических операций, что приводит 
помимо перемещения центра масс корпуса ма-
шинного агрегата к перераспределению упруго-
диссипативных характеристик. 

Пусть 1 2( ) ; ( )a L t b L t   при L1(t) + L2(t) = 
= L = const (см. рис. 2). Тогда, согласно выра-
жениям (1) в отличие от задачи, рассмотренной 
выше, «собственные» частоты описываются 
переменными периодическими функциями. 
Это требует анализа возможного возбуждения 
параметрических резонансов и определения 
условий сохранения динамической устойчиво-
сти. Именно выявление влияния этих факторов 
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на виброактивность системы является одной 
из основных задач данной статьи.

Äèíàìè÷åñêèé àíàëèç 
Функция x(), где  – безразмерное время, 

зависит от исходных данных исследуе-
мой машины. Для большей определенности 
при дальнейшем качественном динамическом 
анализе конкретизируем функции 1 2,L L  соглас-
но следующим зависимостям: 

1( ) (0,5 cos )L L       ; 

 2 ( ) (0,5 cos )L L      ( 0,5)    ,  (2) 

где   и   – параметры, соответствующие по-
стоянной и переменной составляющим откло-
нения координаты центра масс от среднего по-
ложения.

Здесь и далее используем переход к безраз-
мерному времени t    и «безразмерным ча-
стотам» /i ik k  , где   – угловая скорость. 
(В целях упрощения последней формулы черта 
над обозначением далее будет опущена.) 

Согласно зависимостям (2), при 0 

 1 2(0,5 ) ; (0,5 )L L a L L b        .

 Тогда задача совпадает со случаем фиксиро-
ванного неподвижного положения центра масс, 
рассмотренного Я.Г. Пановко [12]. При 0   
в данной задаче

 1 2( ) 0,5[ (0) (0)]L L L     .

Отсюда следует 

 1 20,5[ (0) (0)] /L L L     .

Отметим, что параметр L не зависит от 
(см. рис. 2).

Зависимости (2) соответствуют распростра-
ненному случаю, когда центр масс совершает 
движение по окружности с радиусом r L  .

Выше были учтены лишь медленные со-
ставляющие движения центра масс. Однако, 
как показано в работах [6, 7, 14], при исследо-
вании параметрического возбуждения нельзя 
пренебрегать влиянием высших частот. Поэто-
му наряду с формулами (2) далее будут исполь-
зованы аналогичные зависимости следующего 
вида:

 1 1 2 2cos ; cosL L r j L L r j       , (3)

где j – номер, учитываемой высокочастотной 
гармоники. (Здесь и ниже звездочка при па-
раметрах обозначает использование функций 

( )iL  , что отвечает учету влияния высокоча-
стотных гармоник).

В качестве обобщенных координат примем 
вертикальное перемещение центра масс 

1y q  и 2q  – угол поворота качающегося 
объекта с моментом инерции J (см. рис. 2). 
Для определенности при численной оценке 
влияния переменности параметров примем 

10,4 , 8, 100r L j c   Н/м, c2 = 30 Нм.  
Согласно этим данным, получены графи-

ки, характеризующие горизонтальное переме-
щение центра масс (рис. 3, а), и графики мо-
ментов инерции J и J* (рис. 3, б) для частного 
случая, когда каждый из радиусов инерции 

/ , /J m J m      соответственно равен 
среднему геометрическому между величинами 

1 2,L L  и 1 2,L L  .
Переменные собственные частоты без учета 

высокочастотных гармоник определяются фор-
мулами (4) (медленное движение), а при их уче -
те – формулами (5) (быстрое движение):

  1 1 2

2 2 1

( ) [ ( )];

( ) [ ( )],

k c L mL

k c L JL

  

  
  (4)

 а б
Рис. 3. Зависимости L, Li

*, Li (а) и J, J* (б) от безразмерного времени φ: 
i = 1; 2 
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  1 1 2

2 2 1

( ) [ ( )];

( ) [ ( )],

k c L mL

k c L J L

 

  

  

  
. (5)

На рис. 4 на основании формул (4), (5) по-
строены графики, которые свидетельствуют 
о близости зон собственных частот. Из-за пе-
ременности инерционных параметров формулы 
(5) не совпадают с аналогичными формулами 
(1), согласно которым в отличие от данного 
случая возможно реализовать точное равенство 
собственных частот. 

Рис. 4. Зависимость собственных частот 
k1, k2, k1

*, k2
* от безразмерного времени φ 

Исследуемая динамическая модель описыва-
ется следующей системой дифференциальных 
уравнений:

  

1 1 1 1 1 2 1

1 1 2 2 2 1

2 2 2 2 1 1 2 2 1
2 2

1 1 2 2 2 2

2 ( )

( ) ;

2 ( )

( )

mq mk q c c q

c L c L q Q

J q J k q c L c L q

c L c L q Q

 

 

     

 

     


   


     
   

. (6) 

где 1 2,Q Q  – обобщенные силы; 1 2( ), ( )k k    – 
значения собственных частот; (...) /d d   ; 

/ (2 )i i
      – коэффициент демпфирования; 
i
  – логарифмический декремент.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ 
Проанализируем режимы, отражающие вли-

яние переменности параметров системы на ее 
устойчивость. На рис. 5–7 приведены резуль-
таты компьютерного моделирования системы 
уравнений (4).
Режим 1. Для более наглядного выявления 

источника возбуждения сначала не будем учи-
тывать в рассмотрении вынужденные коле-
бания и диссипативные силы ( 0; 0)i iQ    . 
На рис. 5, а видно нарушение условий динами-
ческой устойчивости с характерным для пара-
метрических колебаний экспонентным нараста-
нием огибающих. Если ограничиться учетом 
низкочастотных гармоник (см. формулы (2)), 
то система, в целом, сохраняет динамическую 
устойчивость (рис. 5, б). На графиках макси-
муму q1 соответствует минимум q2 и наоборот, 
что свидетельствует о перекачке энергии между 
подсистемами. 

а

б
Рис. 5. Зависимости q1, q2 при режиме 1 без учета вынужденных колебаний 

и диссипативных сил (а) и с учетом низкочастотных гармоник (б)
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В этом режиме нарушение динамической 
устойчивости обычно проявляется в виде ам-
плитудной модуляции, когда зона раскачки 
чередуется с зоной затухания колебаний. Ана-
логичные результаты были экспериментально 
получены В.В. Болотиным [1]. В некоторых 
случаях рост амплитуд может быть настолько 
интенсивным, что представляется целесообраз-
ным исключить возможность возникновения 
подобных зон [4]. 

Условия динамической устойчивости. 
При аналитическом определении условий дина-
мической устойчивости воспользуемся прямым 
методом Ляпунова. Этот метод при решении 
ряда задач динамики машин был успешно при-
менен в работах [4–6]. Строго говоря, при этом 
следует предварительно перейти к квази-
нормальным координатам. Эта процедура 
при учете переменности параметров имеет не-
которые особенности [11]. Однако, как показал 
частотный анализ, в нашем случае при учете 
приведенных выше дополнительных условиях 
рассматриваемая динамическая модель позво-
ляет использовать для оценки в первом прибли-
жении критического уровня диссипации следу-
ющее уравнение:

 
22 ( ) ( ) 0i i i i i iq k q k q         .

В качестве функции Ляпунова примем ква-
драт амплитуды свободных колебаний при «за-
мороженных» коэффициентах 2 2 2

i i iq q k    
[4, 15]. Согласно второй теореме Ляпунова, 
достаточным условием для асимптотической 

устойчивости является 0  . Это условие 
можно привести к виду:

 
*2( ) (2 );i i ik k      2(2 )i i ik k   . (7)

На графиках на рис. 6 видна «плотность» 
и степень интенсивности параметрическо-
го возбуждения при воздействии «быстрых» 
( ( )i

  ) и «медленных» ( i ) гармоник. При вы-
сокочастотном возбуждении критический уро-
вень диссипации примерно на порядок выше, 
чем при низких частотах. Это нашло отражение 
в существенной разнице колебаний, показан-
ных на рис. 5, а (неустойчивый режим) и рис. 
5, б (устойчивый режим). 
Режим 2. Для данного режима учтены 

усредненные значения пороговых диссипа-
тивных коэффициентов 

21
0

(2 )i i d
       , 

Рис. 6. Зависимости пороговых значений 
коэффициентов демпфирования

а

б
Рис. 7. Зависимости q1, q2 при режиме 2: 

а – энергия компенсируется диссипативными силами; 
б – локальные нарушения условий динамической устойчивости
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при которых параметрические возбуждения по-
давлены. Для заданных выше исходных данных 
на рис. 6 этим значениям отвечают линии 5 и 6. 
На рис. 7, а показаны колебания в случае, когда 
подводимая при параметрическом возбужде-
нии энергия компенсируется диссипативными 
силами. При этом, однако, возможны локаль-
ные нарушения условий динамической устой-
чивости, что приводит к появлению биений 
внутри кинематического цикла (рис. 7, б). 

Результаты компьютерного моделирования 
с достаточной точностью подтвердили значе-
ния диссипативных характеристик, приведен-
ных в формулах (7). Следует, однако, иметь 
в виду, что прямой метод Ляпунова определя-
ет лишь достаточные условия динамической 
устойчивости, поэтому при инженерном рас-
чете желательно оценить степень важности 
полученных результатов, чтобы при проекти-
ровании не предъявлять излишне жестких тре-
бований. 
Режим 3. На рис. 8 отображены вынужден-

ные колебания при нормированном периоди-
ческом кинематическом возбуждении по оси y 
( 1 sin8 ;Q mr   2 0;Q   см. систему уравнений 
(6)). 

Переменность параметров здесь также вызы-
вает биения. Как показывает анализ, при варьи-
ровании параметрами уровень пороговых зна-
чений диссипативных факторов, при которых 
подавляется параметрическое возбуждение, 
оказывается ниже, чем при отсутствии вынуж-
денных колебаний, что связано с влиянием вы-
сокочастотных гармоник [16].

 
Âûâîäû 
Проведенный анализ позволяет сделать 

вывод о том, что из-за появления реономных 
связей наряду с вынужденными колебаниями 
возникают параметрические колебания, а сле-
довательно, и опасность динамической неу-
стойчивости колебательной системы. В целях 
снижения виброактивности таких систем опре-
делен пороговый уровень диссипативных па-

раметров, ниже которого возникает наруше-
ние динамической устойчивости. Установлено, 
что близость парциальных частот механизмов 
может привести к нежелательному взаимному 
возбуждению колебаний подсистем привода 
машины. Полученные аналитические результа-
ты подкреплены результатами компьютерного 
моделирования. 

 
Çàêëþ÷åíèå
При проектировании машин необходимо 

решать одну из важных задач – снижение ви-
броактивности механизмов, осуществляющих 
периодическое движение исполнительных ор-
ганов, поскольку от этого существенно зависит 
производительность машин, точность воспро-
изведения заданных программных движений, 
непосредственно влияющих на качество выпу-
скаемой продукции, долговечность и надеж-
ность оборудования, а также условия работы 
человека-оператора. Анализ подобных задач 
еще раз подтверждает необходимость совер-
шенствовать инженерную подготовку в высших 
учебных заведениях в области теории механиз-
мов и машин, не ограничиваясь традиционным 
решением динамических задач машиноведения 
геометрическими методами без учета упруго-
диссипативных факторов [17]. 
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