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ÓÄÊ 531.391

ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÅ ÊÎËÅÁÀÍÈß ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 
Â ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÅÌÑß ÐÅÆÈÌÅ

È.Ï. Ïîïîâ

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñ÷åòîì ñêîðîñòåé è ðåàêöèé ýëåìåí-
òîâ ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ãàðìîíè÷åñêîì ñèëîâîì âîçäåéñòâèè, çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñîñòàâëåíèè è èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì è òðóäîåìêèì. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èíòåðåñ 
îãðàíè÷èâàåòñÿ óñòàíîâèâøèìñÿ ðåæèìîì. Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ðàçðà-
áîòêå ñóùåñòâåííî êîìïàêòíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ñèñòåì äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ðå-
æèìîâ. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷å-
ñêèõ öåïåé. Ïðåäñòàâëåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ âåëè÷èí â âèäå âðàùàþùèõñÿ âåêòîðîâ 
â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îïåðàöèè ñ èõ êîìïëåêñíûìè àìïëèòóäàìè ïîçâîëÿåò 
ìíîãîêðàòíî îáëåã÷èòü ðàñ÷åò ñêîëü óãîäíî ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè 
ãàðìîíè÷åñêèõ âîçäåéñòâèÿõ â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå. Ïîñòðîåíû âåêòîðíûå äè-
àãðàììû àìïëèòóä ñèë, ñêîðîñòåé è èõ ñîñòàâëÿþùèõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 
äëÿ íóëåâîãî ìîìåíòà âðåìåíè.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåàêòàíñ, ðåçèñòàíñ, èìïåäàíñ, ñàññåïòàíñ, êîíäàêòàíñ, àäìèòàíñ.

FORCED OSCILLATIONS OF MECHANICAL SYSTEMS 
IN STEADY STATE
I.P. Popov 
The classical solution of problems associated with the calculation of the speeds and reactions of elements of 
complex mechanical systems with harmonic force effects, consists in the compilation and integration of systems 
of differential equations and is rather cumbersome and time consuming. In most cases, interest is limited to the 
steady state. The purpose of the research is to develop essentially compact methods for calculating systems for 
steady-state modes. Methods for calculating electrical circuits have being used for the problem solution. The 
representation of harmonic quantities in the form of rotating vectors in the complex plane and the operation 
with their complex amplitudes makes it possible to repeatedly simplify the calculation of arbitrarily complex 
mechanical systems with harmonic effects in the steady state. Vector diagrams of the amplitudes of forces, 
velocities and their components in the complex plane for the zero time instant are constructed. 

Keywords: reactance, resistance, impedance, sasseptance, conductance, admittance.
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 Ââåäåíèå 
Классическое решение задач, связанных 

с расчетом скоростей и реакций элементов 
сложных механических систем при гармониче-
ском силовом воздействии, заключается в со-
ставлении и интегрировании систем диффе-
ренциальных уравнений и является достаточно 
громоздким и трудоемким [1–8]. В большин-
стве случаев интерес ограничивается устано-
вившимся режимом. Цель исследования со-
стоит в разработке существенно компактных 
методов расчета сложных механических систем 
для установившихся режимов. При решении 

использованы методы, применяемые для расче-
та электрических цепей. 

Ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå 
ïîòðåáèòåëåé ìåõàíè÷åñêîé 
ìîùíîñòè 
Точки приложения сил к потребителям ме-

ханической мощности (рис. 1) обладают единой 
скоростью 

 sinv V t  , (1)

где V – амплитуда скорости элементов;  – цикли-
ческая частота колебаний механической системы.
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Силы, приложенные к грузу, упругому эле-
менту и демпферу, соответственно равны

  cosm
dvf m m V t
dt

    , (2)

  cosk
kf kx k vdt V t     
 , (3)

 sinrf rv rV t   , (4)

где х – деформация (отклонение, перемещение) 
упругого элемента; t – время.

Суммарная сила, развиваемая источником 
силового гармонического воздействия, равна

 
 

 

2 2
2 2

2 2

cos sin

cos

sin .

m k r
kf f f f V m t r t

m k tV m k r
m k r

r t
m k r

              
       

  
  

   

Выражение в квадратных скобках можно 
рассматривать как синус суммы двух углов – ωt 
и φ. При этом фазовый сдвиг между скоростью 
и силой представляет собой

  arctg m k
r

 
  . (5)

Тогда cуммарная сила равна 

   

 

2 2

2 2

sin cos cos sin

sin( ) sin( ),

f V m k r t t

V m k r t F t

         

          
 

(6)
где F – амплитуда суммарной силы.

Это известная формула вынужденных ко-
лебаний, для получения которой не потребова-

лось составлять и решать дифференциальное 
уравнение. Амплитуда суммарной силы равна

 F Vz , (7)

  2 2z m k r    .  (8)

В 1873 г. Максвелл ввел первую (из двух) 
систему электро-механических аналогий:

– (скорость) V  I (ток),
– (сила) F  U (напряжение),
– (масса) m  L (индуктивность),
– (коэффициент упругости) k  1/C (C – ем-

кость),
– (коэффициент вязкого сопротивления) 

r  R (сопротивление).
В 1919 г. Вебстер ввел в механику заимство-

ванное из электротехники понятие о механиче-
ских реактансах, являющихся аналогами элек-
трических реактивных сопротивлений:

– (инертный реактанс) ωm  ωL (индуктив-
ное сопротивление),

– (упругий реактанс) k/ω  1/(ωC) (емкост-
ное сопротивление).

В соответствии с представленной системой 
аналогий выражение (7) дуально закону Ома 
для участка электрической цепи 

U IZ ,

где  2 21 ( )Z L C R      – полное сопротив-
ление. Следовательно, выражение (8) – это ме-
ханический импеданс (impedance), как в силу 
дуального соответствия, так и потому, что в его 
состав входят инертный и упругий реактансы. 
Механический реактанс (reactance) равен

kx m 


.

При 0x   получается известная формула 
k m . Имеет место резонанс сил [9]. Если 

при этом 0r  , то и 0z  . Физический смысл 
такого условия состоит в том, что система не ока-
зывает сопротивления внешнему силовому гар-
моническому воздействию. Для единообразия 
терминологии величина r в дальнейшем называ-
ется механическим резистансом (resistance). 

Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå 
ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí 
ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè 
По аналогии с электротехникой гармониче-

скую величину можно представить в виде 

 
( )sin( ) Im i ta A t Ae          ,

Рис. 1. Параллельное соединение потребителей 
механической мощности:

f – cуммарная сила; m – масса груза; 
k – коэффициент упругости упругого элемента; 

r – коэффициент вязкого сопротивления демпфера
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где ( )i tAe    – вращающийся в комплексной 
плоскости вектор, A – его длина, e – натураль-
ная единица, i – мнимая единица.

Векторы в комплексной плоскости приня-
то изображать для нулевого момента времени. 
При этом величина ( 0 )i iAe Ae A


     назы-

вается комплексной амплитудой*.
В соответствии с этим выражение (1) можно 

представить в виде

 sin Im( )i tv V t Ve    , 0iV Ve


 .

Формула (2) показывает, что fm опережает 
по фазе v на π/2. Следовательно, комплексную 
амплитуду инертной силы  можно представить 
как

 2
i

m mF m V e x V
  

   ;

 
2

i

mx me i m


    , (9)

где mx  – инертный реактанс в комплексном 
представлении. 

Также комплексная амплитуда инертной 
силы равна

 
02 2

i ii
mF me Ve mVe

 

    .

Аналогично, с учетом формул (3) и (4) ком-
плексная амплитуда упругой силы равна

 
2

i

k k
kF V e x V

  

  


;

  

 
2 2

i i

k
k k kx e e i

 


    
  

; (10)

где kx  – упругий реактанс в комплексном пред-
ставлении.

Для комплексной амплитуды резистивной 
силы также будет верно следующее:

 rF rV r V
  

  , 

где r r  – резистанс в комплексном представ-
лении.

Комплексные амплитуды упругой и рези-
стивной силы соответственно равны

 
02 2

i ii
k

k kF e Ve Ve
   

 
 

, 

 
0 0i i

rF rV re Ve
 

  .

Механические реактанс и импеданс в ком-
плексном представлении соответственно равны

 
2

i

m k
kx x x m e

      
, 

 
2

ikz r x r m e
       

.

Модуль механического импеданса совпадает 
с выражением (8)

2
2 kZ r m     

.

Его фаза вычисляется по соотношению (5). 
Таким образом, iz Ze  .

Суммарная сила, развиваемая источником 
силового гармонического воздействия, равна

  iF zV ZVe
 

  , (11)

что соответствует (6).

Пример 1. 0100 iF e


  Н, 2 рад/с, m = 10 кг, 
k = 20 кг·с–2, r = 7 кг·с–1. Задача: найти ско-
рость и составляющие силы в установившемся 
режиме.

90 9020i i
mx me e     (кг·с–1), 

90 9010i i
k

kx e e    


(кг·с–1).

   2 22 27 20 10m kZ r x x      
= 12,207 (кг·с–1).

20 10arctg arctg 55
7

m kx x
r
 

     , 

5512,207i iz Ze e    (кг·с–1).

  
0

55
55

100 8,192
12,207

i
i

i

F eV e
z e




 
   (м·с–1), (12)

90 55 3520 8,192 163,846i i i
m mF x V e e e
 

       (Н),

90 55 14510 8,192 81,923i i i
k kF x V e e e
 

         (Н),

0 55 557 8,192 57,344i i i
rF rV e e e
 

       (Н).

Следовательно, 

35 145

55 0

163,846 81,923

57,344 100 (H) .

i i
m k r

i i

F F F e e

e e F

  
  


 

    

  

* Над комплексными величинами, не являющимися изображениями синусоиды, точка не ставится, такие ве-
личины подчеркиваются.
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Классический расчет по сравнению с приме-
ром 1 несоизмеримо сложнее и объемнее.

Векторная диаграмма (не является необхо-
димой частью расчета) для величин из приме-
ра 1 представлена на рис. 2. 

Рис. 2. Векторная диаграмма сил
при параллельном соединении потребителей 

механической мощности

Ðåçîíàíñ ñèë
В дополнение к вышесказанному о резонан-

се сил можно ограничиться численным приме-
ром.

Пример 2. Пусть k = 40 кг·с–2. Остальные 
данные – из примера 1. Потребители механиче-
ской мощности соединены параллельно:

9020 i
kx e  кг·с–1, 07 iz r e   кг·с–1,

0
0

0

100 14,286
7

i
i

i

F eV e
z e




 
   (м·с–1),

90 0 9020 14,286 285,72i i i
m mF x V e e e
 

       (Н),

90 0 9020 14,286 285,72i i i
k kF x V e e e
 

       (Н),

0 0 07 14,286 100i i i
rF rV e e e
 

      (Н).

Тогда, 

90 90

0 0

285,72 285,72

100 100 (H) .

i i
m k r

i i
r

F F F e e

e e F F

  
 

 
 

    

  
 

Векторная диаграмма для величин из приме-
ра 2 представлена на рис. 3. Реактивные силы 

mF


 и kF


 (термин заимствован из электротех-
ники) существенно выше, чем в примере 1. При 
резонансе сил комплексные амплитуды инерт-
ной и упругой сил равны и противоположны.

Рис. 3. Векторная диаграмма резонанса сил

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå 
ïîòðåáèòåëåé ìåõàíè÷åñêîé 
ìîùíîñòè
Ко всем потребителям механической мощ-

ности (рис. 4) приложена единая сила

 cosf F t  .

Рис. 4. Последовательное соединение 
потребителей механической мощности

Скорости груза и изменения размеров упру-
гого элемента и демпфера соответственно 
равны

 
1 sinm

Fv fdt t
m m

   
 , (13)

  1 1 sink
dx df Fv k t

k dt k dt k


      , (14)

  cosr
f Fv t
r r

   . (15)
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Скорость штока источника силового гармо-
нического воздействия равна

 

 

 

2 2

2 2

2 2

1 1sin cos

1 ( ) (1 )

1 ( ) sin
1 ( ) (1 )

1 cos .
1 ( ) (1 )

m k rv v v v F t t
m k r

F m k r

m k t
m k r

r t
m k r

              

    

    
   


 
   

Принимая во внимание, что

1 ( )arctg ,
1
m k

r
 

 

скорость штока примет вид:

 

 

2 2

2 2

1 ( ) (1 ) (sin sin

cos cos ) 1 ( ) (1 )

cos( ) cos( ).

v F m k r t

t F m k r

t V t

      

       

     

Это формула вынужденных колебаний 
при последовательном соединении потребите-
лей механической мощности, для получения 
которой не потребовалось составлять и решать 
дифференциальное уравнение.

Амплитуда суммарной скорости равна

 V Fy ,

  2 21 ( ) (1 )y m k r    , (16)

где y – механический адмитанс.
При 1 ( ) 0m k    также получается из-

вестная формула k m . Имеет место резо-
нанс скоростей [10], при котором точка прило-
жения силы к системе «упругий элемент ‒ груз» 
неподвижна, при этом сами по себе груз и упру-
гий элемент совершают колебания. Если допол-
нительно 1 / 0r  , то и y = 0. Физический смысл 
данного условия состоит в том, что система 
оказывает бесконечно большое сопротивления 
внешнему силовому гармоническому воздей-
ствию, вследствие чего шток источника сило-
вого гармонического воздействия неподвижен, 
хотя груз и упругий элемент совершают коле-
бания.

Êîìïëåêñíîå ïðåäñòàâëåíèå 
ìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èí 
ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè 
Порядок рассуждений аналогичен представ-

ленному выше для параллельного соединения:

 cos Re( )i tf F t Fe    , 2
i

F Fe


 .

Согласно формуле (13) vm отстает по фазе f 
на π/2. Следовательно, 

21 1i

m m
m

V F e F b F
m x

   

  


,

21 1 1i

m
m

b e i
m m x




   
 

,

где mb  – инертный сассептанс (sus ceptance) 
в комплексном представлении. 

Тогда комплексная амплитуда инертной ско-
рости равна

02 21 1 .
i i i

mV e Fe Fe
m m

 

 
 

Аналогично, с учетом формул (14) и (15) 

2 1i

k k
k

V F e F b F
k x

   
   ,

2 1i

k
k

b e i
k k x

 
   , 

где kb  – упругий сассептанс в комплексном 
представлении.

Комплексные амплитуды упругой и рези-
стивной скоростей соответственно равны

2 2
i i i

kV e Fe Fe
k k

 
 

  , 

21 i

rV F g F gFe
r

  

   ,

1g g
r

  , 

где g и g  – механический кондактанс (con-
ductance) и механический кондактанс в ком-
плексном представлении соответственно.

Механический сассептанс в комплексном 
представлении равен

21 .
i

k mb b b e
k m

      

Механический адмитанс (admittance) в ком-
плексном представлении принимает вид:

21 i
y g b g e

k m

       
.
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Модуль механического адмитанса совпадает 
с выражением (16)

 
2

22
2

1 1
k mY g b b

r k m
        

,

1 ( )arctg arctg

arctg ( ) ,

k mb b k m
g g

rm k
mk

   
   

     
iy Ye  .

Суммарная скорость равна скорости штока 
источника силового гармонического воздей-
ствия

  
( )

2 2
i iiV y F Ye Fe YFe
      . (17)

Пример 3. Исходные данные аналогичны 
данным примера 1. Задача: найти все скорости 
в установившемся режиме.

1 2 905 10 i
m mb x e      кг–1·с, 

1 2 9010 10 i
k kb x e     кг–1·с,

1 214,286 10g r    кг·с.

 

 

22

22 2 2 2(14,286 10 ) 10 10 5 10

k mY g b b

  

   

     
= 15,135·10–2 (кг–1·с),

2 2

2

10 10 5 10arctg arctg 19,29
14,286 10

k mb b
g

 



   
    


,

2 19,2915,135 10i iy Ye e     (кг–1·с);

2 19,29 19,2915,135 10 100 15,135i iV y F e e
 

      
(м·с–1),

2 90 905 10 100 5i i
m mV b F e e
 

         (м·с–1),

2 90 9010 10 100 10i i
k kV b F e e
 

       (м·с–1),

214,286 10 100 14,286rV g F
 

     (м·с–1).

Тогда, 
• • •

90 90

19,29 1

5 10 14,286

=15,135 ( c ) .

i i
m k r

i

V V V e e

e V

  


 

     

 ì

Классический расчет по сравнению с приме-
ром 3 несоизмеримо сложнее и объемнее.

Векторная диаграмма для величин из приме-
ра 3 представлена на рис. 5.

Ðåçîíàíñ ñêîðîñòåé
Дополнением к вышесказанному о резонан-

се скоростей может служить следующий чис-
ленный пример.

Пример 4. Исходные данные – из примера 2. 
Потребители механической мощности соедине-
ны последовательно.

2 905 10 i
kb e   кг–1·с,

214,286 10Y g     кг–1·с,

0   ,
2 014,286 10i iy Ye e     кг–1·с,

2 014,286 10 100 14,286 iV y F e
 

      (м·с–1),

2 90 905 10 100 5i i
k kV b F e e
 

       (м·с–1).

Следовательно, 

90 90

0 1

5 5 14,286=

=14,286 ( c ) .

i i
m k r

i
r

V V V e e

e V V

  
  

 
 

    

  ì

Рис. 6. Векторная диаграмма 
резонанса скоростей

Рис. 5. Векторная диаграмма скоростей 
при последовательном соединении 

потребителей механической мощности
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Векторная диаграмма для величин из приме-
ра 4 представлена на рис. 6.

При резонансе скоростей комплексные ам-
плитуды инертной и упругой скоростей равны 
и противоположны.

Çàêëþ÷åíèå
Применение комплексного представления по-

зволило получить существенно более компакт-
ные алгебраические методы расчета сложных 
механических систем в установившихся режимах 
по сравнению с классическими методами, осно-
ванными на составлении и интегрировании систем 
дифференциальных уравнений. При этом объем 
вычислений сокращается в несколько раз. Ключе-
вую роль в предложенном методе играют механи-
ческие реактанс, резистанс и импеданс для парал-
лельного соединения потребителей механической 
мощности и сассептанс, кондактанс и адмитанс – 
для их последовательного соединения.

Научная новизна заключается в обобщении 
закона Ома и методов расчета электрических 
цепей на механику. Практическая значимость 
определяется снижением трудоемкости вычисле-
ний. Методическая ценность состоит в наглядно-
сти векторных диаграмм амплитуд сил, скоростей 
и их составляющих в комплексной плоскости 
для нулевого момента времени, которые дают ис-
черпывающее представление о фазовых соотноше-
ниях между этими величинами и их взаимосвязи.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Холостова О.В. О периодических движени-
ях близкой к автономной системы в случа-
ях двойного параметрического резонанса // 
ПММ. 2019. Т. 83. Вып. 2. С. 175‒201.

2. Сорочкин М.М. О колебаниях поршневого 
пальца с эксцентрично расположенным цен-

тром тяжести // Изв. РАН. МТТ. 2019. № 4. 
С. 141‒148.

3. Мкртчян К.Ш. Исследование вынужденных 
поперечных колебаний упругого шарнир-
но-опертого стержня с учетом вращатель-
ного движения // Изв. РАН. МТТ. 2019. № 1. 
С. 141‒153.

4. Калякин Л.А. Уравнение Пенлеве-II как мо-
дель резонансного взаимодействия осцилля-
торов // Тр. ИММ УрО РАН. 2017. Вып. 23. 
№ 2. С. 104–116.

5. Гузев М.А., Дмитриев А.А. Стабильность 
связанных маятников // Дальневост. матем. 
журн. 2015. Том 15. № 2. С. 166–191.

6. Аниконов Д.С., Киприянов Я.А., Коновало-
ва Д.С. Обратная задача для уравнения ко-
лебаний мембраны // Научно-технические 
ведомости Санкт-Петербургского государ-
ственного политехнического университета. 
Физико-математические науки. 2017. Т. 10. 
№ 3. С. 84‒94.

7. Попов И.П. Свободные гармонические ко-
лебания в системах с однородными элемен-
тами // Прикладная математика и механика. 
2012. Том 76. Вып. 4. С. 546–549.

8. Смирнов А.С., Смольников Б.А. Управление 
резонансными колебаниями нелинейных ме-
ханических систем на основе принципов био-
динамики // Машиностроение и инженерное 
образование. 2017. № 4 (53). С. 11–19.

9. Попов И.П. Дифференциальные уравнения 
двух механических резонансов // Приклад-
ная физика и математика. 2019. № 2. С. 37–40. 
DOI: 10.25791/pfi m.02.2019.599.

10. Попов И.П. Антирезонанс ‒ резонанс скоро-
стей // Мехатроника, автоматизация, управ-
ление. 2019. Т. 20. № 6. С. 362–366. https://
doi.org/10.17587/mau.20.362-366.

Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû «Òåõíîëîãèÿ ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåòàëëî-
ðåæóùèå ñòàíêè è èíñòðóìåíòû» Êóðãàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà. Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: äèíàìèêà ìàøèí. Àâòîð äâóõ ìîíîãðàôèé, 
áîëåå 200 íàó÷íûõ ñòàòåé, 22 èçîáðåòåíèé.

ÏÎÏÎÂ 
Èãîðü Ïàâëîâè÷ 

E-mail: ip.popow@yandex.ru
Òåë.: (951) 273-80-87


