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ÓÄÊ 534.1

ÃÅÍÅÐÀÖÈß ÂÎËÍ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÌ, ÄÂÈÆÓÙÈÌÑß 
ÏÎ ÄÅÔÎÐÌÈÐÓÅÌÎÉ ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÅÉ, ËÅÆÀÙÅÉ 
ÍÀ ÓÏÐÓÃÎ-ÈÍÅÐÖÈÎÍÍÎÌ ÎÑÍÎÂÀÍÈÈ*

Â.È. Åðîôååâ, Ä.À. Êîëåñîâ, Å. Å. Ëèñåíêîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à, âêëþ÷àþùàÿ îäíîìåðíóþ 
äåôîðìèðóåìóþ íàïðàâëÿþùóþ (ñòðóíà), óïðóãî-èíåðöèîííîå îñíîâàíèå (ñèñòåìà 
îñöèëëÿòîðîâ) è äâèæóùóþñÿ îñöèëëèðóþùóþ íàãðóçêó. Ïîêàçàíî, ÷òî â òàêîé 
ñèñòåìå äàæå ïðè íèçêèõ «äîêðèòè÷åñêèõ» ñêîðîñòÿõ äâèæóùàÿñÿ íàãðóçêà âûçûâàåò 
ãåíåðàöèþ óïðóãèõ âîëí. Îïðåäåëåíû ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà âîçáóæäàåìûõ 
âîëí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôîðìèðóåìàÿ íàïðàâëÿþùàÿ, äâèæóùèéñÿ èñòî÷íèê, óïðóãî-
èíåðöèîííîå îñíîâàíèå, ãåíåðàöèÿ âîëí.

Â.È. Åðîôååâ, Ä.À. Êîëåñîâ,
Å.Å. Ëèñåíêîâà, 2014

Ââåäåíèå
Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ìàøèíîñòðîèòåëü-

íûõ êîíñòðóêöèé, â ÷àñòíîñòè, íàõîäÿùèåñÿ 
ïîä äåéñòâèåì äâèæóùèõñÿ íàãðóçîê (ïóòåâàÿ 
ñòðóêòóðà, êîíòàêòíûé ïðîâîä), ìîæíî ðàññìà-
òðèâàòü â âèäå îäíîìåðíîé ñèñòåìû (ñòðóíà, 
áàëêà), âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ äåôîðìèðóåìûì 
îñíîâàíèåì. Äëÿ ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé, ëåæà-
ùèõ íà äåôîðìèðîâàííîì îñíîâàíèè, â îñ-
íîâíîì èñïîëüçóþòñÿ òðè ìîäåëè îñíîâàíèÿ: 
âèíêëåðîâà ìîäåëü, ìîäåëü óïðóãîãî ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà, êîìáèíèðîâàííàÿ ìîäåëü óïðóãîãî 
îñíîâàíèÿ.

Â ðàáîòå [1] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ïðè-
åìëåìîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ìîäåëüþ 
ÿâëÿåòñÿ âèíêëåðîâî îñíîâàíèå, ïîñêîëüêó ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà êîíñòðóêöèé ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ýòîé ìîäåëè íàèáîëåå áëèçêî ñîîòâåòñòâó-
þò îïûòíûì äàííûì.

Ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ íàãðóçîê âäîëü 
îäíîìåðíûõ óïðóãèõ ñèñòåì îñíîâàíèå çàäàåò-
ñÿ ëèíåéíî-óïðóãèì (îñíîâàíèå Âèíêëåðà) èëè 

âÿçêîóïðóãèì, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âîç-
ìîæíîñòü åãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñèëîâîìó âîçäåé-
ñòâèþ. Ïðè ýòîì îñíîâàíèå êàê äèíàìè÷åñêàÿ 
ñèñòåìà, êàê ïðàâèëî, íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Âåñíèöêèé À.È. [2] ïðåäëîæèë ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü, îáîáùàþùóþ ìîäåëü Âèíêëåðà 
çà ñ÷åò ó÷åòà èíåðöèîííîñòè óïðóãîãî îñíîâà-
íèÿ, ñ êîòîðûì âçàèìîäåéñòâóåò ñòðóíà, ñîâåð-
øàþùàÿ ìàëûå ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå 
ãåíåðàöèè âîëí îñöèëëèðóþùèì èñòî÷íèêîì, 
äâèæóùèìñÿ ïî îäíîìåðíîé íàïðàâëÿþùåé, 
ëåæàùåé íà óïðóãî-èíåðöèîííîì îñíîâàíèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íàãðóçêè âäîëü ñòðóíû, 

ëåæàùåé íà óïðóãî-èíåðöèîííîì îñíîâàíèè. 
Ïóñòü äâèæóùàÿñÿ ïî íåèçâåñòíîìó çàêîíó 

( )x l t=  íàãðóçêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàññó m, 
íà êîòîðóþ äåéñòâóåò ïîïåðå÷íàÿ ãàðìîíè÷å-
ñêàÿ ñèëà P(t) ñ ÷àñòîòîé Ω (ðèñ. 1).

* Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû № 12-08-00888
è № 13-08-97103-ð_ïîâîëæüå).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå 
îäíîìåðíîé óïðóãîé ñèñòåìû è äâèæóùåéñÿ 
ïî íåé íàãðóçêè âçàèìîîáóñëîâëåíû, à èìåííî: 
õàðàêòåð êîëåáàíèé ñòðóíû çàâèñèò îò çàêîíà 
äâèæåíèÿ íàãðóçêè, à äâèæåíèå ïîñëåäíåé ïðî-
èñõîäèò êàê ïîä äåéñòâèåì âíåøíèõ ñèë, òàê è 
ñèë ðåàêöèè ñî ñòîðîíû îäíîìåðíîé ñèñòåìû, 
âêëþ÷àÿ ñèëû äàâëåíèÿ âîëí.

Óðàâíåíèÿ ñîãëàñîâàííîãî äèíàìè÷åñêîãî 
ïîâåäåíèÿ íàïðàâëÿþùåé è äâèæóùåéñÿ íà-
ãðóçêè [3]:

 

(1)

 (2)

 (3)

 (4)

 (5)

ãäå 1u  è 2u  – ïîïåðå÷íûå îòêëîíåíèÿ ñòðóíû è 
ñðåäíåé ëèíèè óïðóãî-èíåðöèîííîãî îñíîâàíèÿ 
îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ; 0 ( )u t  – ïîïåðå÷-
íîå ñìåùåíèå ìàññû m; 0 ,ρ  N è S – îáúåìíàÿ 
ïëîòíîñòü, íàòÿæåíèå è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî 
ñå÷åíèÿ ñòðóíû; γ è gρ  – æåñòêîñòü è ïîãîí-
íàÿ ìàññà óïðóãî-èíåðöèîííîãî îñíîâàíèÿ; 

Ðèñ. 1. Äâèæåíèå íàãðóçêè âäîëü ñòðóíû, 
ëåæàùåé íà óïðóãî-èíåðöèîííîì îñíîâàíèè

0( )c N S= ρ  – ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé ðàñïðî-
ñòðàíÿëèñü áû ïîïåðå÷íûå âîëíû â ñòðóíå ïðè 
îòñóòñòâèè óïðóãî-èíåðöèîííîãî îñíîâàíèÿ; 
p – ïëîòíîñòü âîëíîâîãî èìïóëüñà; T – ïëîò-
íîñòü åãî ïîòîêà; êâàäðàòíûå ñêîáêè â (3)–(5) 
îçíà÷àþò ðàçíîñòü ñòîÿùèõ â íèõ âåëè÷èí 
ñïðàâà (x = l(t) + 0) è ñëåâà (x = l(t) – 0) îò äâè-
æóùåãîñÿ îáúåêòà.

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) îïèñûâàåò 
âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü ñòðóíû, à 
âòîðîå – âèáðàöèè ìàññèâà îñöèëëÿòîðîâ, âçà-
èìîäåéñòâóþùèõ ñ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû. Âû-
ðàæåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè 
ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû, à (3)–(5) âûðàæàþò 
áàëàíñ îáîáùåííûõ ñèë ïðè ( ).x l t=

Êèíåìàòèêà âîëíîâûõ ïðîöåññîâ
Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîí äâèæåíèÿ íà-

ãðóçêè ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì  
Ïðîâåäåì àíàëèç êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ñëó-
÷àåâ âîçáóæäåíèÿ âîëí äâèæóùèìñÿ èñòî÷íè-
êîì. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÷àñòîò, 
âîëíîâûõ ÷èñåë, ñêîðîñòåé è íàïðàâëåíèé ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ âîçáóæäàåìûõ âîëí.

Ñ÷èòàÿ ïðîöåññ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû 
óñòàíîâèâøèìñÿ [2, 4], ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(5) 
ñëåâà è ñïðàâà îò íàãðóçêè áóäåì èñêàòü â âèäå 
áåãóùèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí. Òîãäà ÷àñòîòû 

0Sω= ω ρ γ  è âîëíîâûå ÷èñëà 0k ck S= ρ γ  
èñêîìûõ âîëí â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ 
îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

 (6)

ãäå 0 0,  ,  .g S V V c Sα = ρ ρ = Ω = Ω ρ γ

Ïåðâîå èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) ÿâëÿåòñÿ 
äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì, à âòîðîå, íàçûâà-
åìîå êèíåìàòè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, îïðåäåëÿ-
åò çàâèñèìîñòü ÷àñòîò âîçáóæäàåìûõ âîëí îò 
÷àñòîòû èñòî÷íèêà Ω è ñêîðîñòè V  åãî äâèæå-
íèÿ. Åñëè äâèæóùàÿñÿ íàãðóçêà ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ïîñòîÿííóþ ñèëó, òî 0,Ω =  è êèíåìàòè-
÷åñêèé èíâàðèàíò çàïèøåòñÿ â âèäå 0.kVω− =  

Íà ïëîñêîñòè ( , )k ω  êèíåìàòè÷åñêèé èíâàðè-
àíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ 
÷åðåç òî÷êó (0,  ),Ω  ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, 
ðàâíûì ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íàãðóçêè. Òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé è äèñïåðñèîííîé 
êðèâîé ñîîòâåòñòâóþò äåéñòâèòåëüíûì ÷àñòî-
òàì è âîëíîâûì ÷èñëàì âîçáóæäàåìûõ âîëí.
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Ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè áóäóò ëèøü òå 
âîëíû, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ îãðà-
íè÷åííîñòè ïðîãèáîâ ñòðóíû íà áåñêîíå÷íîñòè 
è óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ Ìàíäåëüøòàìà [5] (âîëíû 
äîëæíû îòâîäèòü ýíåðãèþ îò äâèæóùåéñÿ íà-
ãðóçêè). Ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ñîâìåñòíî ñ 
ïîñëåäíèìè äâóìÿ óñëîâèÿìè ïîçâîëÿåò åäè-
íîîáðàçíî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ ÷àñòîò, âîëíîâûõ 
÷èñåë, âîçáóæäàåìûõ äâèæóùåéñÿ íàãðóçêîé 
âîëí, àíàëèçèðîâàòü èõ ïîâåäåíèå îò ñêîðîñòè 
äâèæåíèÿ è òåì ñàìûì îïðåäåëÿòü âîçìîæíûå 
êèíåìàòè÷åñêèå ýôôåêòû: ýôôåêò Âàâèëîâà-
×åðåíêîâà, òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ, ýôôåêò Äî-
ïëåðà è äð., îáóñëîâëåííûå äâèæåíèåì ãðàíèö.

Êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè *
jV  ( j = 1–3), ïðè ïåðå-

õîäå ÷åðåç êîòîðûå ìåíÿåòñÿ ÷èñëî âîçáóæäàå-
ìûõ â ñòðóíå âîëí, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ 
âûðîæäåíèÿ êîðíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (6).

Ýòî óðàâíåíèå íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ 
( , )VΩ  çàäàåò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âîç-
áóæäàåìûõ âîëí (ðèñ. 2).

Åñëè íà ñòðóíó, ëåæàùóþ íà óïðóãî-èíåð-
öèîííîì îñíîâàíèè, äåéñòâóåò ðàâíîìåðíî 
äâèæóùàÿñÿ íàãðóçêà, âåëè÷èíà êîòîðîé ïî-
ñòîÿííà, òî, îïðåäåëÿÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé 
(6) ïðè 0Ω =  ÷àñòîòû è âîëíîâûå ÷èñëà è îò-
áèðàÿ òîëüêî ôèçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ðåøå-
íèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè 
äâèæåíèÿ íàãðóçêè âîçìîæíû äâà êà÷åñòâåííî 
ðàçëè÷íûõ ðåæèìà âîëíîîáðàçîâàíèÿ. Êðèòè÷å-
ñêàÿ ñêîðîñòü, ðàçäåëÿþùàÿ ýòè ñëó÷àè ðàâíà 
c, ò.å. ñîâïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
âîëí â ñòðóíå áåç ó÷åòà óïðóãî-èíåðöèîííîãî 
îñíîâàíèÿ.

Ó íåïîäâèæíîé íàãðóçêè ïîëå ïîïåðå÷íûõ 
ñìåùåíèé ëîêàëèçîâàíî îêîëî èñòî÷íèêà, 
ò.å. óìåíüøàåòñÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò íåãî, à 

1,2 / 2.k i= ±

Ïðè äâèæåíèè íàãðóçêè ñî ñêîðîñòüþ 

0 1V< <  ñëåâà îò íåå ( )x Vt<

à ñïðàâà ïðè x Vt>

Ðèñ. 2. Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
âîçáóæäàåìûõ âîëí

1 4 1 4 .k V− −ω =

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äâèæåíèå èñòî÷íèêà 
íóëåâîé ÷àñòîòû ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ, 
íàðÿäó ñ ñîáñòâåííûì ïîëåì, äâóõ áåãóùèõ 
âñëåä âîëí.

Èñòî÷íèê íóëåâîé ÷àñòîòû, äâèæóùèéñÿ ñî 
ñêîðîñòüþ 1,V >  ñîáñòâåííîãî ïîëÿ íå ñîçäà-
åò, íî çàòî èçëó÷àåò ÷åòûðå âîëíû, áåãóùèå 
åìó âñëåä, âîëíîâûå ÷èñëà è ÷àñòîòû êîòîðûõ 
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

1 4 1 4 .k V− −ω =

Ñïðàâà îò íàãðóçêè ïðè x Vt>  íàïðàâëÿþ-
ùàÿ îñòàåòñÿ íåâîçìóùåííîé.

Íàëè÷èå èíåðöèîííîñòè â îñíîâàíèè ñòðóíû 
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äàæå ïðè «äîêðèòè÷å-
ñêèõ» ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè (0 1)V< <  
âîçíèêàþò áåãóùèå âîëíû. Êàê âèäíî èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âñåé 
çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, äëÿ êè-
íåìàòèêè âîëí íå âàæåí âèä äâèæóùåéñÿ íà-
ãðóçêè. Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÿâëÿ-
þòñÿ ëèøü ÷àñòîòà è ñêîðîñòü åå äâèæåíèÿ.
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Ýòî âûãîäíî ðàçäåëÿåò çàäà÷ó êèíåìàòèêè – 
îïðåäåëåíèå ÷àñòîò è âîëíîâûõ ÷èñåë è çàäà÷ó 
äèíàìèêè – îïðåäåëåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé 
è ñèë â äâèæóùåìñÿ êîíòàêòå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è êè-
íåìàòèêè îïðåäåëÿåò ëèøü íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ èçëó÷åíèÿ âîëí, íî íå äîñòàòî÷íûå. Ìîæåò 
îêàçàòüñÿ, ÷òî àìïëèòóäû íåêîòîðûõ ïðîãíî-
çèðóåìûõ âîëí áóäóò ðàâíû íóëþ.

Çàêëþ÷åíèå
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ñèñòåìå 
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âîëíû ìîãóò ãåíåðèðîâàòüñÿ äàæå ïðè íèçêèõ 
«äîêðèòè÷åñêèõ» ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ íàãðóçêè. 
Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòîò 
è âîëíîâûõ ÷èñåë âîçáóæäàåìûõ âîëí.
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