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ÓÄÊ 624.07:534.1

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ 
ÊÎËÅÁÀÍÈß ÒÐÓÁÎÏÐÎÂÎÄÀ 
ÏÐÈ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÈ

Ë. Í. Êðàéíîâà, À. È. Ìóíèöûí

Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î âûíóæäåííûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ 
òðóáîïðîâîäà ñ ó÷åòîì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ. Ðàññìàòðèâàåìûé 
ýëåìåíò òðóáîïðîâîäà æåñòêî çàùåìëåí ñ äâóõ ñòîðîí è èìååò ìàëóþ íà÷àëüíóþ 
êðèâèçíó. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà â äâóõ 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ èìåþò áëèçêèå çíà÷åíèÿ,  ÷òî ïðèâîäèò 
ê ñóùåñòâîâàíèþ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè 
ãëàâíîãî ðåçîíàíñà. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáîïðîâîä, èçãèáíûå êîëåáàíèÿ, íåëèíåéíîñòü,  
ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé, âçàèìîäåéñòâèå ôîðì.

Ââåäåíèå
Äàâëåíèå æèäêîñòè çíà÷èòåëüíî âëèÿåò 

íà äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ 
ãèáêèõ òðóáîïðîâîäîâ [1]. Çàâèñèìîñòü ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû 
îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ðàññìîòðåíà â ðàáîòå 
[2], òàì æå èññëåäîâàëèñü êîëåáàíèÿ â ïëîñêî-
ñòè ïîä äåéñòâèåì áåãóùèõ âîëí â æèäêîñòè.  
Ó÷åò ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ ïðèâîäèò 
ê äîïîëíèòåëüíûì ýôôåêòàì. Ïðè èññëåäîâà-
íèÿõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ íåïîäâèæíûìè îïî-
ðàìè [3, 4] îáíàðóæåíà íåëèíåéíàÿ âçàèìîñâÿçü 
êîëåáàíèé â äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíè-
ÿõ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñóùåñòâîâàíèè êàê 
ïëîñêèõ ôîðì äâèæåíèÿ, òàê è ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ. Äëÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â îêðåñòíî-
ñòè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà ñóùåñòâóåò äèàïàçîí 
÷àñòîò, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû êàê óñòîé÷èâûå 
êîëåáàíèÿ â îäíîé ïëîñ êîñòè ñ âíåøíåé íà-
ãðóçêîé, òàê è ïðîñòðàíñòâåííûå. Â ïîñëåäíåì 
ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå äâèæåíèå ïîïåðå÷íûõ 
ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ïðîèñõîäèò ïî ýëëèïñó.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ó÷àñòîê òðóáîïðîâîäà ñ äâóìÿ 

æåñòêèìè çàäåëêàìè, ïîëàãàÿ, ÷òî äåôîðìà-
öèÿ ýòîãî ýëåìåíòà ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî îò 
îñòàëüíîé ÷àñòè òðóáîïðîâîäà. Âûáåðåì ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî îñü x 
ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòðû òÿæåñòè ñå÷åíèé òðóáû 
â îïîðàõ, êîòîðûì ñîîòâåò ñòâóþò êîîðäèíàòû 
x = 0 è x = L. Ó÷àñòîê òðóáîïðîâîäà èìååò íà-
÷àëüíûé ïðîãèá w

0 
(x) â ïëîñêîñòè xz.  Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç v, w  ïåðåìåùåíèÿ  òî÷åê îñè òðóáî-
ïðîâîäà âäîëü îñåé y è z (ðèñ. 1). 

Íà ñòåðæåíü äåéñòâóþò âíåøíèå ãàðìîíè÷å-
ñêèå íàãðóçêè âî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íà-
ïðàâëåíèÿõ 1( )cos( )vq x tθ + ψ  è 2( )cos( )wq x tθ + ψ , 

© Ë. Í. Êðàéíîâà, À. È. Ìóíèöûí, 2010

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà
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äèññèïàöèþ ó÷èòûâàåì ïî ìîäåëÿì âíóòðåííåãî 
è âíåøíåãî òðåíèÿ. Èçáûòî÷íîå äàâëåíèå ðàáî-
÷åé æèäêîñòè p ñîçäàåò ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóç-
êó, çàâèñÿùóþ îò êðèâèçíû óïðóãîé ëèíèè [1].

Óðàâíåíèÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâî-
äà èìåþò âèä

2 4 5 2

02 4 4 2

2
2

12

2 4 5 2

02 4 4 2

22
2 0

22 2

( )cos( );

( )cos( ).

v

w

v v v v vm EJ EJ m EF
t x x t t x

vr p q x t
x

w w w w wm EJ EJ m EF
t x x t t x

wwr p q x t
x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + τ + σ − ε +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂

+ π = θ + ψ
∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + τ + σ − ε +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎛ ⎞∂∂

+ π + = θ + ψ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
Çäåñü m – ïîãîííàÿ  ìàññà  òðóáû  ñ  ó÷åòîì   

ðàáî÷åé æèäêîñòè; E – ìîäóëü óïðóãîñòè ìà-
òåðèàëà; J – îñåâîé  ìîìåíò  èíåðöèè ñå÷åíèÿ;  
F – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ òðóáû; 
r – âíóòðåííèé ðàäèóñ òðóáû; τ, σ – êîýôôèöè-
åíòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òðåíèÿ; 0ε  – ïðî-
äîëüíàÿ äåôîðìàöèÿ îñè. Äëÿ íåïîäâèæíûõ 
â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îïîð ïðîäîëüíàÿ äå-
ôîðìàöèÿ îñè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

2 22
0 0

0
0

1
2

L w wv w dx
L x x x x

⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ε = + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ .

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
äîëæíà áûòü äîïîëíåíà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåìåíòà òðóáû ñ æåñò-
êèìè çàäåëêàìè èìååì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

0v w v w′ ′= = = =  ïðè x=0 è x=L.
Íàëè÷èå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ è íà÷àëüíî-

ãî ïðîãèáà òðóáû çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà ñïåêòð 
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Äàæå â îáëàñòè ìàëûõ 
çíà÷åíèé äàâëåíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ ñîáñòâåííûå 
÷àñòîòû òðóáû â äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ ðàçëè÷íû. Â îáëàñòè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà 
â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçìîæíû êàê ïëîñêèå, òàê 
è ïðîñòðàíñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé.

Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåùåíèÿ w
* 
=

 
w/L, 

v
* 
=

 
v/L, êîîðäèíàòó x

* 
=

 
x/L è âðåìÿ t

* 
=

 
ω

1
t, ãäå 

2 1/ 2
1 ( / ) [ / ]zL EJ mω = α  – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êî-

ëåáàíèé ñòåðæíÿ â ïëîñêîñòè xy áåç äàâëåíèÿ; 
α  – êîðåíü óðàâíåíèÿ ÷àñòîò. Äëÿ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé òèïà øàðíèð–øàðíèð α = π , çàäåëêà–
çàäåëêà 4,730α = , è ò.ä. Òàêæå ââåäåì îáîçíà÷å-
íèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: äèññèïàöèè 

τ
*
= τ ω

1
, σ

*
= σ/ ω

1
; ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè 

* 3 /v vq q L EJ= , * 3 /w wq q L EJ= ; íåëèíåéíîñòè 
2

0 /(4 )FL Jγ =  è äàâëåíèÿ 2 2 /(2 )pL r EJβ = π 1. 
Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû 
èìåþò âèä2:

                       (1)

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîìîäîâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ è ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå:

     1 2( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )v x t t V x w x t t V x= ϕ = ϕ ;       (2)

     

( )( )
( )( )

0( ) sin sh ch cos

ch cos sh sin ,

= ⎡ α − α α − α +⎣
+ α − α α − α ⎤⎦

V x V x x

x x

ãäå ϕ
1
, ϕ

2
 – ïðîãèáû ñðåäíåé òî÷êè ó÷àñòêà òðó-

áîïðîâîäà; â ïëîñêîñòÿõ xy è xz ñîîòâåòñòâåí-
íî; V(x) – ïåðâàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ 
äâóìÿ çàäåëêàìè; α = 4,730; V

0
 = 0,0109.

Ôîðìà êîëåáàíèé íîðìèðîâàíà èç óñëîâèÿ, 
÷òî ïðîãèá â ñðåäíåé òî÷êå òðóáû ðàâåí åäèíè-
öå. Ïîëàãàåì íà÷àëüíûé ïðîãèá òðóáîïðîâîäà 
ñîâïàäàþùèì ñ ïåðâîé ôîðìîé êîëåáàíèé 

                        0 0( , ) ( ) ( )w x t t V x= ϕ , 
ãäå ϕ

0
 – íà÷àëüíûé ïðîãèá â ñåðåäèíå ðàññìà-

òðèâàåìîãî ó÷àñòêà â ïëîñêîñòè xz.
Ïîäñòàíîâêà (2) â ñèñòåìó (1) è ïðèìåíåíèå 

ïðîöåäóðû Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà ïðèâîäèò ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

   

( )2 2
1 1 1 1 2 0 2 1

1 1

(1 ) 2

cos( );f t

ϕ + ηϕ + − β ϕ + γ ϕ + ϕ + ϕ ϕ ϕ =

= θ + ψ

�� �

   ( )2 2
2 2 2 1 2 0 2 2(1 ) 2ϕ + ηϕ + − β ϕ + γ ϕ + ϕ + ϕ ϕ ϕ =�� �

   0 2 2cos( ),f t= βϕ + θ + ψ                                   (3)
ãäå 00,240γ = γ ; f

1
, f

2
 – àìïëèòóäû ãàðìîíè÷å-

ñêîãî âîçáóæäåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîé 
ôîðìå êîëåáàíèé; η = τ + σ – ïàðàìåòð äèññè-
ïàöèè.

Ñèñòåìîé óðàâíåíèé (3) îïèñûâàþòñÿ âû-
íóæäåííûå êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäà ïîä äåé-
ñòâèåì ãàðìîíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â îäíîìî-
äîâîì ïðèáëèæåíèè.

1 Äàëåå çâåçäî÷êè äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ îïóñêàåì.  
2 Òî÷êàìè îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè, øòðèõàìè – ïî áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòå.



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Ë. Í. Êðàéíîâà, À. È. Ìóíèöûí

48

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ
Ïðè îòñóòñòâèè äèññèïàöèè è âíåøíåãî âîç-

áóæäåíèÿ, òî åñòü ïðè çíà÷åíèÿõ 1 2 0f f= =  
è 0η =  ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) îïèñûâàåò ñâî-
áîäíûå êîëåáàíèÿ ýëåìåíòà òðóáîïðîâîäà. Ðå-
øåíèå áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

 1 1 1( ) cos sin ,t A t B tϕ = ω + ω

 2 2 2( ) cost C A tϕ = + ω . (4)
ãäå êîýôôèöèåíòû A

1
, B

1
, A

2
, Ñ

2
 ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèÿìè ÷àñòîòû ω.
Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ (4) â ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé (3) è ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Áóá-
íîâà – Ãàëåðêèíà, ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

  
(5)

ãäå ω - áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà, çàâèñÿùàÿ îò äàâ-
ëåíèÿ, íà÷àëüíîãî ïðîãèáà è ò.ä.

Ìîæíî âûäåëèòü òðè õàðàêòåðíûõ ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (5). Ïåðâîå ðåøåíèå 
îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû êîëåáàíèé 
â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà òðóáîïðîâîäà 
îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé:

1 1 0;A B= =
3 2 2

2 2 0 2 0 2 0 2 0 2

2 0

3 4 (3 ) (15 30 16 )1 ;
2 (3 2 )

C C C C C
C

+ ϕ − β + ϕ + γ + ϕ + ϕ
ω =

γ + ϕ
3 2

2 2 2 0 2 0 2
2

2 0

( ) ( 2 )2 .
(3 2 )

C C C CA
C

− β + ϕ + γ + ϕ
= −

γ + ϕ

(6)
Âòîðîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü 

àìïëèòóäû êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëü-
íîé ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà òðóáîïðîâî-
äà, îò ÷àñòîòû:

2 1 0;A B= =

3 2
2 2 0 2 0 2 0 2

2

4 ( 3 ) ( 2 )1 ;
2

C C C C
C

+ ϕ − β − ϕ + γ + ϕ
ω = −

3 2
2 2 2 0 2 0 2

1
2

( ) ( 2 )2 .C C C CA
C

− β + ϕ + γ + ϕ
= −

γ (7)
Ñóùåñòâóåò òðåòüå ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâó-

þùåå ïðîñòðàíñòâåííûì ôîðìàì êîëåáàíèé 
ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà, ïðè êîòîðûõ òî÷êè îñè 
äâèæóòñÿ ïî îêðóæíîñòè:

3 2 2
2 2 0 2 2 0 2 0 2

1
2 0

(5 10 5 )0, ;
(2 )

C C C C CA
C

+ ϕ − β + γ + ϕ + ϕ
= ω =

γ + ϕ
3 2

2 2 2 0 2 0 2
2

2 0

( ) (3 4 ) ;
(2 )

C C C CA
C

− β + ϕ + γ + ϕ
= −

γ + ϕ
3 2 2

2 2 2 0 2 0 2 0 2
1

2 0

( ) (5 8 4 ) .
(2 )

C C C C CB
C

− β + ϕ − γ + ϕ + ϕ
= −

γ + ϕ         
(8)

×àñòíûé ñëó÷àé çàâèñèìîñòåé êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ (4) îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, 
ñîîòâåòñòâóþùèå òðåì ðåøåíèÿì (6)–(8), 
ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2. Ðàññìàòðèâàëñÿ ó÷à-
ñòîê òðóáîïðîâîäà äëèíîé 1 ì, åãî âíóòðåííèé 
è âíåøíèé äèàìåòð ðàâíû 14 ìì è 16 ìì, íà-
÷àëüíûé ïðîãèá – 1 ìì. Ýòèì ðàçìåðàì ñîîò-
âåòñòâóåò áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð íåëèíåéíî-
ñòè 2200γ = , íà÷àëüíûé áåçðàçìåðíûé ïðîãèá 

3
0 10−ϕ = . Äëÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà äàâëå-

íèÿ ïðèíèìàëèñü äâà çíà÷åíèÿ 0,6β =  è 0,5β = .
Óâåëè÷åíèå ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ â æèä-

êîñòè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà [1, 
2]. ×àñòîòû êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî 
ïðîãèáà è â îðòîãîíàëüíîé åé ïëîñêîñòè ñòàíî-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè 1 1 2( ), ( ), ( )A B Aω ω ω
äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà:

1–4 – β= 0,6; 1´–4´ – β= 0,5; 
1, 1´ – A

2
(ω) (6); 2, 2´ – A

1
(ω) (7); 

3, 3´ – A
2
(ω) (8); 4, 4´ – B

1
(ω) (8)
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âÿòñÿ ðàçëè÷íûìè, è ðàçíîñòü ýòèõ ÷àñòîò âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ. Ñëåäñòâèåì 
áëèçêèõ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáà-
íèé òðóáîïðîâîäà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ôîðìû êîëåáàíèé (òðåòüå ðåøå-
íèå). Ýòè êîëåáàíèÿ ðåàëèçóþòñÿ ïðè íàëè÷èè 
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âîçìóùåíèé â ïëîñêîñòè, 
îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà.

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î âûíóæäåííûõ êîëå-

áàíèÿõ òðóáîïðîâîäà äëÿ ñëó÷àåâ íàãðóæå-
íèÿ â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà ( 1 0f = ) 
è â îðòîãîíàëüíîé ê íåé ïëîñêîñòè ( 2 0f = ). 
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ (6)–(8) ÿâëÿþòñÿ ñêå-
ëåòíûìè êðèâûìè äëÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê. 

Ïðåäñòàâèì èñêîìûå T-ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ â âèäå îòðåçêà ðÿäà Ôóðüå:

                  1 1 1 1( ) cos( );t C A tϕ = + θ + ψ

                  2 2 2 2( ) cos( )t C A tϕ = + θ + ψ ,
è èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ê áàçèñíûì ôóíê-
öèÿì ïî âðåìåíè ïîëó÷èì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷à-
ñòîòû è àìïëèòóä ãàðìîíèê. Äëÿ ÷èñëåííîãî 
ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì  ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ 
ïî ïàðàìåòðó [5].

Áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ ïàðàìåòðàìè 
êàê â ïðèìåðå äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, ïðè 
ýòîì àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 

1 2( ), ( )A Aθ θ  áûëè ïîëó÷åíû äëÿ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà äèññèïàöèè 35 10−η = ⋅  è ïàðàìåòðà äàâëå-
íèÿ 0,6β =  (ðèñ. 3, 4). Âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé 
ïðîèñõîäèò â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêî-
ñòè ïðîãèáà òðóáîïðîâîäà. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 
àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ 5

1 1 10f −= ⋅  (êðèâûå 1) 
êîëåáàíèÿ òðóáû ïðîèñõîäÿò èñêëþ÷èòåëüíî 
â ïëîñêîñòè âîçáóæäåíèÿ ( 2 0A ≡ ). Â îïðåäå-
ëåííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò âîçìîæíû äâà ðåæèìà 
êîëåáàíèé ñ áîëüøîé è ìàëîé àìïëèòóäàìè. 
Íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ôîðìàìè 
êîëåáàíèé â äâóõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïëî-
ñêîñòÿõ ìàëî.

Óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ êîëå-
áàíèé äî 5

1 3 10f −= ⋅ ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó 
èçìåíåíèþ À×Õ: àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ïëî-
ñêîñòè âîçáóæäåíèÿ èìååò âèä êðèâîé 2, à àì-
ïëèòóäà êîëåáàíèé â îðòîãîíàëüíîé åé ïëîñêî-
ñòè – êðèâîé 3 (ñì. ðèñ. 3). Â îáëàñòè ðåçîíàíñà 
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ôîðìàìè êîëåáàíèé 
ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ 
ðåæèìîâ äâèæåíèÿ. Òî÷êè îñè òðóáîïðîâîäà 
äâèæóòñÿ ïî ýëëèïñó, îñè êîòîðîãî íàêëîíåíû 
ê ëèíèè äåéñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè âñëåäñòâèå 
ó÷åòà ñèë òðåíèÿ. 

Âáëèçè ìàêñèìóìà ïðîñòðàíñòâåííîé âåòâè 
À×Õ äâèæåíèÿ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ïðîèñõîäÿò ïî 
îêðóæíîñòè. Êðèâûì 2 è 3 ñîîòâåòñòâóþò äâà 
ðåøåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ âðàùåíèåì ñå÷åíèé 
â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ðåøåíèÿ, 
ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîñêèì êîëåáàíèÿì â îáëà-

Ðèñ. 3.  Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 

1 2( ), ( )A Aθ θ  äëÿ ñëó÷àÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé 
â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè ïðîãèáà 

òðóáîïðîâîäà: 
1 – f

1
 = 1⋅10-5; 2, 3 –  f

1
 = 3⋅10-5;

 - - - – ñêåëåòíûå êðèâûå; 
––– – óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü 2 ( )C θ  äëÿ ñëó÷àÿ âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé 

ïëîñêîñòè ïðîãèáà òðóáîïðîâîäà: 
 1 – f

1
 = 1⋅10-5; 2, 3 –  f

1
 = 3⋅10-5;

- - - – ñêåëåòíûå êðèâûå; 
––– – óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ
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ñòè ðåçîíàíñà, ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé 

â ïëîñêîñòè ïðîãèáà òðóáîïðîâîäà äëÿ çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðîâ çàäà÷è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. 
Áûëà ïîëó÷åíà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà 2 ( )A θ  äëÿ çíà÷åíèé àìïëèòóäû âîçáóæ-
äåíèÿ 5

2 1 10f −= ⋅  è 5
2 3 10f −= ⋅  (ðèñ. 5). Â ýòîì 

ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ôîðìàìè êîëåáà-
íèé â äâóõ ïëîñêîñòÿõ íåäîñòàòî÷íî âåëèêî äëÿ 
ïîÿâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ äâèæåíèé òðóáî-
ïðîâîäà. 

Ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ âîçáóæäåíèÿ êîëåáà-
íèé îáà ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿ äàþò ïðàêòè÷å-
ñêè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä êîëåáàíèé 
òðóáîïðîâîäà. Ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû íà-
ãðóçêè äî 53 10kf

−= ⋅  ñëó÷àé âîçáóæäåíèÿ êî-
ëåáàíèé â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà òðó-
áîïðîâîäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå îïàñíûì, ïîñêîëüêó 
íà ðåçîíàíñå ïëîñêèå êîëåáàíèÿ íå ïåðåõîäÿò 
â ïðîñòðàíñòâåííûå. 

Ïðîñòðàíñòâåííûå êîëåáàíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ 
â ñèñòåìå ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè àìïëè-
òóäû âîçáóæäåíèÿ. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâó-
þò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 

1 2( ), ( )A Aθ θ , 2 ( )C θ  äëÿ çíà÷åíèÿ 5
2 4 10f −= ⋅  

(ðèñ. 6 è 7). Íàðÿäó ñ ðåøåíèåì, ñîîòâåòñòâó-
þùèì êîëåáàíèÿì òðóáîïðîâîäà â ïëîñêîñòè 
íàãðóçêè ( 1 0A = , êðèâûå 1), áûëî ïîëó÷åíî ðå-
øåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìû êîëåáàíèé 
òðóáû (êðèâûå 2 è 3).

Äàííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì, 
è äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî íàëè÷èå 
âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ. Â îïðåäåëåííîì äèà-
ïàçîíå ÷àñòîò îäíîâðåìåííî âîçìîæíû ïðî-

ñòðàíñòâåííûå è ïëîñêèå ðåæèìû êîëåáàíèé. 
Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé 
â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè íà÷àëü-
íîãî ïðîãèáà òðóáû, ïëîñêàÿ ôîðìà êîëåáàíèé 
óñòîé÷èâà âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò, è â ñèñòå-
ìå âîçìîæíû êîëåáàíèÿ ñ î÷åíü áîëüøèìè àì-
ïëèòóäàìè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê óñòàëîñòíîìó 
ðàçðóøåíèþ.

Çàêëþ÷åíèå 
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äâóõ ñëó÷àåâ íàãðó-

æåíèÿ òðóáîïðîâîäà, èìåþùåãî íà÷àëüíûé 
ïðîãèá, ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àå âèáðàöèîí-
íîãî íàãðóæåíèÿ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé 
ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà, â îáëàñòè ðåçî-
íàíñà ñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âðàùåíèþ ñå÷åíèé òðóáîïðîâî-
äà â äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïðè 

Ðèñ. 5. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà 

2 ( )A θ  äëÿ ñëó÷àÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé 
â ïëîñêîñòè ïðîãèáà òðóáîïðîâîäà: 

1 – f
2
 = 1⋅10-5; 2 –  f

2
 = 3⋅10-5

Ðèñ. 7.  Çàâèñèìîñòü  2 ( )C θ  äëÿ àìïëèòóäû 
âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé òðóáû f

2
 = 4⋅10-5: 

1 – êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè íàãðóçêè; 
2 – ïðîñòðàíñòâåííàÿ ôîðìà êîëåáàíèé

Ðèñ. 6. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 
äëÿ àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé  

f
2
 = 4⋅10-5: 1 – A

2
(θ), A

1 
= 0; 2 – A

2
(θ); 3 – A

1
(θ)
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íàãðóæåíèè  â ïëîñêîñòè íà÷àëüíîãî ïðîãèáà 
ñóùåñòâóåò åùå îäíî óñòîé÷èâîå ðåøåíèå, ñî-
îòâåòñòâóþùåå êîëåáàíèÿì òðóáîïðîâîäà â 
ïëîñêîñòè äåéñòâèÿ íàãðóçêè ñ áîëüøèìè àì-
ïëèòóäàìè. Ïî óñëîâèþ ïðî÷íîñòè êîíñòðóê-
öèè, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì óðîâíå âîçáóæäå-
íèÿ êîëåáàíèé, ïîñëåäíèé ñëó÷àé íàãðóæåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ ìåíåå ðàöèîíàëüíûì.
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