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ÓÄÊ 51.7: 519.6: 53.091: 534.1: 534-8: 52.08

ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ 
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ 
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÊÂÀÐÖÅÂÎÉ ÏËÀÑÒÈÍÛ*

À. Ì. Ãóñüêîâ, Å. À. Êîðîâàéöåâà, À. Å. Øîõèí

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ 
ïëàñòèí ñ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèåé. Ïðåäñòàâëåí âûâîä óðàâíåíèé ïëàíàðíûõ 
è ñäâèãîâûõ ïî òîëùèíå êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé êâàðöåâûõ ïëàñòèí òèïîâûõ 
ñðåçîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïüåçîýëåêòðè÷åñêàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, ñðåç ïëàñòèíû, ïëàíàðíûå 
êîëåáàíèÿ, ìåòîä Ãàëåðêèíà, ñäâèãîâûå êîëåáàíèÿ.

Ââåäåíèå
Èçäåëèÿ èç ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ 

øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ýëåêòðîííîé ïðîìûø-
ëåííîñòè â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêèõ êîëåáàíèé. Ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí ïðåä-
ñòàâëÿåò ñëîæíóþ çàäà÷ó â ñâÿçè ñ àíèçîòðî-
ïèåé ñâîéñòâ òàêèõ ìàòåðèàëîâ. Âèä è ÷àñòîòà 
êîëåáàíèé êâàðöåâîé ïëàñòèíû â çíà÷èòåëüíîé 
ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ ñðåçîì ïüåçîýëåìåíòà – 
åãî îðèåíòàöèåé îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðà-
ôè÷åñêèõ îñåé êâàðöà. ×èñëî ñðåçîâ äîñòèãà-
åò íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ [1], äëÿ êàæäîãî ñðåçà 
ñóùåñòâóåò óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå (ðèñ. 1). 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïëàñòèí èç 
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ ðàçðàáîòàíî 
íåñêîëüêî òåîðèé, îñíîâàííûõ íà àïïðîêñèìà-
öèè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ðàçëî-
æåíèåì âûáðàííûõ âåëè÷èí â ðÿä. Â òåîðåòè-
÷åñêèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ àíàëèçó ñâîéñòâ 
ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí, èñïîëüçóþòñÿ äâà 
òèïà ðàçëîæåíèÿ: ðàçëîæåíèå â ñòåïåííîé ðÿä 
è ðàçëîæåíèå ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, 
ïðè÷åì âñå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â êîîðäè-
íàòíîé ôîðìå [2, 3, 4].

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí âûâîä óðàâ-
íåíèé ïëàíàðíûõ è ñäâèãîâûõ ïî òîëùè-
íå êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí 
â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé è îïåðàòîðíîé ôîðìàõ 
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðàñ÷åòà ïëàíàðíûõ êîëå-
áàíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà, ïðè÷åì 
â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïðèíÿòû ñîá-
ñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé ïëàñòèí èç èçîòðîï-
íîãî ìàòåðèàëà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííî-
ãî ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé 
ïëàñòèí èç îñíîâíîãî ïüåçîìàòåðèàëà – êâàðöà. 

Âûâîä óðàâíåíèÿ ïëàíàðíûõ 
êîëåáàíèé ïëàñòèíû
Â îáùåì âèäå ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 

ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñïëîøíîé ñðåäû ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [5]:

– óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ Íüþòîíà

                  

,

,

;

xyx xz
x

yx y yz
y

zyzx z
z

u
x y z

u
x y z

u
x y z

∂τ∂σ ∂τ
+ + = ρ

∂ ∂ ∂
∂τ ∂σ ∂τ

+ + = ρ
∂ ∂ ∂

∂τ∂τ ∂σ
+ + = ρ

∂ ∂ ∂

��

��

��
            

(1)

© À. Ì. Ãóñüêîâ, Å. À. Êîðîâàéöåâà, À. Å. Øîõèí, 2010

*Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå öåëåâîé ïðîãðàììû «Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû (2009–2010 
ãîäû)» ¹ 2.1.2/5277 è ãðàíòà ÐÔÔÈ ¹ 10-08-00640-à.
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Ðèñ. 2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò

– óðàâíåíèÿìè âûíóæäåííîé ýëåêòðîñòàòèêè

                            

0,
;

div
E grad

=
= − ψ
D

                    (2)

– óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ

11 12 13 14 15 16

11 21 31

12 22 23 24 25 26

12 22 32

13 23 33 34 35 36

13 23 33

,

,

E E E E E E
x x y z yz zx xy

x y z

E E E E E E
y x y z yz zx xy

x y z

E E E E E E
z x y z yz zx xy

x y z

c c c c c c
e E e E e E

c c c c c c
e E e E e E

c c c c c c
e E e E e E

σ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − −

σ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − −

σ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − −

14 24 34 44 45 46

14 24 34

15 25 35 45 55 56

15 25 35

16 26 36 46 56 66

16 26

,

,

,

E E E E E E
yz x y z yz zx xy

x y z

E E E E E E
zx x y z yz zx xy

x y z

E E E E E E
xy x y z yz zx xy

x y

c c c c c c
e E e E e E

c c c c c c
e E e E e E

c c c c c c
e E e E e

τ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − −

τ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − −

τ = ε + ε + ε + ε + ε + ε −

− − − 36 ,zE  

11 12 13 11 12 13

14 15 16

12 22 23 21 22 23

24 25 26

13 23 33 31 32 33

34 35 36

,

,

;

S S S
x x y z x y z

yz zx xy

S S S
y x y z x y z

yz zx xy

S S S
z x y z x y z

yz zx xy

D E E E e e e
e e e

D E E E e e e
e e e

D E E E e e e
e e e

= ε + ε + ε + ε + ε + ε +

+ ε + ε + ε

= ε + ε + ε + ε + ε + ε +

+ ε + ε + ε

= ε + ε + ε + ε + ε + ε +

+ ε + ε + ε (3)

– ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè

,x
x

u
x

∂
ε =

∂  
,y

y

u
y

∂
ε =

∂  
,z

z
u
z

∂
ε =

∂  
,y x

xy

u u
x y

∂ ∂
ε = +

∂ ∂  

,x z
xz

u u
z x

∂ ∂
ε = +

∂ ∂  
.y z

yz

u u
z y

∂ ∂
ε = +

∂ ∂                   
 (4)

Çäåñü { }T
  x y zu u u=u  – âåêòîð ïåðåìåùå-

íèé; , , , , ,x y z xy xz zyσ σ σ τ τ τ  – êîìïîíåíòû òåíçîðà 
íàïðÿæåíèé; , , , , ,x y z xy xz zyε ε ε ε ε ε  – êîìïîíåíòû 
òåíçîðà äåôîðìàöèé; { }T

  x y zD D D=D  – âåêòîð 
ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; { }T

  x y zE E E=E – 
âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; 
ψ – ôóíêöèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà; 
ρ – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; E

ijc  ( 1,6;  1,6i j= = ) – 
ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ æåñò-
êîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷å-
ñêîì ïîëå; ije  ( 1,3;  1,6i j= = ) – ñîñòàâëÿþùèå 
òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ; 

S
ijε  ( 1,3;  1,3i j= = ) – ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà äè-

ýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé. 
Ñèñòåìà (1)–(4) ñîäåðæèò 22 óðàâíåíèÿ ñ 22 

íåèçâåñòíûìè. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé ïëàíàð-
íûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû (ðèñ. 2) èñïîëüçóåì 
ãèïîòåçó î ïëîñêîì ýëåêòðîóïðóãîì ñîñòîÿíèè 
è â ñîîòâåòñòâèè ñ íåé ïîëàãàåì

      
( ) ( )

0,  0,  0,

, , ,  , , .
z zx zy

x x y yu u x y t u u x y t

σ = τ = τ =

= =        (5)

Äëÿ ïëàñòèíû ñ ýëåêòðîäíûìè ïîêðûòèÿ-
ìè ïðè z= ±à ñîîòíîøåíèÿ (5) äîïîëíÿþòñÿ 
ðàâåíñòâîì

Ðèñ. 1.  Êðèñòàëë êâàðöà ñ ðàñïîëîæåíèåì 
ñðåçîâ îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëîãðàôè÷åñêèõ 

îñåé x, y, z
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                             ( )zE tψ = − . 

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1)–(4) â âåêòîðíî-
ìàòðè÷íîé ôîðìå ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé. Ââåäåì âåêòîðû:

   

           
Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ Êîøè ïðèìóò âèä:

             
ε x yx y

∂ ∂
= +

∂ ∂
u uA A ,

 

                

   

1 0 0 0
0 0 ,  0 1 .
0 1 1 0

x y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A A

Ñîîòíîøåíèÿ (3) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ ïðåäïî-
ëîæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé ïëà-
ñòèíû ïðèíèìàþò âèä:

                ;               (6)
                ;                (7)
                ;               (8)
                . 

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: 

        

11 12 16 13 14 15

1 12 12 26 2 23 24 25

16 26 66 36 46 56

,  ,   

E E E E E E

E E E E E E

E E E E E E

c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e e

         

11 21 31

3 12 22 4 32

16 26 36

33 34 35 13 23

11 34 44 45 12 14 24

35 45 55 15 25

13 14 15 11 12
21 22

23 24 25 21 22

,  ;

,  ,  

,  

E E E

E E E

E E E

S S

S S

e e e
e e e
e e e

c c c e e
c c c e e
c c c e e

e e e e e
e e e e e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e e

c c

c c ;  ⎥

         

13 23 36 33

11 14 24 46 12 34

15 25 56 35

,  ,  

E E E

E E E

E E E

c c c e
c c c e
c c c e

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

d d

         

11 12 16 13
21 22

21 22 26 23

,  ;  
S

S

e e e e
e e e e

⎡ ⎤⎡ ⎤
= − = − ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
d d

    

          
          

 Ñèñòåìà óðàâíåíèé (7)–(8) ïîçâîëÿåò ðàñ-
ñ÷èòàòü âåêòîðà ξ è E :

                            

                                                  (9)

      
Ïîäñòàâëÿÿ (9) â (6), èìååì
                                        (10)

                  
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) 

äëÿ ñëó÷àÿ ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé èìåþò âèä:

                    
;            (11)

           
 

1 0 0 0 0 1
,   .

0 0 1 0 1 0x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B B

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (11) è ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó-
÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 
â ïåðåìåùåíèÿõ:

            (12)

                            
(13)

Âûâîä óðàâíåíèÿ ñäâèãîâûõ ïî 
òîëùèíå êîëåáàíèé ïëàñòèíû
Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé ñäâèãîâûõ ïî òîëùè-

íå êîëåáàíèé çàïèøåì ñèñòåìó (1)–(4) â îïåðà-
òîðíîé ôîðìå, èñïîëüçóÿ ìàòðèöó äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ

             

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x z y

y z x

z y x

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠

L .

Ââåäåì âåêòîð íàïðÿæåíèé 
σσ = {σxσyσzσyzσzxσxy}

T è âåêòîð äåôîðìàöèé 
εε = {εxεyεzεyzεzxεxy}

T. Òîãäà óðàâíåíèÿ (1)–(4) 
ïðèìóò âèä:
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                           ;σ = ρL u��                        (14)

                           

0;
;

div
grad
=

= − ψ
D

E  
                            σσ = cEε–eE;                      (15)
                            D = εSE+eTε;          (16)

                            ε ε = LTu.                            (17)
Зäåñü Ec  – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ æåñò-

êîñòè, èçìåðåííûõ ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè-
÷åñêîì ïîëå; e  – ìàòðèöà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ 
êîýôôèöèåíòîâ; εS – ìàòðèöà äèýëåêòðè÷åñêèõ 
ïðîíèöàåìîñòåé. 

Ïîäñòàâëÿÿ (17) â (15) è (16), ïîëó÷àåì
                           ;                  (18)
                          .                (19)
Ïîäñòàâëÿÿ (18) â (14), èìååì
                                       (20)
Ïðè çíà÷åíèè âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóê-

öèè 0=D  èç (19) ïîëó÷àåì

                                  (21)
Ïîäñòàâëÿÿ (21) â (20), ïîëó÷èì

                      (22)
Äëÿ ñäâèãîâûõ ïî òîëùèíå êîëåáàíèé ñî ñìå-

ùåíèåì  â íàïðàâëåíèè îñè õ ( 0;xu ≠
 

0;y zu u= =
 0x xu u

x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

) èç (22) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

                          ;                (23)

      ...

Çäåñü  – êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé 
ìàòðèöå äèýëåêòðè÷åñêèõ ïðîíèöàåìîñòåé.

Ïëàíàðíûå êîëåáàíèÿ 
ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà 

(ñì. ðèñ. 2) çàäåëàíà ïî êîíòóðó. Ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ èìåþò âèä:

                                 (24)
Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (12), (24) âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà [6]. Â êà÷åñòâå 
êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êðà-
åâûì óñëîâèÿì (24) èñïîëüçóåì:

    
sin ,    1, 3, 5,...j x j

L
π

= , n
 
ïî íàïðàâëåíèþ x;

   sin ,    1, 3, 5,...j y j
b
π

=
 
, m ïî íàïðàâëåíèþ y.

Ïîñêîëüêó êâàðöåâûå ðåçîíàòîðû ðàáîòàþò 
òîëüêî íà íå÷åòíûõ ãàðìîíèêàõ, â êîîðäèíàò-
íûõ ôóíêöèÿõ ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íå÷åòíûå 
ãàðìîíèêè.

Ðåøåíèå (12) ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà 
Ôóðüå:

                  ;           (25)

       

,1,1 ,1,3 ,1,

, ,1 , ,3 , ,

,1,1 ,1,3 ,1,

, ,1 , ,3 , ,

( ) ( ) ... ( )
... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )
( ) ;

( ) ( ) ... ( )
... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

x x x m

x n x n x n m

y y y m

y n y n y n m

u t u t u t

u t u t u t
t

u t u t u t

u t u t u t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

u

                      

sin

3sin
( ) .

...

sin

y
b

y
y b

my
b

⎛ ⎞π⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟π⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

π⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

F

Ïîäñòàâëÿÿ (25) â (12) è ïðèìåíÿÿ ïðîöåäó-
ðó îðòîãîíàëèçàöèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 
ñ ÷àñòîòîé ω ïîëó÷àåì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ:

   
,        (26)

ãäå I – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïëàñòèíó SC-

ñðåçà (yxbl/+22,4°/+34,3°), èìåþùóþ ðàçìåðû: 
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L = 6 ìì, b = 6 ìì, 2à=120 ìêì. Ìàòðèöû (13) 
â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ (â Ïà)

             
Óðàâíåíèå (26) ðåøàëîñü ÷èñëåííî â ñðåäå 

Matlab 7. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà áûëè ïîëó÷åíû 
çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïëàíàðíûõ êîëå-
áàíèé ïëàñòèíû (òàáë.). Â ñèëó ýëåêòðîìåõàíè-
÷åñêîé àíèçîòðîïèè êâàðöà ìàòðèöû (13) – íå-
ñôåðè÷åñêèå, ïîýòîìó êàæäîìó íàáîðó ôîðì 
êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþò äâå ÷àñòîòû.

Òàáëèöà 
Çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ïëàíàðíûõ êîëåáàíèé 
äëÿ ïëàñòèíû SC-ñðåçà ñ ðàçìåðàìè 

L = 6 ìì, b = 6 ìì

Íîìåð ãàðìîíèêè
×àñòîòà, ÌÃö

ïî îñè x, i ïî îñè y,  j

1 1
0,417
0,498

1 3
0,821
1,12

3 1
1,22
0,894

3 3
1,25
1,49

Ïðèìåðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé áåçìåð-
íûõ ïåðåìåùåíèé u è âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè 
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E äëÿ ÷àñòîò 0,417 ÌÃö, 
0,498 ÌÃö, 1,22 ÌÃö è 0,894 ÌÃö ïîêàçàíû 
íà ðèñ. 3. Êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè 
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ áûëè ðàññ÷èòàíû ïî (21) 
è (25) äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (E

z
=0): 

               

**
21 ,x yx y

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

u uE d A A

ãäå ìàòðèöà **
21d  èìååò âèä 

        

**
21

2,22 1,07 3,02
2,53 1,16 1,32

−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

d [Â/ì].

Èçîáðàæåíèÿ íà ðèñ. 3 ñâèäåòåëüñòâóþò 
î òîì, ÷òî ïðè îäèíàêîâûõ ôîðìàõ êîëåáàíèé 
ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåííî-
ñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàçëè÷àåòñÿ, ÷òî ñâÿ-
çàíî ñ àíèçîòðîïèåé êâàðöà.

 

Ñäâèãîâûå ïî òîëùèíå êîëåáàíèÿ 
ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí
Äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ãðàíè÷íûå 

óñëîâèÿ èìåþò âèä:

             
,        0xuz a

z
∂

= ± =
∂

.
  

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23) èùåì â âèäå [2]

        
( , ) sin sin

2x
nzu z t A
a

π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

ωt.       (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (23), ïîëó÷àåì

          
.

Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû 
ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû èìååò âèä

                           
.

Äëÿ ïëàñòèíû SC-ñðåçà1 çíà÷åíèå ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé äëÿ òðåòüåé ãàðìîíèêè 
47,4833  ÌÃö. Ôîðìà êîëåáàíèé ïëàñòèíû ïðè-
âåäåíà íà ðèñ. 4.

Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå îïèñàíà ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ óðàâ-

íåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññ÷èòûâàòü ñîáñòâåííûå 
÷àñòîòû è ôîðìû ïëàíàðíûõ è ñäâèãîâûõ ïî òîë-
ùèíå êîëåáàíèé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïëàñòèí, 
â òîì ÷èñëå êâàðöåâûõ ïëàñòèí ïðîèçâîëüíîãî 
ñðåçà. Ïðèâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçàë, 
÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò ñ âûñî-
êîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè îïðåäåëÿòü ÷àñòîòíûé 
ñïåêòð îïèñàííûõ òèïîâ êîëåáàíèé ïëàñòèí.
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåùåíèé U è âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè 
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ïðè ïëàíàðíûõ êîëåáàíèÿõ ïëàñòèíû SC-ñðåçà äëÿ ãàðìîíèê:

à) – 1 ïî îñè õ, 1 ïî îñè ó, p=0,417 ÌÃö;
á) – 1 ïî îñè õ, 1 ïî îñè ó, p=0,498 ÌÃö;
â) – 3 ïî îñè õ, 1 ïî îñè ó, p=1,22 ÌÃö; 
ã) – 3 ïî îñè õ, 1 ïî îñè ó, p=0,894 ÌÃö

â

Ðèñ. 4. Ôîðìà ñäâèãîâûõ ïî òîëùèíå êîëåáàíèé äëÿ òðåòüåé ãàðìîíèêè, 
÷àñòîòà p=47,4833 ÌÃö: 

õ
 – áåçðàçìåðíîå ïåðåìåùåíèå

a

ãá
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