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ÓÄÊ 539.319

ÈÑÊÐÈÂËÅÍÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß ÖÅÍÒÐÀËÜÍÎ 
ÑÆÀÒÎÃÎ ÏÎËÈÌÅÐÍÎÃÎ ÑÒÅÐÆÍß Â ÓÑËÎÂÈßÕ 
ÒÅÐÌÎÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÅÐÅÕÎÄÀ*

Ê.À. Òèõîìèðîâà, Í.À. Òðóôàíîâ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î òåðìîìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèè öåíòðàëüíî ñæàòîãî 
ñòåðæíÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è ýëàñòèêè Ýéëåðà äëÿ ñòåêëóþùåãîñÿ 
ìàòåðèàëà. Ïðè ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, 
êîòîðûå îïèñûâàþò òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå àìîðôíûõ ïîëèìåðîâ â øèðîêîì 
òåìïåðàòóðíîì äèàïàçîíå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò ïðîâåäåíû 
òåðìîìåõàíè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû äëÿ îáðàçöîâ èç ñëàáîñøèòîé ýïîêñèäíîé 
ñìîëû. Íàéäåíû èñêðèâëåííûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ èç ýïîêñèäíîé ñìîëû â 
ïðîöåññå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòåêëîâàíèå, òåðìîìåõàíèêà, èñêðèâëåííûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ, 
ýëàñòèêà Ýéëåðà, ïîëèìåðû ñ ïàìÿòüþ ôîðìû

Ââåäåíèå
Ïîëèìåðíûå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ çíà÷èòåëüíîé çàâèñèìîñòüþ ìåõàíè÷åñêèõ 
ñâîéñòâ îò òåìïåðàòóðû, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ èõ 
âûñîêîìîëåêóëÿðíûì ñòðîåíèåì è ïðîÿâëÿåò-
ñÿ, íàïðèìåð, â òåðìîðåëàêñàöèîííûõ ïåðåõî-
äàõ, èç êîòîðûõ íàèáîëåå âûðàæåííûìè ÿâëÿ-
þòñÿ ñòåêëîâàíèå ïðè îõëàæäåíèè è îáðàòíîå 
ÿâëåíèå – ðàçìÿã÷åíèå ïðè íàãðåâå (ðàññòå-
êëîâûâàíèå). Ìåõàíè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðè ñòå-
êëîâàíèè, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýïîêñèäíûõ ñìîë 
èçó÷åíû [1]. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïðåäëîæåí ïîäõîä 
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äàííûõ ýôôåêòîâ â ðàìêàõ 
ìàëûõ äåôîðìàöèé.

Ñòåêëîâàíèå àìîðôíûõ ïîëèìåðîâ – îäíà 
èç ïðè÷èí ïðîÿâëåíèÿ ýôôåêòà ïàìÿòè ôîðìû – 
ñïîñîáíîñòè ìàòåðèàëà âðåìåííî ñîõðàíÿòü 
äåôîðìèðîâàííóþ ôîðìó è âîññòàíàâëèâàòü 
èñõîäíóþ ôîðìó ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ 
ïàðàìåòðîâ, â ÷àñòíîñòè, òåïëîòû. Ïîëèìåð-
íûå ìàòåðèàëû ñ ïàìÿòüþ ôîðìû ñïîñîáíû 
ñîõðàíÿòü çíà÷èòåëüíûå âîññòàíàâëèâàåìûå 
äåôîðìàöèè. Òàêèå ìàòåðèàëû øèðîêî ïðèìå-

íÿþò â ìåäèöèíå [4, 5], ìèêðîýëåêòðîíèêå è 
äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâà-
íèþ ýòîãî ýôôåêòà íà ïðèìåðå äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ öåíòðàëüíî ñæàòîãî ñòåðæíÿ 
çà ïðåäåëàìè óñòîé÷èâîñòè. Âîïðîñ ïîâåäåíèÿ 
ñæàòûõ ñòåðæíåé ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â 
óïðóãîé îáëàñòè ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â [6–8]. 
Â ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ îáîáùåíèå èìåþùèõñÿ 
àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ òåðìîìåõàíè÷å-
ñêîãî íàãðóæåíèÿ ñòåðæíÿ èç ñòåêëóþùåãîñÿ 
ìàòåðèàëà.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ñòåêëóþùåãîñÿ ìàòåðèàëà
Ñòåêëîâàíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèåì 

ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îõëàæäàþùåãîñÿ ìà-
òåðèàëà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåêîòîðûé òåìïå-
ðàòóðíûé èíòåðâàë (èíòåðâàë ñòåêëîâàíèÿ ñ 
ãðàíèöàìè 1gT  è 2 ),gT  ÷òî ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíè-
åì ñåãìåíòàðíîé ïîäâèæíîñòè ìàêðîìîëåêóë 
ïîëèìåðà ïðè îõëàæäåíèè. Ïðè òåìïåðàòóðàõ 
âûøå 2gT  ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â ðàçìÿã÷åííîì 

* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò № 13–01–00553à)
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ñîñòîÿíèè, íèæå Ò
g1

 – â çàñòåêëîâàííîì ñîñòî-
ÿíèè.:

Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå 
ãèïîòåçû:

1. Õàðàêòåðíûå âðåìåíà âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé íàìíîãî ìåíüøå âðåìåí ðåëàêñàöèè â 
ñòåêëîîáðàçíîì ñîñòîÿíèè  è ïðîöåññ 
äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò íàìíîãî áûñòðåå, 
÷åì óñïåâàþò ðàçâèòüñÿ çàìåòíûå ðåëàêñàöè-
îííûå ÿâëåíèÿ (ðèñ. 1).

2. Õàðàêòåðíûå âðåìåíà âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþò ïðåäåëû ðå-
ëàêñàöèîííîãî ñïåêòðà âûñîêîýëàñòè÷åñêîãî 
ïîëèìåðà  ò.å. âñå ðåëàêñàöèîííûå ïðî-
öåññû çàâåðøàþòñÿ óæå â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ãèïîòåç ïîçâîëÿåò ñ÷è-
òàòü ìàòåðèàë çà ïðåäåëàìè èíòåðâàëà ñòå-
êëîâàíèÿ  óïðóãèì, íî ñ ðàçíûìè 
ìîäóëÿìè: 1E  – ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà â ðàç-
ìÿã÷åííîì ñîñòîÿíèè,  – ìîäóëü óïðóãîñòè 
ìàòåðèàëà â çàñòåêëîâàííîì ñîñòîÿíèè 2(E  –
âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ óâåëè÷èâàåòñÿ ìîäóëü 
óïðóãîñòè ìàòåðèàëà â ðåçóëüòàòå ñòåêëîâà-
íèÿ, . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîâåäåíèå 
ïîëèìåðà â èíòåðâàëå ñòåêëîâàíèÿ ïðè óìåíü-
øåíèè òåìïåðàòóðû îáóñëîâëåíî íàðàñòàíèåì 
âåëè÷èíû ìåõàíè÷åñêîé æåñòêîñòè âñëåäñòâèå 
ïîñòåïåííîãî óìåíüøåíèÿ ñåãìåíòàðíîé ïîä-
âèæíîñòè è óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè ìåæìîëåêó-
ëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äàííîãî 
ýôôåêòà ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ ñòåêëîâàíèÿ N(T)
(ñì. ðèñ. 1), ïðåäñòàâëÿþùàÿ óñëîâíóþ ñòåïåíü 
çàñòåêëîâàííîñòè ìàòåðèàëà ñî çíà÷åíèÿìè îò 
0 äî 1 [3].

Íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ ãèïîòåç ñòðîÿòñÿ 
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, åäèíîîáðàçíî 
îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ïîëèìåðíîãî ìàòå-
ðèàëà â øèðîêîì òåìïåðàòóðíîì äèàïàçîíå, 
êîòîðûé âêëþ÷àåò ðåëàêñàöèîííûé ïåðåõîä èç 
ðàçìÿã÷åííîãî â ñòåêëîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå [2]. 
Äëÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé â îäíîîñíîì ñëó÷àå èõ 
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

           

(1)

ãäå σ – íàïðÿæåíèå; t – âðåìÿ; ε è Tε  – ïîëíàÿ è 
òåìïåðàòóðíàÿ äåôîðìàöèè; *ε  è *

Tε  – ïîëíàÿ è 

òåìïåðàòóðíàÿ äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå 
ñòåïåíè ñòåêëîâàíèÿ N ïðè îõëàæäåíèè ìàòåðèà-
ëà. Èõ çíà÷åíèÿ çàïîìèíàþòñÿ (èëè “çàìîðàæèâà-
þòñÿ”) íà ýòàïå ñòåêëîâàíèÿ è íå ìåíÿþò âåëè-
÷èíû ïðè ïîñëåäóþùåì îáðàòíîì ïåðåõîäå èç 
ñòåêëîîáðàçíîãî â âûñîêîýëàñòè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèå. Ïðè ñòåêëîâàíèè âñëåäñòâèå îõëàæäå-
íèÿ â ìîìåíò âðåìåíè τ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî çà 
ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ, ïðîèñõîäèò ïðèðàùåíèå æåñòêîñòè íà 
âåëè÷èíó  Ïðè ýòîì âíîâü âîçíèêøèå 
ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ íåäåôîðìèðîâàííûìè, ÷òî îò-
ðàæàåòñÿ ðàçíîñòíûì âèäîì ïîäûíòåãðàëüíûõ 
âûðàæåíèé â çàâèñèìîñòè (1). Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (1) îòñ÷åò òåì-
ïåðàòóðíî-äåôîðìàöèîííîé èñòîðèè äîëæåí 
íà÷èíàòüñÿ îò òåìïåðàòóðû  âûøå  ïðè 
êîòîðîé ïîëèìåð íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ðàç-
ìÿã÷åííîì ñîñòîÿíèè.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1) îïèñûâà-
þò ôîðìèðîâàíèå ïðè îõëàæäåíèè îñòàòî÷íûõ 
íàïðÿæåíèé è «çàìîðîæåííûõ» äåôîðìàöèé 
[2, 3] è, êàê ñëåäñòâèå, ýôôåêò ïàìÿòè ôîðìû. 
Ôèçè÷åñêè âîçíèêíîâåíèå «çàìîðîæåííûõ» 
äåôîðìàöèé ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè íàãðóæå-
íèè â âûñîêîýëàñòè÷åñêîì (ðàçìÿã÷åííîì) ñî-
ñòîÿíèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé 2 îòíîñè-
òåëüíî áûñòðî ðåàëèçóþòñÿ ðåëàêñàöèîííûå 
ìåõàíèçìû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê äåôîðìàöèÿì, 
ñîîòâåòñòâóþùèì ðàâíîâåñíîìó (äëèòåëüíî-
ìó) ìîäóëþ  Ïðè ïîñëåäóþùåì ñòåêëîâàíèè 
âñëåäñòâèå îõëàæäåíèÿ è ñíÿòèè íàãðóçêè ïðî-
èñõîäèò âîññòàíîâëåíèå òîëüêî ÷àñòè äåôîðìà-
öèè, âåëè÷èíà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ìîäóëþ 
óïðóãîñòè . Îñòàâøàÿñÿ îòíîñèòåëüíî 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ñòåêëîâàíèÿ N(T)
îò òåìïåðàòóðû:

I – îáëàñòü çàñòåêëîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ,
II – ïåðåõîäíàÿ îáëàñòü,

III – îáëàñòü ðàçìÿã÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ
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áîëüøàÿ ÷àñòü äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ «çàìî-
ðîæåííîé», òàê êàê äëÿ åå âîññòàíîâëåíèÿ â 
çàñòåêëîâàííîì ñîñòîÿíèè òðåáóåòñÿ îïðåäå-
ëåííîå âðåìÿ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåå ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå âðåìÿ íàãðóæåíèÿ (ãèïîòåçà 1).

×èñëåííàÿ ìîäåëü
Â ÷èñëåííîé ìîäåëè, ðåàëèçóþùåé îïðåäå-

ëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (1), â êà÷åñòâå ôóíêöèè 
ñòåêëîâàíèÿ N(T) ïðèìåíÿëîñü ðàñïðåäåëåíèå 
Ëàïëàñà [9]:

          

(2)

ãäå  – ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà øèðèíó òåì-
ïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà ñòåêëîâàíèÿ;  – ïàðà-
ìåòð, îòâå÷àþùèé çà åãî ïîëîæåíèå íà òåìïå-
ðàòóðíîé îñè.

Òåìïåðàòóðíàÿ äåôîðìàöèÿ, âõîäÿùàÿ â (1), 
ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

                            (3)

ãäå α – òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíî-
ãî ðàñøèðåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèåì:

                    (4)

Çäåñü  – ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà èíòåðâàëà 
ñòåêëîâàíèÿ;  è  – òåìïåðàòóðíûå êîýô-
ôèöèåíòû ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà â 
ðàçìÿã÷åííîì è çàñòåêëîâàííîì ñîñòîÿíèÿõ ñî-
îòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííàÿ ìîäåëü, îïðå-
äåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèÿìè (1) – (4), ñîäåðæèò 

ñåìü íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ:     

  è 

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ
Èññëåäóåìûé â ðàáîòå ìàòåðèàë – ýïîêñèä-

íàÿ ñìîëà ñïåöèàëüíîãî ñîñòàâà ñ îòíîñèòåëü-
íî ñëàáîé ñøèâêîé, äëÿ êîòîðîé õàðàêòåðíî 
ïðîÿâëåíèå áîëüøèõ óïðóãèõ äåôîðìàöèé â 
ðàçìÿã÷åííîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ïàðàìåòðîâ äàííîãî ìàòåðèàëà, âõîäÿùèõ â 
ñîîòíîøåíèÿ (1) – (4), ïðîâåäåíà ñåðèÿ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî 
ìåõàíè÷åñêîãî àíàëèçàòîðà DMA Q800 V20.24 

Build 43 íà öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöàõ äèàìå-
òðîì 5,8 ìì è âûñîòîé 7,8 ìì. Íàãðåâ îáðàçöîâ 
ïðîâîäèëñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1,25°Ñ/ìèí ïðè ïî-
ñòîÿííîé ñæèìàþùåé íàãðóçêå 0,25 Í. Ðåçóëü-
òàòû ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè íàãðåâà 
ïðèâîäèò ê ñäâèãó òåðìîìåõàíè÷åñêîé êðèâîé 
ïî òåìïåðàòóðíîé îñè âïðàâî. Â äàííîé ðàáîòå 
íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå ñêîðîñòè íàãðåâà íà 
òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà, îíà 
ñ÷èòàëàñü ïîñòîÿííîé.

Òàêæå áûë ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò íà ñæàòèå 
îáðàçöà ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå (ìàëûå 
ëèíåéíîóïðóãèå äåôîðìàöèè), èç êîòîðî-
ãî óñòàíîâëåíî çíà÷åíèå ìîäóëÿ óïðóãî-
ñòè ìàòåðèàëà â çàñòåêëîâàííîì ñîñòîÿíèè:

 = 0,77 ÃÏà.

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
Ïî ïîëó÷åííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì 

îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòàíòû, âõîäÿùèå â ÷èñëåííóþ 
ìîäåëü.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà  ñîîòâåòñòâóåò òåì-
ïåðàòóðíîé òî÷êå ïåðåãèáà òåðìîìåõàíè÷å-
ñêîé êðèâîé â ñåðåäèíå èíòåðâàëà ñòåêëîâàíèÿ 
è ïðèíÿòî 80°Ñ (ñì. ðèñ. 2).

Ïàðàìåòðû  è  îïðåäåëÿëè 
ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà 
êâàäðàòè÷íîé íåâÿçêè ìåæäó ýêñïåðèìåíòàëü-
íûìè è òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè. Ðàñ÷åòà-
ìè óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå âåëè÷èí  è  
íå âëèÿåò íà âèä òåðìîìåõàíè÷åñêîé êðèâîé çà 
ïðåäåëàìè èíòåðâàëà ñòåêëîâàíèÿ. Ïîýòîìó â 
ýòîé îáëàñòè ïàðàìåòðàìè ìèíèìèçàöèè ÿâ-
ëÿëèñü âåëè÷èíû  è  ñ íîðìèðóþùèìè

Ðèñ. 2. Àïïðîêñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïîëó÷åííîé òåðìîìåõàíè÷åñêîé êðèâîé (1)

÷èñëåííîé ìîäåëüþ (2)
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Ðèñ. 4. Ðåæèì íàãðóæåíèÿ

êîýôôèöèåíòàìè 105, 105 è 10–4 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ãðàíèöû èíòåðâàëà ñòåêëîâàíèÿ îïðå-
äåëåíû ïî âèäó òåðìîìåõàíè÷åñêîé êðèâîé: 

 °Ñ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî è 
÷èñëåííî îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè 
ïðèâîäèëè ïóòåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ê 
óçëàì òåìïåðàòóðíîé ñåòêè ñ øàãîì 1°Ñ. Ïî 
ïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì äëÿ òåìïåðàòóð âíå 
èíòåðâàëà ñòåêëîâàíèÿ âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ 
íåâÿçêè êàê ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ âåëè÷èí:

                        (5)

ãäå n – ÷èñëî óçëîâ;  – ðàçíîñòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé 
äåôîðìàöèè â i-ì óçëå.

Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè íåâÿçêè èñ-
ïîëüçîâàëñÿ êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä ëèíåé-
íîãî ïîèñêà (ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì â ïàêåòå 
Matlab). Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îñòàíàâëèâàë-
ñÿ, êîãäà âåëè÷èíà òåêóùåãî øàãà ïî ïàðàìå-
òðó îïòèìèçàöèè ñòàíîâèëàñü ìåíüøå 10–6.

Äàëåå, ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ  è  
îïðåäåëÿëè ïàðàìåòðû  è Lγ  ïóòåì ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèè íåâÿçêè (5) âíóòðè èíòåðâàëà 
ñòåêëîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîãî æå àëãî-
ðèòìà. Äëÿ ïàðàìåòðà  ââîäèëñÿ íîðìèðóþ-
ùèé êîýôôèöèåíò 0,1.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçà-
öèè íàéäåíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ 
ìîäåëè:  = 15,77·10–5 1/°Ñ;  = 1,69·10–5 1/°Ñ; 

 = 296,76 êÏà;  = 36,62°Ñ; Lγ  = 6,17°Ñ. Ïðè 
äàííûõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îò-
êëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 7,17·10–4. Ðåçóëüòàò àï-
ïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÷èñ-
ëåííîé ìîäåëüþ ñ íàéäåííûìè ìàòåðèàëüíûìè 
ïàðàìåòðàìè ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Çàäà÷à îá èçãèáå
öåíòðàëüíîñæàòîãî ñòåðæíÿ
ïðè ïåðåìåííîé òåìïåðàòóðå
Ðàññìàòðèâàåòñÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïî-

âåäåíèå ñòåðæíÿ, øàðíèðíî çàêðåïëåííîãî ïî 
êîíöàì (ðèñ. 3). Ñòåðæåíü ñæèìàåòñÿ âäîëü 
îñè ñèëîé Ð, ïðåâîñõîäÿùåé êðèòè÷åñêóþ, ÷òî 
ïðèâîäèò ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè è èçãèáó.

Íàãðóæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïîýòàïíî ïî ñëå-
äóþùåé ñõåìå (ðèñ. 4):

1) ïðèëîæåíèå ñèëû ïðè íà÷àëüíîé òåìïå-
ðàòóðå âûøå  (N = 0);

2) îõëàæäåíèå ïîä íàãðóçêîé äî òåìïåðàòó-
ðû íèæå  ;

3) ñíÿòèå ïðèëîæåííîé íàãðóçêè (N = 1);
4) íàãðåâ íåíàãðóæåííîãî ñòåðæíÿ äî íà-

÷àëüíîé òåìïåðàòóðû.
Äëÿ ñòåðæíÿ ïðè èçãèáå ñïðàâåäëèâî ñîîò-

íîøåíèå [6]

ãäå Ì = Ðó – èçãèáàþùèé ìîìåíò; y – ïðîãèá 
(ñì. ðèñ. 3); I – ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ñòåðæ-
íÿ;  – êðèâèçíà ñ íà÷àëîì íà êîíöå ñòåðæíÿ.

Òîãäà ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (1) äëÿ 
ñëó÷àÿ èçãèáà ñòåðæíÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå:

        (6)

ãäå s – êðèâîëèíåéíàÿ îñåâàÿ êîîðäèíàòà ñ íà-
÷àëîì íà êîíöå ñòåðæíÿ;  – êðèâèçíà îñè, ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñòåïåíè ñòåêëîâàíèÿ N ïðè îõ-
ëàæäåíèè ìàòåðèàëà.

Òåìïåðàòóðíàÿ äåôîðìàöèÿ â çàäà÷å íå ó÷è-
òûâàåòñÿ.

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñæàòîãî ñòåðæíÿ
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è âêëþ-
÷àåò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ (6);
• ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

                        (7)

ãäå Θ – óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê îñè ñòåðæ-
íÿ (ñì. ðèñ. 3);

• ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè):
– ðàâåíñòâî íóëþ êðèâèçíû íà êîíöàõ 

ñòåðæíÿ: 

– óñëîâèå ñèììåòðèè 
Ïåðâîíà÷àëüíî ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â ðàç-

ìÿã÷åííîì ñîñòîÿíèè è ÿâëÿåòñÿ íåíàãðó-
æåííûì è íåäåôîðìèðîâàííûì: Ð = 0, 
N = 0. Íà ýòàïå íàãðóæåíèÿ (1) ïðèêëàäûâàåò-
ñÿ òîëüêî ñèëà Ð, à òåìïåðàòóðà íå èçìåíÿåòñÿ 

(ñì. ðèñ. 4). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  è òåìïå-

ðàòóðà â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ ïîñòîÿííà, ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è íà äàííîì 
ýòàïå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî ( )sΘ  ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

                  (8)

Â ðàáîòå [6] ïðèâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå çàäà÷è (8). Ââîäèòñÿ çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ:

                      (9)

ãäå   ϕ èçìåíÿåòñÿ îò 0

(s = l / 2) äî / 2π  (s = 0). Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à (8) 
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

                  (10)

ãäå   – 

ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.
Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (10) ãðàíè÷íîå óñ-

ëîâèå  ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

èç ðåøåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà 
m äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ ñèëû P. 
Äàëåå îò çàâèñèìîñòåé ( )Θ ϕ  (9) è ( )s ϕ  (10) íå-
òðóäíî ïåðåéòè ê çàâèñèìîñòè ( )sΘ  è èç ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (7) îïðåäåëèòü êðè-
âèçíó  äëÿ ïåðâîãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ.

Íà ýòàïå îõëàæäåíèÿ (2) íàãðóçêà îñòàåòñÿ 
íåèçìåííîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ãè-
ïîòåçàìè íàðàùèâàíèå óïðóãèõ ñâÿçåé â ìàòå-
ðèàëå â ïðîöåññå ñòåêëîâàíèÿ ïðîèñõîäèò òàê, 
÷òî êàæäàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñâÿçü â ìîìåíò 
ñâîåãî âîçíèêíîâåíèÿ íåäåôîðìèðîâàíà è, ñî-
îòâåòñòâåííî, íå âëèÿåò íà íàïðÿæåííîå ñî-
ñòîÿíèå êîíñòðóêöèè [3]. Ïîýòîìó â ïðîöåññå 
îõëàæäåíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé íàãðóçêå êðèâèç-
íà ñòåðæíÿ íå èçìåíÿåòñÿ: 

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî íóëþ íàãðóçêè Ð íà 
ýòàïàõ ðàçãðóçêè (3) è íàãðåâà (4) è ïîñòîÿí-
ñòâî êðèâèçíû  «çàìîðîæåííîé» â ïðîöåññå 
îõëàæäåíèÿ, ñîîòíîøåíèÿ (6) ìîæíî çàïèñàòü 
â âèäå:

            (11)

Òàêèì îáðàçîì, íà ýòàïå (3) ïîñëå ñíÿòèÿ 
íàãðóçêè ïðè N = 1 êðèâèçíà áóäåò ðàâíà 

Âåëè÷èíà  ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìåíü-

øåíèþ êðèâèçíû ñòåðæíÿ ïîñëå ðàçãðóçêè.
Íà ýòàïå íàãðåâà (4) íåíàãðóæåííîãî ñòåðæíÿ 

åãî êðèâèçíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

÷òî ñëåäóåò èç (11). Êîíå÷íîé òåìïåðàòóðå 
ñòåðæíÿ ñîîòâåòñòâóåò N = 0, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, 0,χ =  ò.å. ñòåðæåíü ïîëíîñòüþ ðàñïðÿìèòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñòåðæíÿ èç 

ýïîêñèäíîé ñìîëû ñ êðóãëûì ñå÷åíèåì äèàìå-
òðîì 5 ìì è äëèíîé 50 ìì. Ìàòåðèàë ñòåðæíÿ 
èìååò õàðàêòåðèñòèêè, íàéäåííûå ðàíåå. Èç 
òåðìîìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé íà ñæàòèå ïðè 
ðàçëè÷íûõ íàãðóçêàõ óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíîå ñæèìàþùåå íàïðÿæåíèå äëÿ ìàòåðè-
àëà â ðàçìÿã÷åííîì ñîñòîÿíèè, ïðè êîòîðîì 
äåôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ óïðóãèìè, 
ñîñòàâëÿåò 58 êÏà. Ïðè èçãèáå ñòåðæíÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôîðìû òàêèì íàïðÿæåíèÿì ñî-
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âåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè ãèïîòåçàìè ïðîèñõîäèò 
íàðàùèâàíèå ìåæìîëåêóëÿðíûõ ñâÿçåé â ìàòå-
ðèàëå, êîòîðûå â ìîìåíò ñâîåãî âîçíèêíîâåíèÿ 
íåäåôîðìèðîâàíû. Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå æåñò-
êîñòè íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëü-
íûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé.

Íà òðåòüåì ýòàïå ïðè ñíÿòèè íàãðóçêè 
ïðîãèá óìåíüøàåòñÿ íà íåáîëüøóþ âåëè÷èíó 
(ïîðÿäêà 0,8%) ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáëþäàåìûì 
íà ïåðâîì ýòàïå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìîäóëü 
óïðóãîñòè ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå íàìíîãî 
áîëüøå, ÷åì ïðè íà÷àëüíîé. Ïðè ïîñëåäóþùåì 
íàãðåâå (÷åòâåðòûé ýòàï) ñòåðæåíü ïîñòåïåííî 
ðàñïðÿìëÿåòñÿ è ïðèíèìàåò èñõîäíóþ ôîðìó, 
òàê êàê äëÿ ìàêðîìîëåêóë âîçâðàùàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñåãìåíòàðíîé ïîäâèæ-
íîñòè è ïðîèñõîäèò âûñâîáîæäåíèå äåôîðìà-
öèé, «çàìîðîæåííûõ» íà ýòàïå 2.

îòâåòñòâóåò íàãðóçêà 0,0435 Í, ÷òî â 1,21 ðàç 
áîëüøå êðèòè÷åñêîé ñèëû Ýéëåðà [6]. Òàêàÿ 
íàãðóçêà è áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàñ÷åòå â êà÷åñòâå 
ñæèìàþùåé ñèëû Ð. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 5 è 6.

Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêîâ, ìàêñèìàëüíûé 
ïðîãèá íàáëþäàåòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå íàãðóæå-
íèÿ – ïðèëîæåíèå ñèëû ïðè òåìïåðàòóðå âûøå 
T

g2
, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ìàëûì ìîäóëåì óïðóãî-

ñòè ìàòåðèàëà ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå. Èçëîì 
êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ýòàïó (ðèñ. 6), 
îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè âåëè÷èíå íàãðóçêè 
íèæå êðèòè÷åñêîé ñòåðæåíü îñòàåòñÿ ïðÿìîëè-
íåéíûì. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè íàãðóç-
êè ñòåðæåíü òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü è ïðîãèá íå-
ëèíåéíî âîçðàñòàåò.

Íà âòîðîì ýòàïå – îõëàæäåíèå ïîä íàãðóç-
êîé – äåôîðìàöèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Çäåñü â ñîîò-

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü ñòðåëû ïðîãèáà îò òåìïåðàòóðû è ñèëû íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ íàãðóæåíèÿ

Ðèñ. 5. Âèä îñè èçîãíóòîãî ñòåðæíÿ íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ íàãðóæåíèÿ: 1 – ýòàïû 1, 2; 2 – ýòàï 3; 3 – ýòàï 4
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Çàêëþ÷åíèå
Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëîñü ñ öåëüþ èçó÷åí-

íèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå öåíòðàëüíî 
ñæàòîãî ñòåðæíÿ èç ýïîêñèäíîé ñìîëû çà ïðå-
äåëàìè óñòîé÷èâîñòè. Ñìîäåëèðîâàí òåðìîìå-
õàíè÷åñêèé öèêë ïàìÿòè ôîðìû, âêëþ÷àþùèé 
ýòàïû ñîçäàíèÿ è ñîõðàíåíèÿ äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ñòåðæíÿ ñ ïîñëåäóþùèì âîñ-
ñòàíîâëåíèåì åãî ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìû. Ïà-
ðàìåòðû ìàòåðèàëà, âõîäÿùèå â èñïîëüçóåìûå 
îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, íàéäåíû èç òåð-
ìîìåõàíè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå 
ïîëó÷åíû êðèâîëèíåéíûå ôîðìû ðàâíîâåñèÿ 
ñòåðæíÿ ïðè èçìåíÿþùåéñÿ òåìïåðàòóðå, äå-
ìîíñòðèðóþùèå ýôôåêò ïàìÿòè ôîðìû.
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