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Ââåäåíèå
Èçâåñòíî, ÷òî ó ìàíèïóëÿöèîííûõ ìåõàíèç-

ìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû âáëèçè îñîáûõ 
ïîëîæåíèé ðåçêî ñíèæàåòñÿ íàãðóçî÷íàÿ ñïî-
ñîáíîñòü. Äëÿ ïîèñêà îñîáûõ ïîëîæåíèé ïðèìå-
íÿþò ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ìàòðèöàõ ßêîáè 
èëè íà âèíòîâîì èñ÷èñëåíèè. Îäíàêî íåîáõîäè-
ìî óñòàíîâèòü êðèòåðèè íå òîëüêî îñîáîãî ïî-
ëîæåíèÿ, íî è ïîëîæåíèé, áëèçêèõ ê íåìó, ãäå 
óõóäøàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè. 
Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû 
ðàçðàáàòûâàåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíà-
ëèçå óãëîâ äàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì òàêæå äîëæíû 
ó÷èòûâàòüñÿ óñëîâèÿ ïåðåäà÷è ìîìåíòîâ, òàê 
êàê îíè õàðàêòåðèçóþò áëèçîñòü ìåõàíèçìà 
ê îñîáûì ïîëîæåíèÿì.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ìàíèïóëÿöèîííûå ìåõàíèçìû ïàðàëëåëü-

íîé ñòðóêòóðû âáëèçè îñîáûõ ïîëîæåíèé (ñèí-
ãóëÿðíîñòåé), ñâÿçàííûõ ñ ïîòåðåé óïðàâëÿå-
ìîñòè, ìîãóò óòðà÷èâàòü ñâîè ôóíêöèîíàëüíûå 
âîçìîæíîñòè [1−5]. Ïîýòîìó ìíîãèå àâòîðû 
óäåëèëè âíèìàíèå ýòîé ïðîáëåìå [1–12], ðàñ-
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Â ñòàòüå ïðîâåäåí àíàëèç óãëîâ äàâëåíèÿ è ðåàêöèè â êèíåìàòè÷åñêèõ 
ïàðàõ ïëîñêèõ ìàíèïóëÿòîðîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû. Ïîêàçàíî, ÷òî âáëèçè 
ñèíãóëÿðíîñòåé óãëû äàâëåíèÿ è ðåàêöèè ïîâûøàþòñÿ. Ïîñòðîåíû ðàáî÷èå çîíû 
ìàíèïóëÿòîðîâ, îãðàíè÷åííûå ìàêñèìàëüíûìè ðåàêöèÿìè â êèíåìàòè÷åñêèõ 
ïàðàõ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîñêèé ìàíèïóëÿòîð ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, ñèíãóëÿðíîñòü, 
óãîë äàâëåíèÿ, ðàáî÷àÿ çîíà.

ñìàòðèâàÿ òðàåêòîðèè, íå ñîäåðæàùèå îñîáûõ 
ïîëîæåíèé, à òàêæå îïðåäåëÿÿ êðèòåðèè ñèí-
ãóëÿðíîñòè. Îäèí èç íàèáîëåå ïðèìåíèìûõ 
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà îñíîâàí íà 
ìàòðèöàõ ßêîáè [1–4], êîòîðûå âûðàæàþò âçàè-
ìîñâÿçü ìåæäó ñèëîâûìè è êèíåìàòè÷ñêèìè 
âèíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âûõîäíîìó çâåíó, 
è âõîäíûìè âîçäåéñòâèÿìè – îáîáùåííûìè êî-
îðäèíàòàìè è ñèëàìè:

           =t Jq� ,  w = J–T τ , 
ãäå t – êèíåìàòè÷åñêèé âèíò ïëàòôîðìû (âûõîä-

íîãî çâåíà); J – ìàòðèöà ßêîáè; q�  − îáîáùåí-
íûå ñêîðîñòè; w – ñèëîâîé âèíò, äåéñòâóþùèé 
íà ïëàòôîðìó; τ − îáîáùåííûå ñèëû.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýëåìåíòû óêàçàííûõ 
ìàòðèö çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ ìåõàíèçìà, à äëÿ 
îñîáûõ åãî ïîëîæåíèé ìàòðèöû âûðîæäàþòñÿ. 
Îäíàêî íóæíî íàõîäèòü ïîëîæåíèÿ ìåõàíèçìà, 
áëèçêèå ê îñîáûì, â êîòîðûõ ìîæåò ïðîèçîé-
òè ïîòåðÿ íàãðóçî÷íîé ñïîñîáíîñòè. Ïîýòîìó 
íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü êðèòåðèè áëèçîñòè 
ê îñîáûì ïîëîæåíèÿì, è æåëàòåëüíî, ÷òîáû 
ýòè êðèòåðèè îòðàæàëè òåõíè÷åñêèé ñìûñë. 

*  Äàííàÿ ðàáîòà ÷àñòè÷íî âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. 
Ãðàíò ¹ 10-07-00727.
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Â äàííîì âîïðîñå ìîæåò áûòü öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàíèå âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ, íà ýòîé 
îñíîâå áûë ïðåäëîæåí êðèòåðèé ïåðåäà÷è äâè-
æåíèÿ [7], êîòîðûé âïîñëåäñòâèè áûë ðàçðà-
áîòàí äëÿ ðàçíûõ ìåõàíèçìîâ [8−10]. Îäíàêî 
ïîäîáíûé ïîäõîä íå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò òðå-
áîâàíèþ íàãëÿäíîñòè êðèòåðèÿ. Ïîýòîìó áûë 
ïðåäëîæåí êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà ñèëîâîì 
àíàëèçå [11]. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ îáîá-
ùåííàÿ ñèëà íå äîëæíà ïðåâûøàòü äîïóñòèìûé 
ìàêñèìóì. Íåäîñòàòêîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿ-
åòñÿ íåîáõîäèìîñòü àíàëèçà âñåõ íàïðàâëåíèé 
ñèë è ìîìåíòîâ. 

Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä, îñíî-
âàííûé íà àíàëèçå óãëîâ äàâëåíèÿ [12]. Ýòî 
äàåò íàãëÿäíîñòü, íî, êàê îêàçàëîñü, óãëà äàâëå-
íèÿ íåäîñòàòî÷íî äëÿ àíàëèçà ôóíêöèîíàëüíûõ 
âîçìîæíîñòåé ìåõàíèçìà. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, 
÷òî âáëèçè îñîáûõ ïîëîæåíèé ðåçêî âîçðàñòà-
þò ðåàêöèè â êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ (ðèñ. 1). 
Çäåñü íåáîëüøîå óñèëèå w, ïðèëîæåííîå ê êî-
íå÷íîìó çâåíó, âûçûâàåò áîëüøóþ ðåàêöèþ R1 
â íåïðèâîäíîé ïàðå B. Íî ïðè ýòîì îáîáùåííàÿ 
ñèëà τ

1
 îñòàåòñÿ â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ, òàê êàê 

îíà çàâèñèò îò êîìïîíåíòû F1 ðåàêöèè R1, îðòî-
ãîíàëüíîé îñè çâåíà AB.

Äëÿ àíàëèçà ñèë ðåàêöèé â äàííîé ðàáîòå 
ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðå-
íèè óãëîâ äàâëåíèÿ è ðàññòîÿíèé äî ìãíîâåííîé 
îñè âðàùåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü êàæäîå 
ïîëîæåíèå ìåõàíèçìà è çàòåì ïîñòðîèòü åãî 
ðàáî÷óþ çîíó. 

Îïðåäåëåíèå êðèòåðèÿ 
ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé
Ðàññìîòðèì ìàíèïóëÿòîð ïàðàëëåëüíîé 

ñòðóêòóðû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: äâà ïå-
ðåìåùåíèÿ âäîëü îñåé x è y è âðàùåíèå âîêðóã 
îñè z. Èìåþò ìåñòî òðè öåïè, ñîñòîÿùèå èç 
îäíîé ïðèâîäíîé ïàðû è äâóõ íåïðèâîäíûõ ïàð. 
Íåïðèâîäíûå (ïàññèâíûå) ïàðû îáîçíà÷èì êàê 

R – âðàùàòåëüíàÿ1, P – ïîñòóïàòåëüíàÿ, à ïðè-
âîäíûå (àêòèâíûå) ïàðû îáîçíà÷èì êàê R è P. 
Êàæäàÿ öåïü ïåðåäàåò íà âûõîäíîå çâåíî (ïëàò-
ôîðìó) ñèëîâîé âèíò –  âåêòîð R

i
 (i = 1, 2, 3), 

êîòîðûé ìîæíî ïðèâåñòè ê òî÷êå B
i
. Åñëè öåïü 

ïðèñîåäèíåíà ê ïëàòôîðìå ïîñðåäñòâîì âðàùà-
òåëüíîé ïàðû R, òî òî÷êà B

i
 ôèêñèðîâàíà îòíî-

ñèòåëüíî ïëàòôîðìû. Åñëè öåïü ïðèñîåäèíåíà 
ê ïëàòôîðìå ïîñðåäñòâîì ïîñòóïàòåüíîé ïàðû 
P, òî òî÷êà B

i
 ïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî ïëàò-

ôîðìû è ñîïðÿæåíà ñ âðàùàòåëüíîé ïàðîé R 
(ðèñ. 2).

Ñèëû R
i
 ìîæíî ñîîòíåñòè ñ âíåøíèì ñè-

ëîâûì âèíòîì wT = [f T, m] (f – âíåøíÿÿ ñèëà, 
m – ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
âíåøíåìó ìîìåíòó), ïðèâîäÿ âñå âåëè÷èíû 
ê ïðîèçâîëüíîé òî÷êå Q:

Ðèñ. 1. Ïÿòèçâåííûé ìåõàíèçì âáëèçè îñîáîãî 
ïîëîæåíèÿ

á
Ðèñ. 2. Ìàíèïóëÿòîðû 3-RPR (à) è 3-PRP (á)

a

1 Îáîçíà÷åíèÿ R (áåç èíäåêñîâ) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âðàùàòåëüíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàð, îáîçíà÷åíèÿ R
i
 (ñ èíäåêñàìè) 

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåàêöèé.
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3

1
i

i=
= −∑f R ,  

3
T

1
QBi i

i
m

=

= −∑d R ,

                       
T [ , ]QBi QBi QBiy x= −d ,

ãäå x
QBi

 è y
QBi

 – êîîðäèíàòû âåêòîðà QB
i  
. 

Ïîëàãàÿ, ÷òî R
i
 = R

i
 r

i
, ãäå ||R

i
|| = R

i
; r

i
 – åäè-

íè÷íûé âåêòîð, è ïðèâîäÿ ñèëû ê òî÷êå B
1
, ïî-

ëó÷àåì:

           

               ,

ãäå T T T
1,i i B Bi i⎡ ⎤= ⎣ ⎦f r d r  − åäèíè÷íûé âèíò, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé íàïðàâëåíèþ ñèëîâîãî âèíòà, âîçäåé-
ñòâóþùåãî ñî ñòîðîíû ïðèâîäà íà ïëàòôîðìó.

Ðåàêöèè â íåïðèâîäíûõ ïàðàõ ìîãóò áûòü 
âûðàæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

              ,        

T

T T

T

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2

3

t
A t

t
, 

ãäå T T[ , ]i i i= ωt v  − êèíåìàòè÷åñêèé âèíò ïëàò-
ôîðìû, ïðèâåäåííûé ê òî÷êå B

i
, êîãäà ëèøü 

ïðèâîä i íå çàôèêñèðîâàí; v
i
 – ñêîðîñòü òî÷êè 

B
i
; ω

i
 – óãëîâàÿ ñêîðîñòü.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ATA–T = I, ïîëó-
÷àåì: T T 1= =1 1 1 1f t r v . Êðîìå òîãî, èçâåñòíî [12], 
÷òî óãîë äàâëåíèÿ α

1
 (ðèñ. 3) ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåí êàê ìèíèìàëüíûé óãîë ìåæäó âåêòîðà-
ìè r

1
 è v

1
. Òî åñòü

   T
1cos= α1 1 1 1r v r v  èëè 

T

1cosα = 1 1

1 1

r v
r v

. 

Ïîñêîëüêó r1 – åäèíè÷íûé âåêòîð, ïîëó÷à-
åì: 11/ cos= α1v . Äëÿ ïëîñêèõ ìåõàíèçìîâ 
ñêîðîñòü v

Q
 ëþáîé òî÷êè Q ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ 

óãëîâîé ñêîðîñòè íà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé Q 
è ìãíîâåííûì öåíòðîì ñêîðîñòåé I

i
 , i = 1, 2, 3. 

Â ðåçóëüòàòå èìååì: 1 1d= ω1v , ãäå d
1
 – ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè I
1
 è B

1
 (ñì. ðèñ. 3). 

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì: 

                
( )T T

1 1 1( )B PR m= − + ω + =1v f d f

                     
( )T T

1 1 1( )B P m= − + ω + ω1v d f .

Äëÿ çàäàííîé íîðìû f âíåøíåé ñèëû f 
è äëÿ çàäàííîé âåëè÷èíû m âíåøíåãî ìîìåíòà, 
à òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòî-
ðà f, ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíà R

1
 äî-

ñòèãàåò ïðè óñëîâèè

     
1max 1,

max( )
m

R R= =
f

     
( )2 2

1 1 1 1 1 12 cosf b b m= + ω − ω β + ω1 1v v ,

ãäå b
1
 – ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé ïðèëîæåíèÿ 

âíåøíåãî ñèëîâîãî âèíòà, îáîçíà÷åííîãî êàê 
P, è òî÷êîé B

1
; β

1
 – óãîë ìåæäó âåêòîðàìè v

1
 

è 1 1B P−ω d . 
Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà äîñòàòî÷íî èñïîëü-

çîâàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå, îäíàêî äëÿ áîëåå 
äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ ìåõàíèçìà 
öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì 
äëÿ óãëà äàâëåíèÿ α

1
 è ðàññòîÿíèÿ d

1
. Ïðåîá-

ðàçóÿ ïðåäûäóøåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àåì: 

              max ( / ) / cosi i i iR f m d= γ + α ; 

             
( )21 / 2cos /i i i i i ib d b dγ = + − β . 

Îòìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P 
è I

i
 ðàâíî γ

i
d

i
 (ðèñ. 4, a). Ìîæåò áûòü èíîå âçàèì-

íîå ðàñïîëîæåíèå ñèë è ìîìåíòîâ (ðèñ. 4, á).
Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò: ÷åì 

ìåíüøå óãîë α
i
, òåì ìåíüøå âåëè÷èíà ñèëû 

ðåàêöèè. Åñëè ñèëà f ïðèëîæåíà â òî÷êå P, òî 
àìïëèòóäà (íîðìà) ñèëû f

1
* íà êîíöå ôèêòèâíî-

ãî ðû÷àãà äîëæíà áûòü óìíîæåíà íà êîýôôèöè-
åíò γ

i  
f. Åñëè ê ôèêòèâíîìó ðû÷àãó ïðèëîæåí 

ìîìåíò m, òî íîðìà ñèëû f
2
* íà êîíöå ðû÷àãà 

ðàâíà |m|/d
i
. Ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòèðóþùàÿ 

ñèëà ðàâíà 

               2 /i if m d= + = γ +* * *
1f f f .

Àìïëèòóäà (íîðìà) ñèëû ||f*|| äîëæíà áûòü 
ïîäåëåíà íà cos α

i
. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè α

i
 óâå-

ëè÷èâàåòñÿ äëÿ çàäàííûõ f è m, òî ðåàêöèÿ â øàð-
Ðèñ. 3. Óãîë äàâëåíèÿ äëÿ îäíîé öåïè 

ìàíèïóëÿòîðà 3-RPR
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a

íèðå òàêæå ðàñòåò. ×òîáû èçáåæàòü íåðàáî÷èõ 
ñîñòîÿíèé, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü äîïóñòèìîå 
çíà÷åíèå ðåàêöèè R

max
 â êèíåìàòè÷åñêîé ïàðå 

è ñðàâíèòü åãî ñ íàëè÷åñòâóþùåé ðåàêöèåé 
R

i max
, ò.å. max maxiR R≤ . 

Èòàê, íóæíî íàéòè α
i
 è d

i
, òî åñòü ïàðàìåòðû 

ôèêòèâíîãî ðû÷àãà. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâåäåí-
íûõ âûøå óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê óñëîâèþ: 

( )2
max1 / 2cos / cos /i i i i i i if b d b d R m d+ − β ≤ α − . 

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû f, cos α
i
, d

i
 è R

max 
 èìåþò 

ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, äàííîå ñîîòíîøåíèå 
âûïîëíèìî, òîëüêî ïðè 

              max/( cos )i im R dα ≤ .               (1)
Ïðåîáðàçîâàíèå äàííîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò 

ê âûðàæåíèþ 
                      0 ( )i ip d≤ ;                        (2)

2( )i i i i i i ip d u d v d w= + + ; 2 2 2
max cosi iu R f= α − ; 

             
( )2

max2 cos cosi i i iv m R b f= − α − β ;

                              2 2 2
i iw m f b= − .

Íåðàâåíñòâî (2) èìååò íåñêîëüêî ðåøåíèé, 
çàâèñÿùèõ îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíà-
ìè u

i
, v

i
 è w

i
. Ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå 

ñëó÷àè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêó âåëè÷èíû u
i
. 

Åñëè u
i
 > 0, òî ïîëèíîì p

i
 èìååò äâà êîðíÿ, 

èç êîòîðûõ ëèøü îäèí ñîîòâåòñòâóåò ðåàëü-
íîìó ìåõàíèçìó. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò 
ê óñëîâèþ ( ) max2

max , /( cos )i i id d m R⎡ ⎤≥ α⎣ ⎦ , ãäå 
(d

i
)

2
 ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó êîðíþ ïî-

ëèíîìà p
i
. 

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííî-
ìó ñëó÷àþ. Ðàññìîòðèì ìàíèïóëÿòîð 3-RPR, 
âûõîäíîå çâåíî è îñíîâàíèå êîòîðîãî èìåþò 
ôîðìó ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ. Îáîá-
ùåííûå êîîðäèíàòû èìåþò çíà÷åíèÿ q

10
, q

20
, q

30
, 

òàê ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè I
1
 è P ðàâíî 

2b
1
, à ñòîðîíà B

1
B

2
 òðåóãîëüíèêà ïëàòôîðìû ïà-

ðàëëåëüíà ñòîðîíå A
1
A

2
 îñíîâàíèÿ (ðèñ. 5), ãäå 

b
1
 = 0,1 ì – ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè B

1
 è P, 

óãîë α
1
 ðàâåí 0. Ñèëà f è ìîìåíò m ïðèëîæåíû 

â òî÷êå P.
Ïðè ýòîì γ

1
 = 2, è èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-

íèå 1 1 1 max2 / 2 /R f m d f m b R= + = + ≤ . Íàïðè-
ìåð, âåëè÷èíà f ñèëû f ðàâíà R

max
/3 = 100 Í (ýòî 

ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ u
1
 > 0), à ìîìåíò ðàâåí 

R
max

b
1
/3 = 10 Í⋅ì. Èòàê, R

1
 = R

max
 = 300 Í. Ïðå-

äåëüíîå çíà÷åíèå ðåàêöèè â øàðíèðå B
1
 èìååò 

ìåñòî, êîãäà d
1
 = b

1
 = 0,1 ì. 

Åñëè u
i
 < 0, òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò 

ê óñëîâèþ 

  ( maxmax /( cos ),im R α
 ) ( )1

/(2cos )i i i ib d dβ ≤ ≤ . 
Çäåñü (d

i
)

1
 âíîâü ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëü-

íîìó êîðíþ ïîëèíîìà p
i
.

á
Ðèñ. 4. Çàìåùàþùèå ìåõàíèçìû, 

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæåíèÿì ìãíîâåííîìó 
öåíòðó ñêîðîñòåé I

1
 çà ïëàòôîðìîé (à) 

è ïåðåä ïëàòôîðìîé (á)

Ðèñ. 5. Ìàíèïóëÿòîð 3-RPR â êîíôèãóðàöèè, 
ñîîòâåòñòâóþùåé óñëîâèþ u

1
 > 0
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Ïðèâåäåì ïðèìåð. Öåíòð ïëàòôîðìû ñîâïà-
äàåò ñ öåíòðîì áàçû, à ëèíèÿ B

1
B

2
 ïàðàëëåëüíà  

A
1
A

2
 (ðèñ. 6).

Ñèëà f è ìîìåíò m ïðèëîæåíû â òî÷êå P. Äëÿ 
äàííîãî ïðèìåðà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè B

1
 

è I
1
 ðàâíî 3b

1
 (ïðèíÿòî, ÷òî b

1
 = 0,1 ì), óãîë 

α
1
 = 0, γ = 2/3. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñîîòíîøå-

íèå 1 1 1 max2 / 3 / 2 / 3 /(3 )R f m d f m b R= + = + ≤
 
. 

Ïóñòü ñèëà f ðàâíà 4R
max

/3 = 240 Í (ýòî ñîîòâåò-
ñòâóåò óñëîâèþ u

1
 < 0), à ìîìåíò ðàâåí R

max
b

1
/3= 

=6 Í⋅ì. Ñîîòâåòñòâåííî R
1
 = R

max
 = 180 Í. Ïðå-

äåëüíîå çíà÷åíèå ðåàêöèè â øàðíèðå B
1
 èìååò 

ìåñòî, êîãäà d
1
 = 3b

1
 = 0,3 ì. 

Åñëè u
i
 = 0, òî maxcos /i f Rα = . Äàííîå ñî-

îòíîøåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê 0 i i iv d w≤ + , ãäå 
( )2 cosi i iv f b f m= β − , 2 2 2

i iw m f b= − . Ñëåäó-

åò âûäåëèòü òðè ñëó÷àÿ: v
i
 > 0, v

i
 < 0 è v

i
 = 0. Îíè 

ïðèâîäÿò ê ðàçíûì óñëîâèÿì, êîòîðûå äîëæíû 
áûòü ñîîòíåñåíû ñ íåðàâåíñòâîì (1).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óêàçàíû â òàáë. 1. 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìàíèïóëÿòîðà ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (ñì. ðèñ. 1) äîñòàòî÷íî ðàññìî-
òðåòü óãîë äàâëåíèÿ ïðè maxcos /i f Rα ≥ , ïî-
ñêîëüêó ðàññòîÿíèå d

i
 íå îïðåäåëåíî. 

Ñëåäóåò òàêæå ðàññìîòðåòü ðåàêöèè â ïîìå-
æóòî÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ, òàê êàê îíè 
òîæå ìîãóò ïðåâûøàòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ. 
Ìîæíî âûðàçèòü ðåàêöèè â ïðîìåæóòî÷íûõ 
ïàðàõ êàê ëèíåéíûå ôóíêöèè îò ðåàêöèé, íàé-
äåííûõ âûøå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû 
ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç-
áåæàòü íåðàáî÷èõ ñîñòîÿíèé ìåõàíèçìà, íåîá-
õîäèìî ðàññìàòðèâàòü ðåàêöèè âî âñåõ êèíåìà-
òè÷åñêèõ ïàðàõ. 

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ 
ðàáî÷åé çîíû
Ðàññìîòðèì ðåàêöèè â êèíåìàòè÷åñêèõ 

ïàðàõ âíóòðè ðàáî÷åé çîíû äâóõ ïëîñêèõ ìàíè-
ïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ. Îäèí èç íèõ ñîîò-
âåòñòâóåò ïÿòèçâåííîìó ìåõàíèçìó (ñì. ðèñ. 1) 
è èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, äðóãîé - ìàíè-
ïóëÿòîð òèïà 3-RPR ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîìó 
àíàëîãó ðîáîòà PAMINSA, ðàçðàáîòàííîìó 
â Íàöèîíàëüíîì èíñòèòóòå ïðèêëàäíûõ íàóê 
(ã. Ðåíí, Ôðàíöèÿ) [6]. 

Ïëîñêèé ïÿòèçâåííûé ìàíèïóëÿòîð ñîîòâåò-
ñòâóåò ðîáîòó DexTAR ñ ïàðàìåòðàìè: 

l
AB

 = l
DE

 = l
AB

 = l
DE

 = 0,23 ì; a = 0,1375 ì.
Äëÿ ïÿòèçâåííîãî ìåõàíèçìà (ðèñ. 7) ìîæíî 

ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà AT, âûðàæàþùàÿ êîîðäè-

Òàáëèöà 1
Óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íåðàáî÷èõ ñîñòîÿíèé ìåõàíèçìà, îïðåäåëÿåìûõ ðåàêöèÿìè 

â êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ, ñîïðÿæåííûõ ñ ïëàòôîðìîé

im fb> im fb< im fb=

max

cos i
f

R
< α ( )2

max

max ,
cosi i

i

m
d d

R
⎛ ⎞

≥ ⎜ ⎟α⎝ ⎠

max

cos i
f

R
> α  − 

2 2 2

max

cos sin
cos i i i

i
i

m f b m
R b

β + β −
α ≥ , ( )1

max cos i i
i

m
d d

R
≤ ≤

α

max

cos i
f

R
= α  − 

b(i) > 0 b(i) < 0 b(i) = 0 b(i) > 0 b(i) < 0 b(i) = 0

( )

( )
max

max ,
cos

i

i i
i

m cd
R b

⎛ ⎞−
≥ ⎜ ⎟α⎝ ⎠

 −  − 
max cosi

i

m
d

R
≥

α
 − 

i id b≥  , 
äëÿ 

0iβ =

Ðèñ. 6. Ìàíèïóëÿòîð 3-RPR â êîíôèãóðàöèè, 
ñîîòâåòñòâóþùåé öåíòðó ðàáî÷åé çîíû 

è óñëîâèþ u
1
 < 0
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Òàáëèöà 2 
Ðåàêöèè â ïðîìåæóòî÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ

Òèï öåïè Ðåàêöèè â ïàðàõ Òèï öåïè Ðåêöèè â ïàðàõ
RPR T

Aiw  = [ T
Aif ,τ]T, 

T
Ciw  = [ T

Cif , m
Ci

]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

i iRτ = ρ ; 

Ci i im l R=

RPR T
Aiw  = [ T

Aif , 0]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , 0]T, 

Ai Ci iR= = τ =f f

RRR T
Aiw  = [ T

Aif ,τ]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , 0]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

1 cosi i il Rτ = ε

RRR T
Aiw  = [ T

Aif , 0]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif ,τ]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

2 sini i il Rτ = ε

PRR T
Aiw  = [ T

Aif , m
Ai

]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , 0]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

1 sinAi i i im l R= ε ;

cosi iRτ = ε

PRR T
Aiw  = [ T

Aif , 0]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , τ]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

2 sini i il Rτ = ε ;

PPR T
Aiw  = [ T

Aif , m
Ai

]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , m
Ci

]T, 

Ai Ci iR= =f f ; 

1 cosAi i i i im R l= ρ − ε ;

2Ci i im R l= ;

sini iRτ = ε

PPR T
Aiw  = [ T

Aif , m
Ai

]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , m
Ci

]T, 

Ai Ci iR= =f f ;

1 cosAi i i i im R l= − ρ ε ;

2 cosCi i i im R l= ε ;

sini iRτ = ε

PRP T
Aiw  = [ T

Aif , m
Ai

]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , m
Ci

]T, 

ãäå

Ai Ci iR= =f f ; 

1 sinAi i i im R l= ε ;

Ci i im R= ρ ;

cosi iRτ = ε

RRP T
Aiw  = [ T

Aif , m
Ai

]T, 
T
Ciw  = [ T

Cif , m
Ci

]T, 
ãäå

Ai Ci iR= =f f ; 

Ci i im R= ρ ;

1 sini i iR lτ = ε
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à

íàòû âåêòîðîâ-óñèëèé [3, 5], ïåðåäàâàåìûõ íà 
âûõîäíîå çâåíî, èìååò âèä:

 [ ] 1 2T

1 2

cos cos
sin sin

ψ ψ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥ψ ψ⎣ ⎦

1 2A R R .

Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðèâî-
äå 2 (èëè 1) íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè v1 (èëè v2) 
òî÷êè Ñ ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè CD (èëè BC)
(ñì. ðèñ. 7). Ñëåäîâàòåëüíî,

                  2

2

sin
cos
− ψ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ψ⎣ ⎦
1v .

Â ðåçóëüòàòå èìååì âûðàæåíèå äëÿ óãëà äàâ-
ëåíèÿ:

( )( )
T

1 1
1 2 1cos cos sin− −⎛ ⎞

α = = ψ − ψ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1

1 1

R v
R v

( )
T

1 1
2cos sin cos− − ⎛ ⎞

= ε = α = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2

2 2

R v
R v

.

Óãîë ε ñîîòâåòñòâóåò óãëó ïåðåäà÷è, ïðè åãî 
ôèêñàöèè ïîëó÷àåì òðåóãîëüíèê BCD è ìåõà-
íèçì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû (ðèñ. 8).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äîïóñòèìûå ìàêñè-
ìàëüíûå ðåàêöèè R

max
, à òàêæå äåéñòâóþùóþ 

ñèëó f, ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ìàê-
ñèìàëüíóþ âåëè÷èíó óãëà äàâëåíèÿ α. Äëÿ ôèê-
ñèðîâàííîé âåëè÷èíû óãëà α

max
 èìåþò ìåñòî 

÷åòûðå âîçìîæíûå âåëè÷èíû óãëà ε (ñì. ðèñ. 8). 
Òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåñòî ÷åòûðå ìåõà-

íèçìà, âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò âçàèìíîãî ïî-
ëîæåíèÿ çâåíüåâ ïÿòèçâåííèêà. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîëîæåíèÿ òî÷êè Ñ, 
ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðîìó óãëó äàâëåíèÿ è 
íåêîòîðîé ðåêöèè. Çàâèñèìîñòü ðåàêöèè îò ïî-
ëîæåíèÿ äëÿ ÷åòûðåõ ñáîðîê ÷åòûðåõçâåííèêà 
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 9. Âíåøíèé êîíòóð íà ðèñóí-

  
Ðèñ. 8. Ìåõàíèçìû, ñîîòâåòñòâóþùèå 

ôèêñèðîâàííîìó óãëó α
max

:
à − ( )1

1 maxsin cos−ε = α ; á − 2 1ε = ε + π ; 
â − 3 1ε = −ε ; ã − 4 1ε = −ε + π

Ðèñ. 7. Ïÿòèçâåííûé ìåõàíèçì

á

â

ã
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á ã

à

à â

ã

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ðåàêöèè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè Ñ â ðàáî÷åé çîíå ïðè f = 100 Í: 
à − ( )1

1 maxsin cos−ε = α ; á − 2 1ε = ε + π ; â − 3 1ε = −ε ; ã − 4 1ε = −ε + π

Ðèñ. 10. Ðàáî÷àÿ çîíà â çàâèñèìîñòè îò óãëà α
max

: 
a − α

max
 = 20°; á − α

max
 = 40°; â − α

max
 = 60°; ã − α

max
 = 80°

â

á
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êå ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó òèïó ñèíãóëÿðíîñòè 
[3], êîãäà òåðÿåòñÿ ñòåïåíü ñâîáîäû; âíóòðåí-
íÿÿ áîëåå æèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò âòîðî-
ìó òèïó ñèíãóëÿðíîñòè [3] ïðè íåóïðàâëÿåìîé 
ïîäâèæíîñòè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷åì áëèæå 
ìåõàíèçì êî âòîðîìó òèïó ñèíãóëÿðíîñòè, òåì 
áîëüøå ðåàêöèè.

Äàëåå ðàññìîòðèì âèä ðàáî÷åé çîíû, îãðàíè-
÷åííîé óñëîâèåì ìàêñèìàëüíîãî óãëà äàâëåíèÿ 
(ðèñ. 10). Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå äîïóñòè-
ìûé óãîë α

max
, òåì áîëüøå ðàáî÷àÿ çîíà. Êðîìå 

òîãî, ïðè ìàëûõ äîïóñòèìûõ óãëàõ äàâëåíèÿ ðà-
áî÷àÿ çîíà äåëèòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé.

Ðàññìîòðèì ìàíèïóëÿòîð PAMINSA 
(ðèñ. 11, à), êîòîðûé èìååò ïàðàëëåëüíóþ 
ñòðóêòóðó è ÷åòûðå ñòåïåíè ñâîáîäû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå äâèæåíèÿì Øåíôëèññà – òðè ïî-
ñòóïàòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ è îäíî âðàùåíèå. 

Ðèñ. 11. Ìàíèïóëÿòîð PAMINSA: à – îáùèé âèä; 
á – ìîäåëü ïëîñêîãî ìåõàíèçìà

Ðèñ. 12. Ðåàêöèè â ïàðå B
1
 âíóòðè ðàáî÷åé çîíû 

äëÿ ðàçíûõ óãëîâ ϕ îðèåíòàöèè ïëàòôîðìû ïðè 
f = 100 Í è m = 5 Í⋅ì: 

a − ϕ = 0°; á − ϕ = 25°; â − ϕ = 50°

â

à

à á

á
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â å

à ã

á ä

Ðèñ. 13. Ðàáî÷àÿ çîíà ïðè ïîñòîÿííîé îðèåíòàöèè ϕ â ôóíêöèè îò R
max

: 
a − ϕ = 0°, R

max
 = 200 Í; á − ϕ = 0°, R

max
 = 110 Í; â − ϕ = 25°, R

max
 = 200 Í; 

ã − ϕ = 25°, R
max

 = 110 Í; ä − ϕ = 50°, R
max

 = 200 Í; å − ϕ = 50°, R
max

 = 110 Í

Â ýòîì ðîáîòå âåðòèêàëüíîå ïåðåìåùåíèå êèíå-
ìàòè÷åñêè ðàçâÿçàíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùå-
íèé â ïëîñêîñòè. Åñëè âåðòèêàëüíûå äâèæåíèÿ 
çàáëîêèðîâàíû, òî ýòîò ìàíèïóëÿòîð ñîîòâåò-
ñòâóåò ïëîñêîìó ìåõàíèçìó 3-RPR (ðèñ. 11, á) 
ñ îñíîâàíèåì è ïëàòôîðìîé, âûïîëíåííûìè 

â âèäå ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêîâ. Ðàäèóñû 
îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: 
äëÿ îñíîâàíèÿ R

b
 = 0,35 ì, äëÿ ïëàòôîðìû 

R
p
 = 0,1 ì.
Äëÿ ìàíèïóëÿòîðà 3-RPR ìîæíî ïîêàçàòü, 

÷òî åñëè ïðèâåäåíèå îñóùåñòâëåíî îòíîñèòåëü-



À
Í

À
Ë

È
Ç

 È
 Ñ

È
Í

Ò
Å

Ç
 Ì

À
Ø

È
Í

Ñ. Áðèî, Â. Àðàêåëÿí, Â. À. Ãëàçóíîâ

12

íî òî÷êè B
1
, ìàòðèöà AT êîîðäèíàò âåêòîðîâ–

óñèëèé [3, 5], ïåðåäàâàåìûõ íà âûõîäíîå çâåíî, 
èìååò âèä:

     
[ ]T

1 2 3m m m
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 2 3
1 2 3

f f f
A R R R ;

                 [ ]T sin cosi i iq q= −f ;

     
         1 0m = ; 

T

2

sin
3

cospm R
− ϕ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ϕ⎣ ⎦
2f ;

             

( )
( )

T

3

sin / 3
3

cos / 3pm R
⎡− π + ϕ ⎤

= ⎢ ⎥π + ϕ⎣ ⎦
3f .

 
Äëÿ òî÷åê B

2
 è B

3
 âûðàæåíèÿ áóäóò àíàëî-

ãè÷íû. Äëÿ ýòîãî ìåõàíèçìà ìîãóò áûòü íàéäå-
íû óãëû äàâëåíèÿ, à òàêæå ìãíîâåííûå öåíòðû 
âðàùåíèÿ äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ [12].

Â çàâèñèìîñòè îò óãëà ϕ ïîâîðîòà ïëàòôîð-
ìû è ïîëîæåíèÿ òî÷êè B

1
 âíóòðè ðàáî÷åé çîíû 

ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåàêöèè â äàííîé êèíå-
ìàòè÷åñêîé ïàðå (ðèñ. 12), â ÷àñòíîñòè ýòî ñäå-
ëàíî äëÿ ñèëû f = 100 Í è ìîìåíòà m = 5 Í⋅ì. 
Íà ýòîì ðèñóíêå øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâó-
åò ñèíãóëÿðíîñòè âòîðîãî òèïà [3], êîòîðàÿ âîç-
íèêàåò ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ [6]: 

– äëÿ çàäàííîé îðèåíòàöèè ïëàòôîðìû ϕ 
òî÷êà P ðàñïîëîæåíà íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì 
â òî÷êå O, èìåþùåé ðàäèóñ 2 2 2 cosb p b pR R R R+ − ϕ ;

– äëÿ óãëà îðèåíòàöèè ϕ 1cos ( / )p bR R−= ±  
èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíîñòü ïðè ëþáîì ïîëîæå-
íèè òî÷êè P.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÷åì áëèæå ïëàòôîðìà 
ê ïîëîæåíèþ ñèíãóëÿðíîñòè, òåì áîëüøå ðåàê-
öèÿ. Êðîìå òîãî, ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðåàê-
öèè èìåþò ìåñòî â öåíòðå ðàáî÷åãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ðàññìîòðèì ðàáî÷åå ïðîñòðàíñòâî äàííî-
ãî ïëîñêîãî ìàíèïóëÿòîðà, ãðàíèöû êîòîðîãî 
îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ðåàêöèè ïðè-
íèìàþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â îòëè÷èå îò 
ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíèöó ðàáî÷åé 
çîíû ìîæíî áûëî íàéòè àíàëèòè÷åñêè, äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà íåîáõîäèì ÷èñëåí-
íûé ïîäõîä. Îí îñíîâàí íà äèñêðåòèçàöèè ðà-
áî÷åãî ïðîñòðàíñòâà ïî ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì 
(r, θ). Äëÿ çàäàííîãî óãëà θ è ðàäèóñà r àëãîðèòì 
ïðåäïîëàãàåò àíàëèç âîçìîæíîñòè ìàíèïóëÿòî-
ðà âûäåðæàòü ïðèëîæåííóþ ñèëó, ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóþòñÿ äàííûå òàáë. 1. Åñëè ðåàêöèÿ ïðå-
âûøàåò äîïóñòèìîå çíà÷åíèå, òî çàïîìèíàåòñÿ 
ïðåäûäóùàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ãðàíè-
öå ðàáî÷åé çîíû. Ôîðìà ðàáî÷åé çîíû çàâèñèò 

îò ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîé âåëè÷èíû ðåàêöèè 
R

max
 âî âðàùàòåëüíîé ïàðå, ñîîòâåòñòâóþùåé 

òî÷êå B
i
, è îò óãëà ϕ îðèåíòàöèè ïëàòôîðìû 

(ðèñ. 13). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÷åì ìåíüøå α
max

, 
òåì ìåíüøå ðàáî÷åå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå äëÿ 
âñåõ ñëó÷àåâ èìååò ëèøü îäèí ñåãìåíò. 

Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì îïðåäåëå-

íèÿ áëèçîñòè ê âûðîæäåííûì êîíôèãóðàöèÿì 
ïëîñêèõ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, 
îñíîâàííûé íà ñèëîâîì àíàëèçå è ñîïîñòàâ-
ëåíèè âîçíèêàþùèõ ðåàêöèé ñ äîïóñòèìûìè. 
Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ óãëû äàâëåíèÿ, 
à òàêæå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëèíèåé ïðèëîæåíèÿ 
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèëû è ìãíîâåííûì öåíòðîì 
âðàùåíèÿ. Äëÿ ìàíèïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ 
áûëè ïîñòðîåíû ðàáî÷èå çîíû ñ ãðàíèöàìè, ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïðåäåëüíî äîïóñòèìûì ðåàê-
öèÿì â êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàõ. Ìîæíî ñäåëàòü 
âûâîä, ÷òî âèä è ðàçìåð ðàáî÷åé çîíû â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè çàâèñÿò îò äîïóñòèìîé ñèëû 
ðåàêöèè è äîïóñòèìîãî óãëà äàâëåíèÿ. 
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