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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ 
ÑÈÑÒÅÌ ÀÌÎÐÒÈÇÀÖÈÈ Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ 
ÊÎÌÌÓÒÀÖÈÅÉ ×ÀÑÒÅÉ ÓÏÐÓÃÈÕ 
ÝËÅÌÅÍÒÎÂ*

Á. À. Êàëàøíèêîâ, Â. Â. Áîõàí

Ââåäåíèå
Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ÷àñòîòíîé çàâèñèìî-

ñòè êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ 
â ñèñòåìàõ àìîðòèçàöèè (ÑÀ) ìîæåò áûòü äî-
ñòèãíóò ïóòåì äèñêðåòíîé êîììóòàöèè (ÄÊ) 
÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, â ìîìåíòû êîòîðîé 
ñîçäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîå ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ [1]. Ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå 
ýòîãî ïàðàìåòðà îáåñïå÷èâàåò èíòåíñèôèêàöèþ 
âíóòðåííèõ íåîáðàòèìûõ ïðîöåññîâ, áëàãîäàðÿ 
÷åìó â ðåçîíàíñå äîñòèãàåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëü-
øåå çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà, ÷åì â ñëó÷àå 
îáû÷íîãî ìåõàíèçìà âíóòðåííåãî òðåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè ïàðàìåòðîâ

                   
( ),1 , ,, , 0F q r q rM A M μ =                (1)

ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü áåçðàçìåðíûå ñðåäíåå 

1
avLΔ  è àìïëèòóäíîå 1

aLΔ  çíà÷åíèÿ ýòîãî ñìå-
ùåíèÿ, ðàññåÿííóþ çà ïåðèîä ýíåðãèþ WΔ . 
Âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ íå çàâèñÿò îò òèïà ðàáî÷åãî 
òåëà è èìåþò âèä

          

( )( )
( )

2
, , ,

1 2 2
, ,

1q r q r q rav

q r q r

M M A
L

M A

− μ + −
Δ = μ

μ + −
,      (2à)

                   

( )
( )

,
1 2 2

, ,

1 q ra

q r q r

A
L

M A

μ μ +
Δ =

μ + −
,              (2á)

                  
( )1 , ,, ,a

q r q rW L f A MΔ = Δ μ .             (2â)

 * Статья является продолжением публикации материалов 
исследования динамики систем амортизации с дискретной 
коммутацией частей упругих элементов. См. «Машино-
строение и инженерное образование», 2009. № 1.© Á. À. Êàëàøíèêîâ, Â. Â. Áîõàí, 2009

ÊÀËÀØÍÈÊÎÂ 
Áîðèñ 
Àëåêñàíäðîâè÷

Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû 
«Àâèà- è ðàêåòîñòðîåíèå» Îìñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÎìÃÒÓ). 
Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ – äèíàìèêà íåëè-
íåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Àâòîð ìîíîãðà-
ôèè, ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ, áîëåå 50 íàó÷íûõ òðó-
äîâ, 7 èçîáðåòåíèé.

ÁÎÕÀÍ 
Âëàäèìèð 
Âèêòîðîâè÷ 

Ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìå-
õàíèêè ðåçèíîêîðäíûõ îáîëî÷åê ÔÃÓÏ «Íàó÷íî-
ïðîèçâîäñòâåííîå ïðåäïðèÿòèå «Ïðîãðåññ» 
(ã. Îìñê). Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ – äèíàìè-
êà íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, àêóñòèêà. 
Àâòîð îäíîé íàó÷íîé ñòàòüè.
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Â ôîðìóëàõ (1), (2) è äàëåå â ñòàòüå èñ-
ïîëüçóþòñÿ áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû – àì-
ïëèòóäà, ñìåùåíèå öåíòðà îòíîñèòåëüíûõ 
êîëåáàíèé è îòíîøåíèå ìàññ , , 1,0q r q rA a l= , 

, , 1,01q r q rM m l= + , 2 1,0M Mμ = , ãäå a
q,r

, m
q,r

 – 
àìïëèòóäà è ñìåùåíèå öåíòðà îòíîñèòåëüíûõ 
êîëåáàíèé; Ì

2
, Ì

l,0
 – ìàññû àêêóìóëèðóþùåé 

è äåôîðìèðóåìîé ÷àñòåé óïðóãîãî ýëåìåíòà 
â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî; 1,0l  − äëèíà äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè ýëå-
ìåíòà â ýòîì æå ñîñòîÿíèè. 

Â ñëó÷àå ÑÀ, èñïîëüçóþùèõ â êà÷åñòâå 
óïðóãèõ ýëåìåíòîâ òâåðäûå äåôîðìèðóåìûå 
òåëà, óðàâíåíèå (1) è âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå 
(2â) ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ f  êîíêðåòèçèðóþòñÿ 
â âèäå [1]

( )
2
,

,1 , , , 2 2
, ,

, , 1 0q r
F q r q r q r

q r q r

A
M A M M

M A
μ

μ = − + =
−

, (3)

           
( ), , , , 1 1, , 4 l unl

hb q r q r q r q rf A M M A c cμ = ,         (4)

ãäå ,
1

, ,

1 1
1

l unl

q r q r

c
M A

⎛ ⎞μ
= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ + + η⎝ ⎠

 − æåñòêîñòü 

äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè ïðè íàãðóæåíèè è ðàç-
ãðóçêå ýëåìåíòà, η  − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ æåñòêî-
ñòè è îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ â [1] ïîëó÷åíû 
âûðàæåíèÿ

             

( ) ,
, 2 2

, ,

1 1
1

q r
eq q r

q r q r

M
c     A

M A
⎛ ⎞μ

= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ + −⎝ ⎠
,
      

(5à)

            
( ) ,

, 2 2
, , ,

2 q r
q r

q r q r q r

M
A

M M A
μ

ψ = ⋅
πη + μ −

,     (5á)

ãäå ( )( ),nat eq q rc Aη = ω ω  − áåçðàçìåðíàÿ ÷à-
ñòîòà âîçìóùåíèÿ; ω – ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ;

natω  − ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òîëüêî îäíîé äå-
ôîðìèðóåìîé ÷àñòè.

Â çîíå íèçêî÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà êîýôôè-
öèåíò îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ (5, á) äîñòèãà-
åò çíà÷åíèÿ ψ = 0,4 – 0,6 ñ ìîíîòîííûì óìåíü-
øåíèåì åãî â çàðåçîíàíñíîé çîíå.

Íåîäíîçíà÷íàÿ óñòîé÷èâàÿ ÷àñòü ïîâåðõ-
íîñòè ñâÿçè ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ è îòíîøåíèÿ 
ìàññ ÷àñòåé ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé èç òâåðäûõ äåôîð-
ìèðóåìûõ òåë ñîäåðæèò êðèâóþ ýêñòðåìàëüíûõ 
àìïëèòóä ( ), ,, ,q r q rA M μM , íà êîòîðîé ïðîèçâî-
äíàÿ îò ñìåùåíèÿ ïî àìïëèòóäå ìåíÿåò çíàê. 
Àìïëèòóäíûå è ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 
ïàðàìåòðîâ ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, 
ðàññåÿííàÿ çà ïåðèîä ýíåðãèÿ, ýêâèâàëåíòíûå 
êîýôôèöèåíòû, ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà îòíîñè-

òåëüíûõ êîëåáàíèé è äð. çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿ 
èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçè. 
Ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ,q rA  è ,q rM  íåçàâèñèìî 
îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ  íå äîëæíû ïðåâîñõîäèòü 
çíà÷åíèé ,

extr
q rA , ,

extr
q rM , ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâîé 

ýêñòðåìàëüíûõ àìïëèòóä M , òàê êàê â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò «ñðûâ» èçîáðàæàþùåé 
òî÷êè íà íåóñòîé÷èâóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè 
ñâÿçè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ àìïëèòó-
äà êèíåìàòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ lim

0 0 1,0X x l= , 
ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðåçîíàíñ îòíîñèòåëü-
íûõ êîëåáàíèé, äîëæíà îãðàíè÷èâàòüñÿ ýòèìè 
çíà÷åíèÿìè ,

extr
q rA , ,

extr
q rM , â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñÿ-

ùèìè îò îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé μ  (ðèñ. 1).
Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ 

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êðèâîé ýêñ-
òðåìàëüíûõ àìïëèòóä íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçè 
ïàðàìåòðîâ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé èç òâåðäûõ äåôîð-
ìèðóåìûõ òåë ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ  îñîáåííî-
ñòåé àìïëèòóäíûõ, ÷àñòîòíûõ è äðóãèõ õàðàê-
òåðèñòèê êàê íà ýòîé êðèâîé, òàê è íà îáåèõ 
óñòîé÷èâûõ ÷àñòÿõ ïîâåðõíîñòè ñâÿçè ïåðèîäè-
÷åñêèì ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì ñìåùåíèÿ 
ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Àíàëèç ãåîìåòðè÷åñêèõ 
îñîáåííîñòåé ïîâåðõíîñòè ñâÿçè 
ïàðàìåòðîâ
Óñòîé÷èâóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñâÿçè ïàðà-

ìåòðîâ stS  (3) ïðåäñòàâèì â ïîâåðíóòîì âèäå 
(ñì. ðèñ. 1, à). 

Ñå÷åíèå óñòîé÷èâîé ÷àñòè ïîâåðíóòîé ïî-
âåðõíîñòè ñâÿçè stS  âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ 
4 μ=const (ñì. ðèñ. 1, à) ïîêàçûâàåò îäíîçíà÷íóþ 
çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îò ñìåùåíèÿ, êîòîðàÿ 
èìååò ìàêñèìóì ïðè ëþáîì îòíîøåíèè ìàññ μ  
(òî÷êè ih ). ×åðåç íèõ è ïðåäåëüíûå òî÷êè a  è 
f  (íà ðèñ. 1, à òî÷êà f ñîâïàäàåò ñ h, òàê êàê 

ïðè μ → ∞  òî÷êè h f→ ) ïðîõîäèò êðèâàÿ 3 M
, íà êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ îò ñìåùåíèÿ ïî àì-
ïëèòóäå ìåíÿåò çíàê. Ýòà îñîáåííîñòü ïîâåðõ-
íîñòè ñâÿçè ïàðàìåòðîâ îáíàðóæèâàåò ñåáÿ âî 
âñåõ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, âêëþ÷àÿ 
÷àñòîòíûå.

Ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (3) íà 
îòðåçêå [ ], 0,1q rM ∈  (ñì. ðèñ. 1, à) îòíîñèòåëüíî 
àìïëèòóäû, ïîëó÷èì äëÿ íåå âûðàæåíèå, çàâè-
ñÿùåå îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ  êàê îò ïàðàìåòðà

     

( )( )
( )

, , ,

,

1 1
A  =

1
q r q r q r

q r

M M M

M

− − − μ

μ − −q, r .     (6)
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Èññëåäóÿ ýòó ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì, íàéäåì 
òî÷êè ìàêñèìóìîâ ih ; ëèíèÿ 6 íà ðèñ. 1, á, ïðî-
õîäÿùàÿ ÷åðåç íèõ, – ýòî ïðîåêöèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êðèâîé 3 (ñì. ðèñ. 1, à) íà ïëîñêîñòü 

0μ = .
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ýòîé êðèâîé ïðîäèôôåðåíöèðóåì 
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (3) ïî ñìåùåíèþ 

,q rM . Ïîëó÷èì íå çàâèñÿùåå îò îòíîøåíèÿ ìàññ 
μ  óðàâíåíèå

                   
( )2

, , ,3 2q r q r q rA M M= − ,              (7)
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé äâå íîðìàëüíûå ïîâåðõ-
íîñòè: âåðõíþþ t

nS  [1] è íèæíþþ b
nS , êðèâèçíà 

êîòîðûõ â íàïðàâëåíèè îñè μ  0k = . Ïîëîæè-
òåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (7)

( )2

,
,

3 1 1
3

q r
q r

M
A

− −
= , ïðè  ,q rM ∈[0,1]    (8)

åñòü âûðàæåíèå äëÿ êðèâîé 6 íà ðèñ. 1, á. 
Ïðè

 ,q rM < 0 àìïëèòóäà ,q rA  òàêæå áóäåò ïî-
ëîæèòåëüíîé, íî íà÷èíàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ  êðèâàÿ áóäåò èç ëþáîé òî÷êè ïðÿìîé ed 
(ñì. ðèñ. 1, a).

Ðàçðåøèâ (7) îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèÿ, 
íàéäåì äâà êîðíÿ

( )
2
,1

,

1 1 3
3

q r
q r

A
M

+ +
=  è ( )

2
,2

,

1 1 3
3

q r
q r

A
M

− +
= .   (9)

Èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ (9) ñëåäóåò (ñì. ðèñ. 1, á), 
÷òî ïðè àìïëèòóäå , 0q rA =  ñìåùåíèå , 2 3q rM = , 
à ïðè , 1q rA =  , 1q rM =  (òî÷êè f  è a  íà ðèñ. 1, á). 
Ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòåé stS  è t

nS  äàåò ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ M (ëèíèÿ 3 íà ðèñ. 1, 
à).

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè 
(3) ñîîòíîøåíèÿ (9), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâóõ 
êàñàòåëüíûõ ïîâåðõíîñòåé: âíóòðåííåé t

iS  [1] 
è âíåøíåé t

eS
3 2

2 2
, ,i,

t

1 3 1 31 1S
3 2 3 2

q r q re
A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ± − ±
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

–

( )
2
, 2 2

, ,

1 31 1 0
3 2

q r
q r q r

A
A A

⎛ ⎞+
⎜ ⎟− ± + μ + =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     (10)

Âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü t
iS  (çíàê ïëþñ 

â (10)) óäîâëåòâîðÿåò îäíîâðåìåííî óðàâíå-
íèÿì (3) è (7) è ïîýòîìó áóäåò êàñàòüñÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçè stS , íà 
êîòîðîé ñìåùåíèå [ ], 0,1q rM ∈ . Âíåøíÿÿ êà-
ñàòåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü t

eS  (çíàê ìèíóñ â (10)) 
åñòü âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü , 0q rA = .

Ïàðàìåòðèçóÿ âíà÷àëå óðàâíåíèå íîðìàëü-
íûõ ïîâåðõíîñòåé (7) [2], ïîëó÷èì

           
( ), 2

2
3q rM t

t
=

−
 è ( ), 2

2
3q r

tA t
t

=
−

,      (11)

ãäå ïàðàìåòð [ ]0, 1t ∈ .

Ðèñ. 1. Óñòîé÷èâàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñâÿçè ïàðàìåòðîâ stS :
à –  â ïîâåðíóòîì âèäå: 1 – âåðõíÿÿ ÷àñòü t

stS ; 2 – íèæíÿÿ ÷àñòü b
stS ; 3 – êðèâàÿ ýêñòðåìàëüíûõ 

àìïëèòóä ( ), ,, ,q r q rA M μM ; 4 – âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü μ=const;  
á – ïðîåêöèè åå ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè μ=const íà ïëîñêîñòü q ,r q ,rA M− : 

1 0− μ = ; 2 0,5− μ = ; 3 1;− μ =  4 – 1,5μ = ; 5 2− μ =

à                                                               á
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Äàëåå, èñêëþ÷àÿ ïðè ïîìîùè (7) êâàäðàò 
àìïëèòóäû èç óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ñâÿçè 
(3), íàéäåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ñìåùåíèåì 
öåíòðà êîëåáàíèé ,q rM  è îòíîøåíèåì ìàññ μ  
íà êðèâîé M

   
( ) ( ), , ,2 4 3 2 1 0q r q r q rM M M⎡ ⎤− − μ + μ + =⎣ ⎦ .  (12)

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñìå-
ùåíèÿ ,q rM , ïîëó÷èì òðè êîðíÿ 

    
( )1
, 0q rM = ; ( )

2
2
,

8 931
4 4q rM

μ + μ
= + μ + ;

             ( )
2

3
,

8 931
4 4q rM

μ + μ
= + μ − ,           (13)

èç êîòîðûõ êðèâîé M  íà îòðåçêå [ ], 0,1q rM ∈  
óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òðåòèé êîðåíü (ðèñ. 2).

Åñëè ñìåùåíèå ( )3
, 1q rM = , òî îòíîøåíèå 0μ =  

è îáðàòíî. Ïðè ýòîì àìïëèòóäà èç (8) , 1q rA = . 
Ïðè μ → ∞  ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ íà 
êðèâîé M  íàõîäèòñÿ êàê 

    

2
lim
,

8 93 2lim 1
4 4 3q rM

μ→∞

⎛ ⎞μ + μ
⎜ ⎟= + μ − =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    (14)

à àìïëèòóäà èç (8) lim
, 0q rA = .

Èñêëþ÷àÿ èç (12) ïðè ïîìîùè ïåðâîãî âûðà-
æåíèÿ (11) ñìåùåíèå ,q rM , íàéäåì çàâèñèìîñòü 

( )tμ . Îáúåäèíèâ åå ñ (11), ïîëó÷èì ïàðàìåòðè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé ýêñòðåìàëüíûõ 
àìïëèòóä ( ), ,, ,q r q rA M μM  (ñì. ðèñ. 1–3)

                             
( ), 2

2 ;
3q r

tA t
t

=
−                   (15a)

                             
( ), 2

2
3q rM t

t
=

− ;                (15á)

                            
( ) ( )

( )

22

2 2

1

3

t
t

t t

−
μ =

−
�

.                (15â)

Ëþáîé èç òðåõ ïàðàìåòðîâ (15) ìîæåò ñ÷è-
òàòüñÿ âàðüèðóåìûì, à äâà äðóãèõ, çàâèñÿùèõ 
îò íåãî − ýêñòðåìàëüíûìè.

Íàéäåì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t  
ïðè èçìåíåíèè îòíîøåíèÿ ìàññ μ  îò íóëÿ äî 
áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè 0μ = , ïàðàìåòð 1t = , àì-
ïëèòóäà , 1q rA = , ñìåùåíèå , 1q rM =  (òî÷êè a  íà 
ðèñ. 1, 2, 3). Ïðè μ = ∞  ñìåùåíèå , 2 3extr

q rM
μ=∞

=  
è òîãäà èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ (15) 0t =  (òî÷êè 
f  íà ðèñ. 1, á è ðèñ. 3). Íàõîäÿ ïðåäåë äëÿ âû-

ðàæåíèÿ (15â) ïðè μ → ∞ , òàêæå ïîëó÷èì, ÷òî 
0t

μ=∞
=  (ñì. ðèñ. 3).

Êðèâàÿ ýêñòðåìàëüíûõ àìïëèòóä (15) íà 
óñòîé÷èâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçè stS  ðàç-

ãðàíè÷èâàåò ðåæèìû äâèæåíèÿ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé 
óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ñ íåîäíîçíà÷íîé êóñî÷íî-
ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé â çàâèñèìîñòè îò 
íà÷àëüíûõ óñëîâèé 0Q , 0Q′  (áåçðàçìåðíûõ ñìå-
ùåíèÿ è ñêîðîñòè), îò àìïëèòóäû êèíåìàòè÷å-
ñêîãî âîçìóùåíèÿ 0X  [1].

Íåêîòîðûå äèíàìè÷åñêèå 
îñîáåííîñòè ñèñòåì àìîðòèçàöèè 
ñ äèñêðåòíîé êîììóòàöèåé ÷àñòåé 
óïðóãèõ ýëåìåíòîâ
Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé ýêñ-

òðåìàëüíûõ àìïëèòóä (15) ïîçâîëÿåò ïîñòðî-

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèÿ êðèâîé M  íà ïëîñêîñòü 

, 0q rA = : ïðÿìàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé 
ñèñòåìå; êðèâûå 2 è 3 – âòîðîìó è òðåòüåìó 

êîðíÿì (13); àñèìïòîòà 4 – ïðåäåëüíîìó çíà÷å-
íèþ ñìåùåíèÿ ,q rM  ïðè îòíîøåíèè ìàññ μ = ∞

* Îáîçíà÷åíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 1 è ðèñóí-
êàì â [1]

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ îò t: 
1 − àìïëèòóä ,q rA , 2 − ñìåùåíèå öåíòðà 

êîëåáàíèé ,q rM , 3 − îòíîøåíèå ìàññ ÷àñòåé 
μ  îò ïàðàìåòðà t  íà êðèâîé M; ( )

0t
t

=
μ = ∞; 

1
0,468t

μ=
≅ * 



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Á. À. Êàëàøíèêîâ, Â. Â. Áîõàí

34

èòü 3D-ïîâåðõíîñòè çàâèñèìîñòåé (2à), (2á), (4) 
è äð., ñîîòâåòñòâóþùèå 3D-ïîâåðõíîñòè ñâÿçè 
ïàðàìåòðîâ íà ðèñ. 1, à è ñå÷åíèÿ ýòèõ ïîâåðõ-
íîñòåé ïëîñêîñòÿìè μ = const è A

q,r
= const.

Ñìåùåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ è ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïî-
âåðõíîñòåé (2à), (2á), óðàâíåíèå (3) àíàëèòè÷å-
ñêè ðàçðåøàëîñü îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèÿ ,q rM , 
è èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé âûáèðàëèñü äâà ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ,

t
q rM  è ,

b
q rM , ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ÷àñòÿì t
stS  è b

stS  óñòîé÷èâîé ïîâåðõíîñòè 
ñâÿçè ïàðàìåòðîâ stS . Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ μ  
ïî (15â) íàõîäèëñÿ ïàðàìåòð [ ]0,1t ∈

             

( ) ( )( )
( )

2 +1 3 2 9 8
t=

2 1

μ μ + − μ μ +

μ +
,    (16)

à ïî (15à) − ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ïðåäåëüíàÿ 
àìïëèòóäà ,

extr
q rA :

    

( )
( ) ( )( )

( ),

8 1 3 2 9 8

3 4 9 8
extr

q rA
μ + μ + − μ μ +

μ =
μ + + μ μ +

.(17)

Òåêóùèå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ μ , àìïëè-
òóäû ,q rA  è êîðíè ,

t
q rM , ,

b
q rM  ïîäñòàâëÿëèñü 

â âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî 1
avLΔ  (2à) è àì-

ïëèòóäíîãî çíà÷åíèé 1
aLΔ  (2á) ñìåùåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ðèñ. 4, à 
è ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâåííî).

 Ïîâåðõíîñòè 1, 2 è êðèâàÿ àìïëèòóäû ýòîãî 
ñìåùåíèÿ 3 ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòÿì 1, 2 
è êðèâîé 3 íà ðèñ. 1, à; 4 è 5 - âåðòèêàëüíûå 
ïëîñêîñòè 1μ =  è , 4

0,185extr
q rA

μ=
≅ .

Êðèâûå â ñå÷åíèÿõ ïîâåðõíîñòåé íà ðèñ. 4, à è 5 
ïëîñêîñòÿìè A

q,r
= const (ðèñ. 4, á; 6, à), à òàêæå 

ãðàôèêè íà ðèñ. 7, à; 8, à; 8, á ïîñòðîåíû äëÿ îò-
íîøåíèé ìàññ μ , ïðèâåäåííûõ â òàáë. 1. 

Êðèâûå 2–7, íà ðèñ. 4, â; 6, á è 7, á ïîñòðîå-
íû äëÿ àìïëèòóä 2–7 èç òàáë. 1, à êðèâûå 8–10, 
12, 13 − äëÿ àìïëèòóä ,q rA : 8 − 0,153 , 9 − 0,133, 
10 − 0,120 , 12 − 0,098 , 13 − 0,085 . Âñåì ýòèì 
àìïëèòóäàì ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷å-
íèÿ îòíîøåíèÿ ìàññ extrμ , óêàçàííûå íà ðèñ. 4, â, 
6, á è 7, á. Àìïëèòóäàì 12 è 13 ñîîòâåòñòâóþò 

15extrμ =  è 20extrμ = . 
Çíà÷åíèÿ, îòìå÷åííûå íà âñåõ 2D-ðèñóíêàõ 

ðîìáàìè, ñîîòâåòñòâóþò êðèâîé 11 ýêñòðåìàëü-
íûõ àìïëèòóä M  (ñì. ðèñ. 1, à); íà ðèñ. 4, á 
è 6, à èì ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìàëüíûå àìïëè-
òóäû ,

extr
q rA  (ñì. òàáë. 1), à íà ðèñ. 4, â è 6, á − 

ýêñòðåìàëüíûå îòíîøåíèÿ ìàññ extrμ , óêàçàííûå 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îò àìïëèòóäû ,q rA  
è îòíîøåíèÿ ìàññ μ  (à); ñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè μ=const  (á) 

è A
q,r
=const (â)

à á

â
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ñòðåëêàìè. Êðèâûå, ðàñïîëîæåííûå íà ðèñ. 4, á 
è 4, â âûøå ðîìáîâ, ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòè 

t
stS , íèæå − b

stS ; íà ðèñ. 6, à òàêæå 7, 8, 11 − íà-
îáîðîò; ïðÿìûå 1 íà ðèñ. 4, á; 4, â; 6, à òàêæå 7, 
8, 10 ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíîé ñèñòåìå.

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (2à), (2á), (4) ïîëó÷èì 
ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ñðåäíåãî è àì-
ïëèòóäíîãî çíà÷åíèé ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòà-

òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ è ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ, 
ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâîé M :

( ) ( )( )
( )( )( )

6 4 2 2

1 3 2 3 2 2

5 1 1

1 1 3
av

t t t t
L t

t t t t t t t

− + − −
Δ = −

− − − + − + −
;

(18)

( ) ( )
( )( )( )

4

1 3 2 3 2 2

2 1

1 1 3
a

t t
L t

t t t t t t t

−
Δ = −

− − − + − + −
; (19)

( ) ( )( )
( )

3 2 3 2

22

1 1
4

1
hb

t t t t t t
f t t

t

+ − + − − +
= −

+
.       (20)

Ïîäñòàâëÿÿ â (18), (19), (20) çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà [ ]0,1t ∈ , íàéäåííûå èç (15â) èëè (15à) 
è ñîîòâåòñòâóþùèå âûáðàííûì îòíîøåíèÿì 
ìàññ μ  èëè àìïëèòóäàì ,q rA , íàéäåì êîîðäè-
íàòû òî÷åê, îòìå÷åííûõ íà ðèñ. 4, á; 4, â; 6 è 7 
ðîìáàìè.

Âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâûõ 11 íà ðèñ. 4, á; 6, à 
è 4, â; 6, á, à òàêæå íà ðèñ. 7, à è 7, á ïîëó÷å-
íû ïóòåì íàõîæäåíèÿ èç (15à) è (15â) êîðíåé 

( ),q rt f A=  è ( )t f= μ , [ ]0,1t ∈  è ïîäñòàíîâêè 
èõ â (18), (19), (20). 

Îáùèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ðàññåÿííîé ýíåð-
ãèè (2â) îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäîé ñìåùåíèÿ 

Òàáëèöà 1
Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé ìàññ ÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñòðåìàëüíûå àìïëèòóäû

N 2 3 4 5 6 7 8 9 10
μ 1010− 0,01 0,2 1 2 4 10 100 1010+

,
extr

q rA ≅ 0,999 0,870 0,566 0,337 0,253 0,185 0,120 0,038 50,38 10−⋅

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñìåùåíèÿ 
ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 

îò àìïëèòóäû ,q rA  è îòíîøåíèÿ ìàññ μ

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îò àìïëèòóäû ,q rA  
è îòíîøåíèÿ ìàññ μ  − ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ðèñ. 5, á âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè (òàáë. 1): 

à – μ=const; á – A
q,r
=const: ïðè μ → ∞  1 0aLΔ →

à á
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ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 1
aLΔ  (ñì. 

ðèñ. 5 è 6). Âìåñòå ñ òåì íà èçìåíåíèå ýíåðãèè 
WΔ  ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò ôóíêöèÿ 

ïàðàìåòðîâ (4) (ñì. ðèñ. 7). 
×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè 

1000
, 10q rM −=  1000

, 0,3 10q rA −≅ ⋅  è ëþáîì μ ïðåäåë 
(4) íå ðàâåí íóëþ; îí êîíå÷åí (ñì. ðèñ. 7, à) 
è «ñðûâà» ïî ñòðåëêå A  íå ïðîèñõîäèò. «Ñðûâ» 
èìååò ìåñòî ïðè îáðàùåíèè îòíîøåíèÿ μ  â íóëü 
(ñì. ðèñ. 7, á).

Ïðÿìàÿ 1 ,4
hb

lin
q rf A=  íà ðèñ. 7, à åñòü çàâè-

ñèìîñòü ýòîé ôóíêöèè äëÿ ëèíåéíîé êîíñåðâà-
òèâíîé ñèñòåìû ñ óïðóãèì ýëåìåíòîì â âèäå 
îäíîé äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè. Íà ðèñóíêå 7, á 
äëÿ ýòîé ñèñòåìû èìååì ñåìåéñòâî ãîðèçîí-
òàëüíûõ ïðÿìûõ ,4lin

hb q rf A=  (íàïðèìåð, ïðÿìàÿ 

1 ñîîòâåòñòâóåò 1010extr −μ = ).
Ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû ,q rA  (ñì. ðèñ. 7, á) îò-

íîøåíèå extrμ  óìåíüøàåòñÿ, çíà÷åíèÿ hbf  íà îáåèõ 
ïîâåðõíîñòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèå 0μ = , ñáëèæàþò-
ñÿ, à èõ ðàçíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ñòðåëêå A .

Ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò îòíîñèòåëüíîãî 
çàòóõàíèÿ. Ïðàêòè÷åñêè ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï 
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè êîýôôèöèåíòà îòíî-
ñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ ( ),q rAψ  (5á) [1] îáóñëîâ-
ëåí íåçàâèñèìîñòüþ êîëè÷åñòâà ðàññåÿííîé çà 
ïåðèîä ýíåðãèè (2â) îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ. 
Îäèíàêîâûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ýêâèâàëåíò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ ñîïðîòèâëåíèÿ ( ),eq q rAβ  
è æåñòêîñòè ( ),eq q rc A  (5à) (ðèñ. 8, à) îïðåäåëÿ-
åò ñëàáóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà

    
( ),q rAψ

 
( ) ( ), ,2eq q r eq q rA c A⎡ ⎤= β ⎢ ⎥⎣ ⎦  

ñîãëàñíî [1] îò àìïëèòóäû íà ïîâåðõíîñòè t
stS  

è ïî÷òè åãî ëèíåéíûé ñïàä íà ïîâåðõíîñòè b
stS  

(ðèñ. 8, á).
Âûðàæåíèÿ äëÿ êðèâûõ 11 íà ðèñ. 8, à è 8, á íà-

õîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî âûðàæåíèÿì äëÿ êðèâûõ 11 íà 
ðèñ. 4, á; 6, à è 7, à − ïóòåì ïîäñòàíîâêè â ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè è êîýôôèöè-
åíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ íà êðèâîé M

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ (4)  
îò àìïëèòóäû ,q rA  (à) è îò îòíîøåíèÿ 

ìàññ μ (á)

à à

á á

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ýêâèâàëåíòíîé æåñòêîñòè 
(à) è êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ 
(á) îò àìïëèòóäû îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé
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( )

23
2

extr
eq

tc       t −
= ,

 
( )

2

2

2 1
1

extr tt
t

−
ψ = ⋅

πη +

êîðíÿ ( ),q rt f A= , [ ]0,1t ∈ . Âñå  êðèâûå íà ðèñ. 8, á 
ïîñòðîåíû äëÿ ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ η = 1res

aη =  
− ÷àñòîòå ðåçîíàíñà àáñîëþòíûõ êîëåáàíèé, êî-
òîðóþ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ìîæíî ñ÷èòàòü 
íå çàâèñÿùåé íè îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ , íè îò 
àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ 0X .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

              
( )

2
,

, 2
,

1 1q rextr
eq q r

q r

A
c A

A
+ −

= , 

     

( )
2 2
, ,

, 2 2
, ,

1 3 12
1 1 3 2

q r q rextr
q r

q r q r

A A
A

A A

+ − −
ψ = ⋅

πη − + +
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèÿìè (5, á) 
è (15), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îò-
íîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ íà êðèâîé ýêñòðåìàëü-
íûõ àìïëèòóä M  

       

( ) 2extr
extrres

rel

ψ μ =
πη

·

       

( )

( ) ( )2

3 4 9 8

2 3 2 9 8

⎡ ⎤μ μ + + μ μ +⎣ ⎦⋅
⎡ ⎤μ + μ + μ + μ μ +⎣ ⎦

,      (21)

â êîòîðîé 
extrres

rη  − ÷àñòîòà, íà êîòîðîé ïðîèñ-
õîäèò ðåçîíàíñ îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé. Ïðè 
ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ 

lim
0X  òàêîâà, ÷òî , ,

res extr
q r q rA A= , ò.å. ðåçîíàíñ îòíî-

ñèòåëüíûõ êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò íà êðèâîé M  
ïîâåðõíîñòè ñâÿçè. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ýòîãî 
ðåçîíàíñà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ìàññ μ , 
è äëÿ ïîñòðîåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè (21) íåîáõî-
äèìà çàâèñèìîñòü ( )extrres

rη μ .

Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 
Äèôôåðåíöèðóÿ ÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó 

(×Õ) îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ëèíåàðèçî-
âàííîé ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ

   

( )
( ) ( )

2
,

, 22 2 20
,1 4

q r
q r x

q r

A
W i

X A
−

η
η = =

− η − ψ η
  

  (22)
ïî ïåðåìåííîé η  ( 1i = − ) è ó÷èòûâàÿ çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòà àïåðèîäè÷íîñòè îò ÷àñòî-
òû âîçìóùåíèÿ ( )ψ = ψ η , íàéäåì

( ) ( )

( )

2 2
,

3
2 22 2 2

2 1 1 2 2

1 4

q r xW i−
⎡ ⎤′η − η − ψ + ψηψ∂ η ⎣ ⎦=

∂η ⎡ ⎤− η + ψ η⎢ ⎥⎣ ⎦

. (23)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ ÷èñëèòåëü (23), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå

                
( )3 2 22 1 2 1 0′ψψ η + − ψ η − = ,         (24)

èç êîòîðîãî ìîæíî íàéòè áåçðàçìåðíóþ ÷àñòî-
òó âîçìóùåíèÿ res

rη , íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðå-
çîíàíñ îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé.

Âûðàæàÿ èç òàíãåíñà óãëà ìåõàíè÷åñêèõ 
ïîòåðü ( ) ( ),2 q rAα η = ψ η  [3], ìîæíî ïîëó÷èòü 
âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî 
çàòóõàíèÿ ψ , äèôôåðåíöèðóÿ åãî è ïîäñòàâëÿÿ 
α , ψ  è ′ψ  â (24) 

                    
( )2

,

1
res
rres

r res
fr r

ω
η = = + α η

ω
,           (25)

ãäå ,
res
fr rω  − ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëå-

áàíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåçîíàíñíîé àìïëèòó-
äå ,

res
q rA .

Ïîäñòàâëÿÿ â (25) âûðàæåíèå äëÿ òàíãåíñà 
óãëà ïîòåðü ( )α η  ñ ó÷åòîì ôîðìóëû äëÿ êîýô-
ôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ (5, á), ïî-
ëó÷èì

    
( )

2

,
2 2
, , ,

4
1 q rres

r
q r q r q r

M
M M A

⎡ ⎤μ
⎢ ⎥η = +

π + μ −⎢ ⎥⎣ ⎦
.   (26)

Åñëè îòíîøåíèå ìàññ ÷àñòåé óïðóãîãî ýëå-
ìåíòà â (26) 0μ → , òî 1res

rη → ; åñëè μ → ∞ , òî 
1,619res

rη → . Ïðè ýòîì íåçàâèñèìî îò ïîëîæå-
íèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòÿõ t

stS  
èëè b

stS  àìïëèòóäà ,q rA  è ñìåùåíèå ,q rM  ñòðå-
ìÿòñÿ ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì. Â ñâîþ 
î÷åðåäü, ýòè ïàðàìåòðû áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, àìïëèòóäîé 0X  è ÷àñòî-
òîé âîçìóùåíèÿ η .

Ïðè ïðîèçâîëüíîì îòíîøåíèè ìàññ ( )0,μ∈ ∞  
è óñòðåìëåíèè àìïëèòóäû è ñìåùåíèÿ â (26) 
ê ñâîèì ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì íà âåðõíåé ÷àñòè 
ïîâåðõíîñòè ñâÿçè t

stS  ( , 0q rA = , , 1q rM = ) è íà 
íèæíåé åå ÷àñòè b

stS  ( , 0q rA = , , 0q rM = ) ïðåäåëü-
íûå çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû âîçìóùå-
íèÿ, íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðåçîíàíñ îòíîñè-
òåëüíûõ êîëåáàíèé, íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî 
ïî ôîðìóëàì

 

      
,

,

2

lim 0
1

4lim 1
1q r

q r

tres res
r rA

M
→
→

⎛ ⎞μ
η = η = + ⎜ ⎟π μ +⎝ ⎠

;

  
,

,

2

lim 0
0

4lim 1 1,619
q r

q r

bres res
r rA

M
→
→

⎛ ⎞η = η = + ≅⎜ ⎟π⎝ ⎠
.   (27)

Èñêëþ÷èì èç (26) ñìåùåíèå ,q rM . Ðàçðåøèâ 
àíàëèòè÷åñêè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (3) 
îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñìåùåíèÿ, ïîäñòàâèì åãî 



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Á. À. Êàëàøíèêîâ, Â. Â. Áîõàí

38

ïîëîæèòåëüíûå êîðíè [ ], ,, 0,1t b
q r q rM M ∈  â (26). 

Ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû îò-
íîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé res

rη  îò àìïëèòóäû ,q rA  
è îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé μ  (ðèñ. 9).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèå (15) â ôîðìóëó 
(26), ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ 
êðèâîé çíà÷åíèé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû îòíîñè-
òåëüíûõ êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé 
ýêñòðåìàëüíûõ àìïëèòóä M

  

( )( ) ( )
( )

2 4 2 2

2

16 1 2 16

1
extrres

r

t t

t

π + + + π −
η =

π +
.  (28)

Ïåðâîå è òðåòüå ñîîòíîøåíèÿ (15) è (28) ïî-
çâîëÿþò ïîñòðîèòü êðèâóþ ðåçîíàíñíîé ÷àñòî-
òû 3 íà ðèñ. 9, ñîîòâåòñòâóþùóþ êðèâîé M .

Ïëîñêîñòü ( )lim
, ,q rS A μ , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 

ïðÿìóþ ed (ñì. ðèñ. 9), ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëü-
íîìó çíà÷åíèþ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, ðàâíîìó 

1,619res
rη ≅ , äîñòèãàåìîìó íà íèæíåé ÷àñòè ïî-

âåðõíîñòè ñâÿçè b
stS  ïðè àìïëèòóäå , 0q rA =

 
. 

Îäíàêî òî÷íîå äîñòèæåíèå ýòîãî çíà÷åíèÿ 
÷àñòîòû ôèçè÷åñêè íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî 
ïðè , 0q rA → , ðàçìåðíàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà 

âîçìóùåíèÿ res res
r nat rω = ω η  ( ),eq q rc A → ∞  [1] 

(ñì. ðèñ. 8, à). Ïðè íàõîæäåíèè èçîáðàæàþùåé 
òî÷êè íà b

stS  ïîä äåéñòâèåì äîñòàòî÷íîãî âîçìó-
ùåíèÿ ïðîèçîéäåò åå «ñðûâ» íà t

stS . Ðåçîíàíñ-
íóþ ÷àñòîòó â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îïðåäåëÿòü 
ïî (27à). Äîñòèæåíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 
ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 

lim
1,619

tres
rη ≅  âîçìîæíî 

òàêæå è íà ïîâåðõíîñòè t
stS  ïðè μ → ∞ .

Ïðè àìïëèòóäå âîçìóùåíèÿ lim
0 0X X<  äëÿ 

äàííîãî îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé μ  â ñèñòåìå 
â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçìîæíî 
óñòàíîâëåíèå äâóõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ äâèæå-
íèÿ è ñîîòâåòñòâåííî äâóõ ðåçîíàíñíûõ çíà÷å-
íèé ÷àñòîò àáñîëþòíûõ è îòíîñèòåëüíûõ êîëå-
áàíèé (ñì. ðèñ. 9). Åñëè àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ 

0X  ðàâíà ïðåäåëüíîé äëÿ äàííîãî îòíîøåíèÿ 
ìàññ ÷àñòåé μ  àìïëèòóäå lim

0X , òî ýòè ÷àñòîòû 
áóäóò åäèíñòâåííûìè (òî÷êè h  íà ðèñ. 9).

Ïîäñòàâëÿÿ (16) â ïàðàìåòðè÷åñêîå âûðàæå-
íèå (28), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû 

extrres
rη  

îò îòíîøåíèÿ ìàññ íà êðèâîé M  (ðèñ. 10)

               

( )22

2

256 1
1

extrres
r

μ μ +
η = +

π × →
×

( ) ( ) ( )( )
( )( )

216 1 8 1 3 2 9 8

3 4 9 8

⎛ μ + − μ + μ + − μ μ +⎜→ × +⎜ μ + + μ μ +⎜
⎝

      

( )

2

4 1
⎞
⎟+ μ μ + ⎟⎟
⎠

.                                            (29)

Ñ óâåëè÷åíèåì îòíîøåíèÿ ìàññ μ  è ïðè ïîä-
äåðæàíèè ïðåäåëüíîãî óðîâíÿ àìïëèòóäû âîç-
ìóùåíèÿ lim

0X  ïðîåêöèÿ êðèâîé ðåçîíàíñíûõ 

÷àñòîò 
extrres

rη  (ëèíèÿ 2 íà ðèñ. 10 ) ñòðåìèòñÿ 
ê ñâîåé àñèìïòîòå 4 

lim
1,619res

rη ≅ .

Ïîäñòàâèâ (29) â (21), ïîëó÷èì çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ 

Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû 
îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé res

rη  îò àìïëèòóäû 

,q rA  è îòíîøåíèÿ ìàññ μ ; limS  − ïðåäåëüíàÿ 
ïëîñêîñòü 1,619res

rη ≅ ; 1, 2− ïîâåðõíîñòè 
è êðèâàÿ ðåçîíàñíûõ ÷àñòîò 3, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïîâåðõíîñòÿì 1, 2 è êðèâîé 3 íà ðèñ. 1, à

Òàáëèöà 2
Íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé 

íà êðèâîé ýêñòðåìàëüíûõ àìïëèòóä M

N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 13

m 10-10 0,01 0,2 1 2 4 6 8 10 20
extrres

rη 1 1,004 1,086 1,290 1,398 1,486 1,524 1,545 1,558 1,587
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( )extrψ μ  íà êðèâîé M  (ëèíèÿ 11' íà ðèñ. 11) 
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåçîíàíñ îòíîñèòåëüíûõ 
êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò íà ýòîé êðèâîé. Â îòëè-
÷èå îò íèõ ðåçîíàíñ àáñîëþòíûõ êîëåáàíèé ïðè 
ãèïåðáîëè÷åñêîì  òèïå ×Õ y(h) âñåãäà ïðîèñõî-
äèò íà ÷àñòîòå 1res

aη = . Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ýòîò 
ðåçîíàíñ òàêæå ïðîèñõîäèò íà êðèâîé M , òî 
âûðàæåíèå äëÿ ( )extrψ μ  áóäåò ñîâïàäàòü ñ (21), 
â êîòîðîì ñëåäóåò ïîëîæèòü 1

extrres
rη =  (êðèâàÿ 

11 íà ðèñ. 11). Ýêñòðåìàëüíûì îòíîøåíèÿì 
ìàññ 2–10, 13 íà êðèâîé 11' ñîîòâåòñòâóþò ðå-
çîíàíñíûå ÷àñòîòû â òàáë. 2.

Ïðåäåëüíàÿ àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ. Ïîä 
äåéñòâèåì íåêîòîðîé åäèíñòâåííîé àìïëèòóäû 
âîçìóùåíèÿ lim

0X  (äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ μ ) ñè-
ñòåìà áóäåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ ñ ïðåäåëüíîé 
àìïëèòóäîé îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé, åñëè 
ïðè ýòîì ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ áóäåò â òî÷íî-
ñòè ðàâíà ñâîåìó ðåçîíàíñíîìó çíà÷åíèþ res

rη  
(êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 9).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çàâèñèìîñòè ýòîé ïðåäåëü-
íîé àìïëèòóäû êèíåìàòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ 
îò îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé ïîäñòàâèì âûðàæå-
íèå äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû (25) â À×Õ îòíî-
ñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé (22). Ïîëó÷èì 

                
( )

,
2

0

11
res

q r

res

A
X

= +
⎡ ⎤α η⎣ ⎦

.             (30)

Òåïåðü, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà 
îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé ,

res
q rA  äîñòèãàåòñÿ íà 

êðèâîé ýêñòðåìàëüíûõ àìïëèòóä M  è ðàâíà 
çíà÷åíèþ ,

extr
q rA , ïîäñòàâèì â (30), çàïèñàííîì 

â âèäå óðàâíåíèÿ

( ) ( )
22 2

, , ,,
lim
0 ,

1 0
4

extr extr extrextr q r q r q rq r
extr

q r

M M AA
X M

⎧ ⎫⎡ ⎤π + μ −⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦− + =⎨ ⎬
μ⎪ ⎪

⎩ ⎭

,

âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäû ( ),
extr
q rA μ  (17) è ñìå-

ùåíèÿ ( ),
extr
q rM μ  èç (15á) ñ ó÷åòîì (16). Ðåøàÿ 

ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 
àìïëèòóäû êèíåìàòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, ïî-
ëó÷èì çàâèñèìîñòü åå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ 
îò îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé óïðóãîãî ýëåìåíòà 

( )lim
0X f= μ  (ðèñ. 12).
Ìîæíî ïîñòàâèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: êàêîâî 

äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå ìàññ μ  
äëÿ çàäàííîé àìïëèòóäû âîçìóùåíèÿ 0X ?

Íåêîòîðûå âûâîäû
1. Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ ñðåäíåãî (2à) 

è àìïëèòóäíîãî (2á) çíà÷åíèé ñìåùåíèÿ ñîñòî-
ÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 
ýêâèâàëåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ (5) ïåðåïèñûâà-
þòñÿ â âèäå

              

( )
( ) ( )

1
, 2 2

1 1

1

1

av

eq q r av a

Lc A
L L

+ Δ
=

+ Δ − Δ
, 

( ) ( )2

1
, 1

1

2 11
1 1

a
av

q r av

L
A L

L

⎧ ⎫⎡ ⎤Δμ ⎪ ⎪⎢ ⎥ψ = ⋅ − Δ +⎨ ⎬⎢ ⎥πη μ + μ + Δ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (31)

Àíàëèç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 4, á; 4, â; 6, à 
è 6, á ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëàãàåìûì 1

aLΔ  â (31) 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (ýòî íå îçíà÷àåò ïðèðàâ-
íèâàíèÿ 1

aLΔ  â (2â) ê íóëþ). Â ýòîì ñëó÷àå 
ýêâèâàëåíòíûå êîýôôèöèåíòû (ñì. ðèñ. 8) 
îïðåäåëÿþòñÿ èçìåíåíèåì ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ 
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè ïðè ýòîì 1 0avLΔ =  
(íà t

stS ), òî ( )
,

lim
0

2 1
q rA =

ψ = ψ = μ ⎡πη μ + ⎤⎣ ⎦  

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòíîñè-
òåëüíîãî çàòóõàíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ 1, 2 
è êðèâîé 3 (ðèñ. 1, à) îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ : 

êðèâûå 2–11,13 − äëÿ ñëó÷àÿ ðåçîíàíñà àáñî-
ëþòíûõ êîëåáàíèé íà êðèâîé M ; êðèâàÿ 11' − 
äëÿ ñëó÷àÿ ðåçîíàíñà îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé 

íà êðèâîé M

Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû 
extrres

rη  

îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ  íà êðèâîé M  



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Á. À. Êàëàøíèêîâ, Â. Â. Áîõàí

40

(òî÷êè 1'–12' íà ðèñ. 8, á), à åñëè 1 1avLΔ = −  

(íà b
stS ), òî ( )

,

lim
0

2
q rA =

ψ = ψ = πη . Óñëîâèå 

1 0aLΔ =  ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî àìïëèòóäà 

, 0q rA = , à ðàâåíñòâî 1 0avLΔ =  èëè 1 1avLΔ = −  äî-
ïîëíèòåëüíî åùå è òîìó, ÷òî ñìåùåíèå , 1q rM =  
èëè , 0q rM =  ñîîòâåòñòâåííî [1].

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæå-
íèÿ (31) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó 

                            
;             (32à)

                      
( ) ,

,
2 1

1
q r

q r

M
M

⎛ ⎞
ψ = −⎜ ⎟πη μ +⎝ ⎠

,        (32á)

â êîòîðûõ âñÿêàÿ çàâèñèìîñòü ýòèõ êîýôôèöèåí-
òîâ îò îñîáåííîñòåé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 1, à) 
âîîáùå èñ÷åçàåò.

Ïîñêîëüêó îòðåçîê èçìåíåíèÿ àìïëèòóäû 
è ñìåùåíèÿ íà óñòîé÷èâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè 
ñâÿçè îäèíàêîâ [ ]0,1 , òî êðèâàÿ (32à) ñîâïàäàåò 
ñ ãèïåðáîëîé 2 íà ðèñ. 8, à. Äèíàìè÷åñêàÿ æåñò-
êîñòü íà ÷àñòè ýòîé ãèïåðáîëû â ïîëóèíòåðâàëå 

,q rM ∈  [ )0, 2 3  ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè b
stS , 

à íà îòðåçêå ,q rM ∈ [ ]2 3, 1  − ïîâåðõíîñòè t
stS  è 

êðèâîé M  (ñì. ðèñ. 1, à).
Çàâèñèìîñòü (32á) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñå-

ìåéñòâî ïðÿìûõ, çàâèñÿùåå îò îòíîøåíèÿ ìàññ 
μ  êàê îò ïàðàìåòðà. 

Ãðàôèêè íà ðèñ. 1, á ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü 
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãè-
ïåðáîëîé (32à), ñåìåéñòâîì ïðÿìûõ (32á) è ðèñ. 
8, à è 8, á ñîîòâåòñòâåííî. Âîçìîæíîñòü ïðåíå-
áðåæåíèÿ àìïëèòóäîé 1

aLΔ  â (31) ïîäòâåðæäà-
åòñÿ áëèçîñòüþ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñìå-
ùåíèÿ öåíòðà êîëåáàíèé ( ),q rM η  è ñðåäíåãî 
ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ( )1

avLΔ η .

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîé àìïëèòóäû 
âîçìóùåíèÿ lim

0X  îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ . Òî÷êà 
maxh  èìååò êîîðäèíàòû (0,41; 0,235)

2. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõà-
íèÿ îáóñëîâëåí ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòüþ êàê àìïëèòóäû 1

aLΔ  (ñì. ðèñ. 6, à), òàê 
è ôóíêöèè hbf  (ñì. ðèñ. 7, à) îò àìïëèòóäû ,q rA  
è íåçàâèñèìîñòüþ êîëè÷åñòâà ðàññåÿííîé ýíåð-
ãèè WΔ  îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ. Ñóùåñòâåííûå 
îòêëîíåíèÿ àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè 

WΔ  îò êâàäðàòè÷íîé, èìåþùèå ìåñòî íà ïîâåðõ-
íîñòè b

stS  ïðè ìàëûõ îòíîøåíèÿõ ìàññ μ  âáëèçè 
êðèâîé M , â çíà÷èòåëüíîé ìåðå êîìïåíñèðóþò-
ñÿ ðåçêèì ñïàäîì äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè.

3. Ïîëîæèòåëüíûé õàðàêòåð àìïëèòóäû 

1
aLΔ = ( )1 1 2l unlL LΔ − Δ  (ñì. ðèñ. 5) îáåñïå÷èâà-

åòñÿ òåì, ÷òî îòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ñìåùå-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè ðàçãðóçêå óïðó-
ãîãî ýëåìåíòà 1

unlLΔ  âñåãäà áîëüøå àáñîëþòíîé 
âåëè÷èíû ñìåùåíèÿ 1

lLΔ  ïðè åãî íàãðóæåíèè. 
Ýòà îñîáåííîñòü îáåñïå÷èâàåò ýêâèâàëåíòíóþ 
äèññèïàòèâíîñòü ÑÀ ñ íåîäíîçíà÷íîé êóñî÷íî-
ëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé.

Çàêëþ÷åíèå
Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ÷àñòîòíîé õàðàêòåðè-

ñòèêè êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ 
îáóñëîâëåí îñîáåííîñòÿìè àìïëèòóäíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî 
ðàâíîâåñèÿ, ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ è èõ íåçàâèñè-
ìîñòüþ îò ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ. Ýòè îñîáåííî-
ñòè ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò îòíîñè-
òåëüíîãî çàòóõàíèÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿùèì 
îò àìïëèòóäû. Ïî÷òè ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü 
èëè íåçàâèñèìîñòü ýòîãî êîýôôèöèåíòà îò 
îòíîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé íà îòðåçêå [ ]4,10μ∈  
è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ÷àñòîòå âîçìóùå-
íèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü åãî çíà÷åíèå â çîíå 
íèçêî÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà íà óðîâíå 0,4–0,6 
ñ ìîíîòîííûì ñïàäîì â çàðåçîíàíñíîé çîíå.
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