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ÄÀÍÍÛÕ, ÍÅ ÏÎÄ×ÈÍßÞÙÈÕÑß ÓÍÈÌÎÄÀËÜÍÛÌ 
ÇÀÊÎÍÀÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

À.Â. Ãîðîøêî, Â.Ï. Ðîéçìàí

Ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü óìåíèÿ ðàáîòû ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè, íå 
ïîä÷èíÿþùèìèñÿ óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäëîæåí 
èòåðàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàìì, îòëè÷àþùèéñÿ îáîñíîâàííûì 
âûáîðîì øàãà ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàììû. Ðàçðàáîòàí ïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä 
ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ó÷åòîì èõ ìíîãîìîäàëüíîñòè, 
îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé ñóïåðïîçèöèåé óíèìîäàëüíûõ 
çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ îáîñíîâàííûõ äîïóñòèìûõ 
çíà÷åíèé èññëåäóåìûõ ïàðàìåòðîâ, â îáùåì ñëó÷àå íå ïîä÷èíÿþùèõñÿ 
óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, ìíîãîìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, 
äèñáàëàíñ, äîïóñêè.

Ââåäåíèå
Íàèáîëåå îáùåé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé 

ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ âûáîð ñòàòèñòè÷åñêîé 
ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìûõ ïðèçíà-
êîâ, ñîäåðæàùåé îöåíêó íåèçâåñòíûõ çàêîíîâ 
ðàñïðåäåëåíèÿ è èõ ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðêó ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è ò.ä. Öåëüþ ïîñòðîåíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèå äàííûõ íàáëþäåíèé ïóòåì ïîäáîðà àï-
ïðîêñèìèðóþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü òàê, ÷òî íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå-
îáúåìëþùåé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ èç-çà 
äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèé, ïîñêîëüêó ðåçóëü-
òàò èçìåðåíèÿ (íàáëþäåíèÿ) ñêëàäûâàåòñÿ ïîä 
äåéñòâèåì ìíîãèõ ïðè÷èí, ïðè÷åì êàæäàÿ èç 
íèõ âíîñèò ëèøü ìàëûé âêëàä, à ñîâîêóïíûé 
èòîã îïðåäåëÿåòñÿ àääèòèâíî [1]. Ïîýòîìó ïî-
äàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñòàòèñòè÷åñêèõ êðè-
òåðèåâ, ìåòîäîâ è îöåíîê ðàçðàáîòàíû èìåííî 
äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìåæäó òåì òàêîå ïîëîæåíèå âåùåé íå 
âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Òàê, 
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî 

íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíî-
ñòåé íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òîëüêî 
ïðè âûïîëíåíèè ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ óñëî-
âèé: åñëè â âûáîðêå ïðåäñòàâëåíà îäíà ïàðòèÿ 
èçäåëèé; íåò äîìèíèðóþùèõ ïðè÷èí âîçíèê-
íîâåíèÿ ïîãðåøíîñòåé; êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ 
ôàêòîðîâ, êîòîðûå îáóñëîâëèâàþò âîçíèêíîâå-
íèå ïîãðåøíîñòåé, íåèçìåííî âî âðåìåíè; âñå 
ñëó÷àéíûå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ âçàèìîíåçàâèñè-
ìûìè è äåéñòâóþò àääèòèâíî è ò.ä.

Ïðîâåäåííîå àâòîðàìè èçó÷åíèå ãèñòî-
ãðàìì, ïîñòðîåííûõ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðå-
íèé äèñáàëàíñîâ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà îäíîòèïíûõ ðîòîðîâ êîìïðåññîðîâ 
àâèàäâèãàòåëåé ÀÈ-20 ïîñëå èçãîòîâëåíèÿ èëè 
ïîñëå ýêñïëóàòàöèè, ïîêàçàëî, ÷òî ïëîòíîñòü 
âåðîÿòíîñòè (ÏÂ) äèñáàëàíñîâ õîðîøî àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ îäíîâåðøèííîé êðèâîé, åñëè 
èçãîòîâëåíèå è ñáîðêà ðîòîðîâ ïðîèñõîäèëè 
â èäåíòè÷íûõ óñëîâèÿõ, à òàêæå íàáëþäàëèñü 
îäèíàêîâûå óñëîâèÿ ýêñïëóàòàöèè. Äèñáàëàí-
ñû æå îäíîòèïíûõ ðîòîðîâ, âûçâàííûå, íà-
ïðèìåð, ðàçëè÷íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè èëè 
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Ïðåäñòàâëåíèå è îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
íå ïîä÷èíÿþùèõñÿ óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ
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ýêñïëóàòàöèîííûìè ïðè÷èíàìè, èìåþò ÷åòêî 
âûðàæåííûå ìíîãîâåðøèííûå ãèñòîãðàììû. 
Ïðèìåðû òàêèõ ãèñòîãðàìì îòíîñèòåëüíûõ 
÷àñòîò (íîðìàëèçîâàííûõ ãèñòîãðàìì), ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ýìïèðè÷åñêèìè îöåíêàìè ïëîòíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 [4] 
ïî ðåçóëüòàòàì èññëåäîâàíèÿ âûáîðêè èç 252 
ðîòîðîâ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû çíà÷åíèÿ 
äèñáàëàíñîâ ñ øàãîì (èíòåðâàëîì) h = 4 ã·ñì, 
à ïî îñè îðäèíàò – ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíûõ 
÷àñòîò  ãäå n – îáúåì âûáîðêè; n

i
 – ÷à-

ñòîòà, ò. å. ÷èñëî íàáëþäåíèé çíà÷åíèé äèñáà-
ëàíñà â çàäàííîì èíòåðâàëå ( in n=∑ ), in n  –
îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà. Ïëîùàäü i-ãî ïðÿìîó-
ãîëüíèêà ÷èñëåííî ðàâíà îòíîñèòåëüíîé  ÷à-
ñòîòå in n  â i-ì èíòåðâàëå. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ïëîùàäü ãèñòîãðàììû îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò 
ðàâíà ñóììå âñåõ îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò, ò. å. 
åäèíèöå.

Ôèçè÷åñêàÿ ñóùíîñòü ìíîãîìîäàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàëè÷è-
åì ðàçëè÷íûõ òèïîâ äîìèíèðóþùèõ ïðè÷èí, 
âûçûâàþùèõ ïîÿâëåíèå äèñáàëàíñîâ. Òàê, îäíè 
àâèàäâèãàòåëè èç èçó÷àåìîé ïàðòèè ðàáîòà-
ëè íà ñàìîëåòàõ â óñëîâèÿõ Êðàéíåãî Ñåâåðà, 
äðóãèå – â óñëîâèÿõ ïîëåâûõ, ïëîõî îáîðóäî-
âàííûõ àýðîäðîìîâ Þãà, òðåòüè – â óñëîâèÿõ 
áîëüøèõ ïåðåïàäîâ òåìïåðàòóð ïðè ïåðåëåòàõ 
èç Ñåâåðíîãî ïîëóøàðèÿ â Þæíîå, ÷åòâåðòûå 
– â ìîðñêèõ, êîððîçèîííûõ óñëîâèÿõ è ò.ï. Ïî-
ýòîìó ïîÿâëåíèå ýêñïëóàòàöèîííûõ äèñáàëàí-
ñîâ ïåðâîãî òèïà âûçâàíî â îñíîâíîì ïîïàäà-
íèåì â äâèãàòåëü ìåëêèõ ÷àñòèö ëüäà è ñíåãà, 
âòîðîãî òèïà – ïîïàäàíèåì ìåëêèõ êàìíåé è 
äðóãèõ òâåðäûõ ÷àñòèö, òðåòèé òèï äèñáàëàí-
ñà âûçâàí, êàê ïðàâèëî, òåìïåðàòóðíûìè ïðî-
öåññàìè, ÷åòâåðòûé – êîððîçèîííûìè è ò.ï. 

Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ â èñõîäíîì ñîñòîÿ-
íèè âûáîðêà ðîòîðîâ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè 
ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîäâûáîðîê, êàæäàÿ 
èç êîòîðûõ îáúåäèíåíà òèïîì äîìèíèðóþùåé 
ïðè÷èíû, âûçûâàþùåé ïîÿâëåíèå ýêñïëóàòà-
öèîííîãî äèñáàëàíñà. Ïîïàäàÿ íà çàâîä, íàïðè-
ìåð äëÿ ìåæðåñóðñíîãî ðåìîíòà, ýòè ðîòîðû 
îáðàçóþò ïàðòèè ñ ìíîãîìîäàëüíûìè çàêîíà-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ. 

Òàêàÿ æå êàðòèíà ìîæåò èìåòü ìåñòî è äëÿ 
ëþáûõ äðóãèõ ðîòîðîâ, íàïðèìåð, ýëåêòðè÷å-
ñêèõ ìàøèí, êîìïðåññîðîâ, öåíòðèôóã è ò. ä., 
ýêñïëóàòèðóåìûõ â ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ðîñò 
ýêñïëóàòàöèîííîãî äèñáàëàíñà îïðåäåëÿåòñÿ 
ýòèìè êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðåçóëüòèðóþùèé äèñáàëàíñ íå áóäåò îïè-
ñûâàòüñÿ îäíîâåðøèííîé ãèñòîãðàììîé.

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ äëÿ íà-
÷àëüíûõ äèñáàëàíñîâ ðîòîðîâ â ñëó÷àå èç-
ãîòîâëåíèÿ èëè áàëàíñèðîâêè äåòàëåé íà íå-
ñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ñòàíêàõ èëè ïîòî÷íûõ 
ëèíèÿõ, èìåþùèõ ñâîè ïðåîáëàäàþùèå ïî-
ãðåøíîñòè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïîñêîëüêó äàëåêî íå âñåãäà ïðè÷èíû, âûçû-

âàþùèå ðàçáðîñ çíà÷åíèé èññëåäóåìîãî ïàðà-
ìåòðà, î÷åâèäíû, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîèñêà 
ìåòîäîâ îáðàáîòêè ìíîãîìîäàëüíûõ ýìïèðè-
÷åñêèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìíîãîìîäàëüíûå çàêîíû 
ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþò ñìåñÿìè 
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî îïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì [4, 5]. Ïóñòü â ïðèâåäåííîì 
ðàíåå ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ 
ðîòîðîâ êîìïðåññîðîâ àâèàäâèãàòåëåé êîëè÷å-
ñòâî óñëîâèé ýêñïëóàòàöèè, ôîðìèðóþùèõ äî-
ìèíèðóþùèå ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ ïîäâûáîðîê, 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ D  
ðîòîðà êîìïðåññîðà îò ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíûõ 
÷àñòîò ïðè íèçêî÷àñòîòíîé áàëàíñèðîâêå äëÿ åãî 

ëåâîé îïîðû

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ D
ðîòîðà êîìïðåññîðà îò ïëîòíîñòè îòíîñèòåëüíûõ 
÷àñòîò ïðè íèçêî÷àñòîòíîé áàëàíñèðîâêå äëÿ åãî 

ïðàâîé îïîðû
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ðàâíÿåòñÿ N , âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâèàäâèãà-
òåëü ýêñïëóàòèðîâàëñÿ â i -ì ýêñïëóàòàöèîí-

íîì óñëîâèè, ðàâíÿåòñÿ ρ
i
 (i = 1, 2, …, N; ,

N

i
i=

ρ =∑
1

1  

),i≤ ρ ≤0 1  äèñáàëàíñ X  àâèàäâèãàòåëÿ åñòü 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ÏÂ ( ), , ,i i if x M S  ãäå 

iM  è iS  – ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåå 
êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå i -é ïîäâûáîðêè. 
Ïîëíàÿ («óñðåäíåííàÿ») ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ( )F x  ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ñ ó÷åòîì 
ñëó÷àéíîñòè åå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

                       ( ) ( )
N

i i
i

F x F x
=

= ρ∑
1

,                 (1)

ãäå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )iF x  íàçûâàþò 
êîìïîíåíòàìè ñìåñè, à ρ

i
 – âåñàìè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ êîìïîíåíò.
Äèñêðåòíîé ñìåñè ðàñïðåäåëåíèÿ ( )F x  ñî-

îòâåòñòâóåò äèñêðåòíàÿ ÏÂ

          
( ) ( )

1
, , ,   

N

i i i i
i

f x f x M S x R
=

= ρ ∈∑ .    (2)

Â îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, 
[6]) ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå ìíîãîìîäàëüíûå 
ðàñïðåäåëåíèÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ 
âèäà è ïàðàìåòðîâ ðåçóëüòèðóþùåé êðèâîé ïî 
çàäàííûì âèäàì è ïàðàìåòðàì ñîñòàâëÿþùèõ 
çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ. Îäíàêî ïðè ïîñòðîå-
íèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèÿ 
áîëåå âàæíîé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à – ðàçäå-
ëåíèÿ (ðàñùåïëåíèÿ) ñìåñåé, ïîñêîëüêó ñòðóê-
òóðà ïîëó÷åííûõ ïðè âûáîðî÷íûõ íàáëþäå-
íèÿõ äàííûõ, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñòíà. Ýòî 
çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà, äîëè è ïàðà-
ìåòðîâ êàæäîé èç ïîäâûáîðîê â îáùåé âûáîð-
êå (ñìåøàííîì ðàñïðåäåëåíèè). Ïðîäåëàííûé 
àâòîðàìè ðàáîòû [6] îáçîð èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ 
ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ ïîêàçàë, ÷òî, íåñìîòðÿ 
íà âûñîêóþ òåîðåòè÷åñêèå öåííîñòü, ïðè ðå-
øåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îíè òðóäíî ïðèìå-
íèìû, ïîñêîëüêó ñìåñè ÏÂ, êàê ïðàâèëî, çàäà-
þòñÿ íå ãðàôèêàìè, à íåêîòîðûìè êîíå÷íûìè 
âûáîðêàìè ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, 
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â óäîáíîì äëÿ îáðà-
áîòêè âèäå, íàïðèìåð â âèäå ãèñòîãðàììû.

Ñàìà ïî ñåáå ãèñòîãðàììà äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðîãíîçèðîâàòü âåëè÷èíó èññëåäóåìîãî 
ïàðàìåòðà òîëüêî íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå. 
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è îáîñíîâàííîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ 

â îáëàñòè ìàëûõ âåðîÿòíîñòåé íåîáõîäèìî 
àïïðîêñèìèðîâàòü åå íåêîòîðîé àíàëèòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ñòàòè-
ñòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
âèäîì ãèñòîãðàììû, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, 
çàâèñèò îò ñïîñîáà åå ïîñòðîåíèÿ è â îñîáåí-
íîñòè îò øàãà èíòåðâàëà çíà÷åíèé.

Ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó øàãà ðàçáèåíèÿ 
èíòåðâàëà çíà÷åíèé èññëåäóåìîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû, êîòîðûå åñòü â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå, 
íîñÿò ÷èñòî ýìïèðè÷åñêèé õàðàêòåð, (íàïðè-
ìåð, ïðàâèëî Øòþðãåñà) [3].

Ïðîâåäåííûé àâòîðàìè àíàëèç ïîêàçàë, 
÷òî ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû è ìåòîäû ðåøå-
íèÿ çàäà÷è îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
ïîä÷èíÿþùèõñÿ ìíîãîìîäàëüíûì çàêîíàì 
ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäî-
ñòàòêè. Ýòî îãðàíè÷èâàåò èõ ïðèìåíåíèå äëÿ 
îáðàáîòêè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, â ñâÿçè ñ ÷åì 
òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìå-
òîäîâ. Íàðÿäó ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ðàçäåëå-
íèÿ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
òðåáóþò ðåøåíèÿ è äðóãèå çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè 
îáåñïå÷åíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé è ñîçäàíèå 
ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ãèñòîãðàìì.

Îáñóæäåíèå ïðåäëîæåííîãî 
ìåòîäà îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷åñêèõ 
äàííûõ
Åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå  
ìíîæåñòâó ix  ( i -é ïîäâûáîðêå), ðàâíÿåòñÿ ρ

i
, 

òî äëÿ ïîñëåäóþùåé îáðàáîòêè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ äàííûõ ïðåäëàãàåòñÿ ÏÂ âåëè÷èíû X  
ïðåäñòàâëÿòü ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âèäà (2), 
â êîòîðîé ÏÂ if  – îäíîìîäàëüíûå (íàïðèìåð, 

ãàóññîâñêèå), à iρ ≥ 0  ( , , ...,i N= 1 2 ) è 
N

i
i=

ρ =∑
1

1 . 

Ñëåäîâàòåëüíî, ãèñòîãðàììà àïïðîêñèìèðóåò-
ñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ãàóññîâûõ ôóíêöèé 
ÏÂ (ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ρ

i
) âèäà

(3)

Äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ 
ýêñïåðèìåíòà ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, ïðèìåíèâ, 
íàïðèìåð, èíòåðïîëÿöèþ íà íåêîòîðîì òî÷å÷-
íîì ìíîæåñòâå. Ñîãëàñíî òàêîé èíòåðïîëÿöèè 
íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû íàõîäÿò èç óñëîâèÿ 



Ïðåäñòàâëåíèå è îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
íå ïîä÷èíÿþùèõñÿ óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ
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ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè (3) â îòäåëü-
íûõ òî÷êàõ (íàïðèìåð, âåðøèíàõ è âïàäèíàõ) 
ñî çíà÷åíèÿìè àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè, 
ãðàôèê êîòîðîé â âèäå ïëàâíîé êðèâîé îãèáàåò 
ïîñòðîåííóþ ãèñòîãðàììó. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ 
îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ N3  íåèçâåñòíûõ 
ïàðàìåòðîâ (N  – êîëè÷åñòâî ìîä, äëÿ êàæäîé 
ìîäû íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû iM , 

iS  è iρ ) êîëè÷åñòâî òî÷åê â ìíîæåñòâå äîëæíî 
áûòü íå ìåíüøå, ÷åì N −3 1 (ïîñêîëüêó êîýôôè-

öèåíòû ρ
i
 âñåãäà ñâÿçàíû óðàâíåíèåì 

N

i
i=

ρ =∑
1

1). 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ 

iM , iS  è iρ  íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü è ðåøèòü ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé âèäà

              

(4)

ãäå M
i
, S

i
, iρ  – ïîñòîÿííûå, íî íåèçâåñòíûå ïà-

ðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ i-é ïîäâûáîðêè è åå âå-
ñîâîé êîýôôèöèåíò.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ïîñëå 
ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå (3) òåì òî÷íåå ïðè-
áëèæàåòñÿ ê ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì íåèçâåñòíûõ 
ïàðàìåòðîâ, ÷åì ìåíüøå ó÷àñòêè ðàçáèåíèÿ 
ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàììû, ò. å. ÷åì òî÷íåå 
ãèñòîãðàììà è îãèáàþùàÿ åå ïëàâíàÿ êðèâàÿ.

Ïîèñê îïèñàííûõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü è ñïîñîáîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 
[7]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çàïèñàòü ñëåäóþ-
ùóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ ñóììå êâàäðàòîâ îò-
êëîíåíèé:

 
(5)

ãäå g(x
j
) – çíà÷åíèÿ îãèáàþùåé ôóíêöèè â âû-

áðàííûõ òî÷êàõ.
Çàòåì íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè (5) ïî êàæäîìó èç 
ïàðàìåòðîâ.

Ïðè ðåøåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü è ìåòîä ìîìåíòîâ, íî ïîñêîëü-

êó ïîäñ÷åò ýìïèðè÷åñêèõ ìîìåíòîâ âûñîêèõ 
ïîðÿäêîâ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåø-
íîñòÿì, òî òàêîé ñïîñîá ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìå-
íÿòü äëÿ ïðåäâàðèòåëüíûõ îöåíîê èñêîìûõ 
âåëè÷èí. Óòî÷íåíèå ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò ïðî-
âîäèòü, ìàêñèìèçèðóÿ ôóíêöèþ ìàêñèìàëüíî-
ãî ïðàâäîïîäîáèÿ [7]:

    

( )
exp

N N
j ii

ij ii

x M
W

SS

−

==

⎛ ⎞−ρ ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟π
⎝ ⎠

∑∏
2

3 1

2
11 22

,   (6)

ò. å. ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâî-
äíûå ïî èñêîìûì ïàðàìåòðàì. Â ëþáîì ñëó÷àå 
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû òðàíñöåí-
äåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íà êîìïüþòåðå. 

Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà 
âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Ïðåæäå 
âñåãî ïåðåä èññëåäîâàòåëÿìè âñòàåò âîïðîñ: 
êàêèì äîëæåí áûòü øàã ðàçáèåíèÿ ïðè ïîñòðî-
åíèè ãèñòîãðàìì? Äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíîãî 
øàãà àâòîðàìè ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå ðåêî-
ìåíäàöèè. Øàã äîëæåí áûòü ìèíèìàëüíûì, íî 
íå ìåíüøå, ÷åì òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðà, 
à ÷èñëî N  â âûðàæåíèè (2) äîëæíî ðàâíÿòü-
ñÿ êîëè÷åñòâó ïîëó÷åííûõ ïðè ïîñòðîåíèè 
âåðøèí. Îäíèì èç ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ìåòî-
äîâ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå ïàðà-
ìåòðû iM , iS  è ρ

i
 . Åñëè â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ 

îäèí èëè íåñêîëüêî âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ρ
i
 

îêàæóòñÿ ìåíüøå íåêîòîðîé íàïåðåä çàäàííîé 
âåëè÷èíû β, òî ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè â 
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (3) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 
Äåéñòâèòåëüíî, èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ÏÂ (3) èìååò âèä 

( )
( ) exp

xN
ii

i ii

x M
F x dx

SS= −∞

⎛ ⎞−ρ ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∑ ∫
2

2
1 22

.   (7)

Ïóñòü, íàïðèìåð, ρ < β1 . Òîãäà ïîñëå îò-
áðàñûâàíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ëèíåéíîé 
êîìáèíàöèè (3) íîâóþ èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ 
ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )
( ) exp

xN
ii

i ii

x M
F x dx

SS= −∞

⎛ ⎞−ρ ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∑ ∫
2

2
2 22

.

Îöåíèì ðàçíèöó
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ïðè÷åì ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âåðíà äëÿ ëþáîãî x.
Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 

âåðîÿòíîñòåé äîëæíà èçìåðÿòüñÿ ñ òî÷íîñòüþ 
äî 0,01, òî çíà÷åíèå β  äîñòàòî÷íî âçÿòü 0,005. 
Äàëåå øàã ãèñòîãðàììû ìîæíî óâåëè÷èâàòü äî 
òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî âåðøèí íå ñòàíåò ðàâíûì 
÷èñëó ÷ëåíîâ â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (3) ïîñëå 
îòáðàñûâàíèÿ åå ìàëûõ ÷ëåíîâ. Ñíîâà ïðèìå-
íÿÿ òîò æå ìåòîä ðåøåíèÿ, íî óæå äëÿ ìåíü-
øåãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, ìîæíî îïðåäåëèòü 
èõ óòî÷íåííûå çíà÷åíèÿ è îòáðîñèòü ìàëûå 
÷ëåíû. Òàêîé ïðîöåññ ñëåäóåò ïðîäîëæàòü äî 
òåõ ïîð, ïîêà âñå ρ

i
 íå ñòàíóò ñðàâíèìû ñ âû-

áðàííîé òî÷íîñòüþ β. Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì 
øàã ìîæåò áûòü ïðèíÿò â êà÷åñòâå îïòèìàëü-
íîãî.

Ôèçè÷åñêè ýòîò ïðîöåññ îçíà÷àåò, ÷òî ïîä-
âûáîðêè ñ ìàëûì  âíîñÿò âåñüìà íåçíà÷è-
òåëüíûé âêëàä â îáùóþ âûáîðêó è ïîýòîìó èõ 
îáúåäèíÿþò ñ îäíîé èç ïîäâûáîðîê èçäåëèé ñ 
áëèçêèìè âåëè÷èíàìè èçó÷àåìîãî ïàðàìåòðà.

Ñëåäóþùàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè 
ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷, íîñèò ÷èñòî âû÷èñëè-
òåëüíûé õàðàêòåð. Äåëî â òîì, ÷òî ñõîäèìîñòü 
ðåøåíèÿ ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé 
íà êîìïüþòåðå ëþáûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì 
òðåáóåò çíàíèÿ äîñòàòî÷íî «õîðîøèõ» íà÷àëü-
íûõ ïðèáëèæåíèé, à îíè â áîëüøèíñòâå ñëó÷à-
åâ íåèçâåñòíû. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìîìåíòîâ 
ñàìî ïî ñåáå ñâÿçàíî ñ âû÷èñëèòåëüíûìè òðóä-
íîñòÿìè. Ïîýòîìó êàê îäèí èç ïóòåé ðåøåíèÿ 
òàêîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ñëåäóþ-
ùèé ñïîñîá. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå íåîáõîäèìî 
ïðèìåíÿòü ãðàäèåíòíûé ìåòîä [7], êîòîðûé 
ïðè îòíîñèòåëüíî íåâûñîêîé òî÷íîñòè ìîæåò 
èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè «ãðóáûõ» íà÷àëüíûõ ïðè-
áëèæåíèÿõ. Ïîëó÷åííîå ýòèì ìåòîäîì ðåøå-
íèå ïðèíèìàåòñÿ çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå 
äëÿ ïðèìåíåíèÿ áîëåå òî÷íîãî ìåòîäà, íàïðè-
ìåð ìåòîäà Íüþòîíà [7].

Íàõîæäåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòè èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà â âèäå ëèíåéíîé 
êîìáèíàöèè (3) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ðåøåíèþ 
îäíîé èç âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ – íàçíà-
÷åíèþ äîïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ýòîãî ïàðàìåòðà 
ñ îïðåäåëåííîé íàäåæíîñòüþ. Êàê èçâåñòíî, 
äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, êîòîðûé õà-
ðàêòåðèçóåò ñâîéñòâà èëè êà÷åñòâî ðàáîòû 
íîâûõ èçäåëèé è ìàòåðèàëîâ, íå èìåþùèõ èç-
ó÷åííûõ àíàëîãîâ, óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì èñ-
ïûòàíèé îäíîé ïàðòèè. Ïðè ýòîì äëÿ èçäåëèé 
(ìàòåðèàëîâ) ñîçäàþòñÿ êðèòè÷åñêèå, íàèáîëåå 

íåáëàãîïðèÿòíûå ñèòóàöèè, ïðè êîòîðûõ ýòè 
èçäåëèÿ (ìàòåðèàëû) åùå ñïîñîáíû âûïîëíÿòü 
âîçëîæåííûå íà íèõ ôóíêöèè, è îïðåäåëÿþò 
çíà÷åíèå èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà.

Êàê èçâåñòíî, ðàññåÿíèå çíà÷åíèé èññëåäóå-
ìîãî ïàðàìåòðà çàâèñèò îò ïðèíÿòîãî ñïîñîáà 
èçãîòîâëåíèÿ èçäåëèÿ. Ãðàíèöû èíòåðâàëîâ 
ðàññåèâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ çàêîíàìè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïàðàìåòðà, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ 
ñîáîé ñóììó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç 
êîòîðûõ âûçûâàåòñÿ îäíèì èç íåïðåîäîëèìûõ 
ôàêòîðîâ. Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå äî-
ñòàòî÷íî âåëèêî, òî ìîæåò âîçíèêíóòü äâà âà-
ðèàíòà ïðè íàçíà÷åíèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïàðàìåòðà.

Â ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå êàæäîé èç ñîñòàâ-
ëÿþùèõ â îïèñàííîé ðàíåå ñóììå ìàëî ïî 
ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèåì ñóììû, ïî öåíòðàëü-
íîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå [3, 5] ðàñïðåäåëåíèå 
ñóììû áëèçêî ê íîðìàëüíîìó. Ôèçè÷åñêè ýòî 
óñëîâèå ìàëîñòè êàæäîãî ñëàãàåìîãî îçíà÷àåò, 
÷òî íè îäèí èç ôàêòîðîâ, îáóñëîâèâøèõ ïîÿâ-
ëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, 
íå èìååò ïðåîáëàäàþùåãî çíà÷åíèÿ.

Åñëè æå ñðåäè óêàçàííûõ ôàêòîðîâ ïîÿâëÿ-
þòñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî äîìèíèðóþùèõ, òî 
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå èìåþò ïðåîáëà-
äàþùåå çíà÷åíèå â ñóììå, è çàêîí ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñóììû ñòàíîâèòñÿ ìíîãîìîäàëüíûì.

Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ 
ïàðàìåòðà åãî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå óñòàíàâëè-
âàåòñÿ íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåàëüíûõ 
çíà÷åíèé èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Òî÷å÷íîé îöåíêîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ â ñèëó çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå 
õ

ñð
. Íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíûå ãðàíè-

öû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èìåþò âèä 
 è  ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü 

õ
ñð

 – âûáîðî÷íîå ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå; tγ – êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà, 
âçÿòûé èç òàáëèöû äëÿ çàäàííîé äîâåðèòåëü-
íîé âåðîÿòíîñòè β è ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû

ï – 1;  – âûáîðî÷íîå 

ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå; n – îáúåì 
âûáîðêè. 

Òîãäà ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ β ìîæíî 
óòâåðæäàòü, ÷òî äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïàðàìå-
òðà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ



Ïðåäñòàâëåíèå è îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
íå ïîä÷èíÿþùèõñÿ óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ
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                               (8)

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé 
íå ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ñëåäóåò ïðèìåíÿòü 
íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðî-
ìó â èíòåðâàëå (8) êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ 
Ñòüþäåíòà çàìåíÿþò íà ÷èñëî ( )U p , çàäàííîå 
ðàâåíñòâîì ( ( )) ( ) /U p p= +Ô 1 2 , ãäå ( )xÔ  – 
ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 0 è 
äèñïåðñèåé 1. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííûå äîâåðè-
òåëüíûå èíòåðâàëû áóäóò íåñêîëüêî ýæå [12], è 
âîçìîæíàÿ îøèáêà ïîéäåò â çàïàñ òî÷íîñòè.

Çà äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà öåëå-
ñîîáðàçíî âçÿòü çíà÷åíèå íà îäíîì èç êîíöîâ 
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà (8), íàïðèìåð

                                            (9)

Åñëè ïîëó÷åííàÿ ãèñòîãðàììà îïèñûâàåò-
ñÿ ìíîãîìîäàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, 
äàëüíåéøèå äåéñòâèÿ ïî íàçíà÷åíèþ äîïóñòè-
ìîãî çíà÷åíèÿ èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà ìîãóò 
ïðîèçâîäèòüñÿ îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ.

1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäâûáîðêà ñ ìèíèìàëü-
íûì (ìàêñèìàëüíûì) çíà÷åíèåì iM . Î÷åâèäíî, 
÷òî õàðàêòåðèñòèêà ýòîé ïîäãðóïïû ìèíèìàëü-
íà (ìàêñèìàëüíà). Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåííóþ 
õàðàêòåðèñòèêó äëÿ òàêèõ èçäåëèé âîçìîæíî 
ïðèíÿòü è äëÿ âñåé ïàðòèè, òàê êàê ïîëó÷àåìûå 
ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè ïîéäóò â çàïàñ òî÷íîñòè. 
Â ýòîì ñëó÷àå äàëüíåéøàÿ îáðàáîòêà ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî 
äëÿ óêàçàííîé íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ïîä-
âûáîðêè çíà÷åíèé ñ ïàðàìåòðàìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ iM , iS , êàê îïèñàíî âûøå.

Åñëè åñòü âîçìîæíîñòü ðàçäåëèòü èñõîäíóþ 
âûáîðêó èçäåëèé íà ïîäâûáîðêè, îáúåäèíåí-
íûå îäíîé èç äîìèíèðóþùèõ ïðè÷èí ïîÿâëå-
íèÿ ðàçáðîñà çíà÷åíèé, òî àíàëîãè÷íûå îïåðà-
öèè ïî îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
ñëåäóåò ïðîâîäèòü äëÿ êàæäîé ïîäâûáîðêè.

2. Îïðåäåëåííûå ïàðàìåòðû ïîçâîëÿþò çà-
ïèñàòü èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ 
(7), êîòîðóþ, êàê è ãàóññîâó ñëó÷àéíóþ âåëè-
÷èíó, ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ìîæíî çàäàòü 
òàáëè÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî 
çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû X, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ ñ 
îïðåäåëåííûì ÷èñëîâûì øàãîì, íàïðèìåð 0,1, 
ïî òàáëèöå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðî-
âàííîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

                 ( ) exp
x

x xx dx
−∞

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

π ⎝ ⎠
∫

21
Ô

22

îïðåäåëÿþò âåðîÿòíîñòè

( )

( )

exp

exp ,
i i

x
i

i
ii

x M S

x M
dx

SS

x dx

−∞

−

−∞

⎛ ⎞−
⎜ ⎟γ = − =
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

π ⎝ ⎠

∫

∫

2

2

2

1

22

1

22

i = 1, 2, …, N
è äàëåå – çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 

                            1
( )

N
x

i i
i

F x
=

= ρ γ∑ .                  (10)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ( )xF x  çàäàíà 
òàáëè÷íî. Ïîëó÷åííàÿ òàáëèöà ïîçâîëÿåò íå 
òîëüêî ïî çíà÷åíèÿì x  îïðåäåëÿòü ôóíêöèþ 

( )xF x , íî è íàîáîðîò, – ïî çàäàííûì çíà÷åíè-
ÿì ôóíêöèè îïðåäåëÿòü àðãóìåíò. Òàêèì îáðà-
çîì, äëÿ çàäàííîé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 
ìîæíî íàéòè èñêîìîå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà [ ]X  èç ñîîòíîøåíèÿ âèäà

    

  

[ ]{ } [ ]
( )[ ]

exp ,

x

XN
ii

i ii

P X X F X

x M
dx

SS= −∞

γ = < = =

⎛ ⎞−ρ ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟π ⎝ ⎠

∑ ∫
2

2
1

( )

22

ñîñòàâëåííîãî íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ èí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ñ ÏÂ (3).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, 
âòîðîé ñïîñîá áîëåå òî÷íûé, ïîñêîëüêó îí 
ó÷èòûâàåò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîä-
âûáîðîê, à âî-âòîðûõ, áîëåå óíèâåðñàëüíûé, 
òàê êàê ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ðåøàòü ïîñòàâ-
ëåííóþ çàäà÷ó â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ñîñòàâèòü äëÿ 
íåãî òàáëèöó çàâèñèìîñòè äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòè è àðãóìåíòà èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîé âåëè÷èíû.

Êðîìå òîãî, âòîðîé ñïîñîá íàçíà÷åíèÿ äî-
ïóñòèìîãî çíà÷åíèÿ ïðè ìíîãîìîäàëüíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ, êàê 
íà ÷àñòíûé ñëó÷àé, è íà îäíîìîäàëüíûé çàêîí. 
Áîëåå òîãî, íàçíà÷åíèå äîïóñêà ñ ïîìîùüþ 
èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ýòîì 
÷àñòíîì ñëó÷àå ìîæåò ñëóæèòü äàæå óòî÷íå-
íèåì ñïîñîáà ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ïðè 
îäíîìîäàëüíîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìå-
òðà, îïèñàííîãî ðàíåå â äîïóùåíèè, ÷òî èñòèí-
íîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò 
ñ åå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè 
ýôôåêòèâíîñòè èçëîæåííîãî ìåòîäà ðàñùå-
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ïëåíèÿ ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé Ãàóññà äëÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 1. Äëÿ ïîèñêà 
ïàðàìåòðîâ ñëàãàåìûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ 
äèñáàëàíñîâ ïî ëåâîé îïîðå áûë ïðèìåíåí 
ñïîñîá èíòåðïîëÿöèè, ïðè ýòîì äëÿ ñâåðêè ðå-
çóëüòàòîâ âçÿòû òðè ðàçíûå âûáîðêè óçëîâ èí-
òåðïîëÿöèè.

Ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ïàêåòà MATLAB. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå ïðè-
áëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) 
íåèçâåñòíû, ïðèìåíÿëñÿ ãðàäèåíòíûé ìåòîä, 
îòíîñèòåëüíî áûñòðî ñõîäÿùèéñÿ ïî äîñòà-
òî÷íî «ãðóáûì» íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèÿì, 
à çàòåì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðèíèìàëèñü çà 
íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, è ðàñ÷åò ïðîäîëæàë-
ñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå 
äëÿ ðàçíûõ âûáîðîê èíòåðïîëÿöèè, ïîêàçàëè 
íåñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Â òàáëèöå è íà ðèñ. 3 
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû óêàçàííûõ ðàñ÷åòîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èíòåðâàëîì (8) ïî âûøå-
èçëîæåííîé ìåòîäèêå àíàëèçèðîâàëàñü òðåòüÿ 
ìîäà ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé, ïîñêîëüêó äëÿ íåå 
õàðàêòåðíû áîëüøèå (à çíà÷èò, áîëåå îïàñíûå) 
äèñáàëàíñû. Â ðåçóëüòàòå ñ äîâåðèòåëüíîé âå-
ðîÿòíîñòüþ 0,95 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äîïó-
ñòèìîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëüíîãî äèñáàëàí-
ñà íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 51,1  64,9D≤ ≤  (ã·ñì). 
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåé èññëåäóåìîé ïàðòèè 
ðîòîðîâ êîìïðåññîðîâ àâèàäâèãàòåëåé áûëî 
ïðèíÿòî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå 
äèñáàëàíñà 64,9 ã·ñì ñ âåðîÿòíîñòüþ åãî ïîÿâ-
ëåíèÿ 0,95.

Ñîäåðæàùèåñÿ â äàííîé òàáëèöå ïàðàìåòðû 
ïîçâîëèëè ðàññ÷èòàòü òàáëèöû èíòåãðàëüíîé 
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Èõ àíàëèç ïîêàçûâà-
åò, ÷òî íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííîå ðàçëè÷èå ïà-
ðàìåòðîâ ñîñòàâëÿþùèõ çàêîíîâ, ïîëó÷åííûõ 
ïî ðàçíûì íàáîðàì óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, çíà-
÷åíèÿ èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ íå-
ñóùåñòâåííî, ÷òî âàæíî â ñïîñîáå íàçíà÷åíèÿ 
äîïóñêîâ, ãäå ïðèìåíÿåòñÿ èìåííî èíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èíòå-
ãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ ïàêåòà 
MATLAB áûëà çàïèñàíà èíòåãðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ (10), è ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0,95 
óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå 
çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëüíîãî äèñáàëàíñà íå ïðå-
âûøàåò 61,6 ã·ñì, à âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â 
âûáîðêå äèñáàëàíñà, íå ïðåâûøàþùåãî 64,9 ã·ñì, 
ðàâíà 0,99. Â äàííîé ñèòóàöèè öåëåñîîáðàç-
íî âûáðàòü â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî çíà÷åíèå 

äèñáàëàíñà 64,9 ã·ñì, òîãäà âîçíèêàþùàÿ ïî-
ãðåøíîñòü ïîéäåò â çàïàñ ïðî÷íîñòè èçäåëèÿ, 
ïîñêîëüêó èçäåëèÿ ñ áîëüøèì äîïóñòèìûì 
çíà÷åíèåì, à èìåííî 64,9 ã·ñì, áóäóò îáëàäàòü 
áîëüøåé ïðî÷íîñòüþ.

Áûë òàêæå ïðîäåëàí ñëåäóþùèé ýêñïåðè-
ìåíò. Îäèí èç âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, êî-
òîðûé îêàçàëñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå äâóõ 
äðóãèõ, ïîëàãàëè ðàâíûì íóëþ, è èíòåãðàëü-
íûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ÷èòàëè äâóõìî-
äàëüíûì. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ñíîâà îïðåäåëÿëè 
ñîîòâåòñòâóþùèå ïÿòü ïàðàìåòðîâ çíà÷åíèé 

iM , iS , iρ  è âíîâü ðàññ÷èòûâàëè òàáëèöû 
èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. (Êàê 
óêàçûâàëîñü ðàíåå, êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ 
ïàðàìåòðîâ ñîñòàâëÿåò 3N–1, è äëÿ òðåõ âåñî-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíî 8. Ïîëàãàÿ ìåíüøèé 
âåñîâîé êîýôôèöèåíò ðàâíûì 0, áóäåì èìåòü 
ïÿòü íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.)

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òàáëèö, ðàññ÷èòàí-
íûõ âûøåóêàçàííûì ñïîñîáîì, äëÿ òðåõ- è 
äâóõìîäàëüíûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêà-
çàë, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî. Ýòî 
îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü ïðè îïðåäåëåííîì àíà-
ëèçå íà êîìïüþòåðå àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèòü 
íå òîëüêî ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî 
ìîä çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ëþáîãî øàãà h, 
âûáðàííîãî ïðè ïîñòðîåíèè ãèñòîãðàìì, íî è 
óòî÷íÿòü çíà÷åíèÿ ñàìîãî øàãà.

Òàáëèöà
Ïàðàìåòðû ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé

M1 M 2 M 3 S1 S2 S3 ρ1 ρ2

15,13 33,77 58,49 5,12 6,98 3,54 0,18 0,51

Ðèñ. 3. Ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ
ñìåñè (4) è åå èñêîìûõ ñîñòàâëÿþùèõ
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äèñáàëàíñîâ:

1 – ñ ïàðàìåòðàìè M1, S1; 2 – ñ ïàðàìåòðàìè M 2, S2; 
3 – ñ ïàðàìåòðàìè M 3, S3



Ïðåäñòàâëåíèå è îáðàáîòêà ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ, 
íå ïîä÷èíÿþùèõñÿ óíèìîäàëüíûì çàêîíàì ðàñïðåäåëåíèÿ
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà-

áîòêè äàííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èçìåðåííûìè 
ïàðàìåòðàìè òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïîçâîëÿ-
åò, âî-ïåðâûõ, ðàñêðûòü âíóòðåííþþ ñòðóêòó-
ðó äàííûõ ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé ìíîãîìîäàëü-
íîñòè çàêîíà èõ ðàñïðåäåëåíèÿ, à, âî-âòîðûõ, 
äàåò ïðàâèëà ðàáîòû ñ òàêèìè ñòàòèñòè÷åñêè-
ìè äàííûìè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ 
îáîñíîâàííûõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èññëåäóå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ.

Çàìåòèì, ÷òî èññëåäóåìûé âîïðîñ èìååò è 
ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ñòàòè-
ñòè÷åñêèå äàííûå íåîáõîäèìî îáðàáàòûâàòü è 
ïðè èçó÷åíèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîãðåøíîñòåé 
èçãîòîâëåíèÿ îáúåêòîâ, è ïðè èäåíòèôèêàöèè 
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è ïðè ñîñòàâëå-
íèè íîðìàòèâíîé äîêóìåíòàöèè, à òàêæå â 
öåëîì ðÿäå äðóãèõ âàæíûõ ñëó÷àåâ â ïðàêòèêå 
ïðîåêòèðîâàíèÿ è ïðîèçâîäñòâà òåõíè÷åñêèõ 
îáúåêòîâ [8].
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