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ÀÍÀËÈÇ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ 
ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Ñ.Ì. Äåìèäîâ, Þ.Í. Àðòåìåíêî, Â.À. Ãëàçóíîâ, ×àí Êóàíã Íüÿò

Ðàññìîòðåíû äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, 
ñâÿçàííûå ñ èõ íåëèíåéíûìè êîëåáàíèÿìè, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû 
íåëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè. Ïîêàçàíî íàëè÷èå âçàèìíîãî âëèÿíèÿ 
ðàçëè÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçìû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, 
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè.

Ââåäåíèå
Ìåõàíèçìû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû [1, 2] 

èìåþò âûñîêèå ïîêàçàòåëè ïî òî÷íîñòè è ãðó-
çîïîäúåìíîñòè. Îäíàêî èì ñâîéñòâåííû íåäî-
ñòàòêè, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âçàèìîâëèÿ-
íèå ëèíåéíûõ ïðèâîäîâ, óñëîæíÿþùèé ñèñòåìó 
óïðàâëåíèÿ è ïðèâîäÿùèé ê óìåíüøåíèþ òî÷-
íîñòè. Èçìåíåíèå êîëåáàíèé âûõîäíîãî çâåíà 
ïî îäíîé êîîðäèíàòå âûçûâàåò èçìåíåíèå åãî 
êîëåáàíèé ïî äðóãèì êîîðäèíàòàì, ÷òî íàáëþ-
äàåòñÿ â íåëèíåéíûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. 
Ïðè ýòîì ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ñèñòå-
ìû îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé è ãåîìåòðèåé ìå-
õàíèçìà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè ïðîöåññû ìàëî 
èçó÷åíû, õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ âåñüìà âàæíûìè ïðè 
àíàëèçå ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìåõà-
íèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû. Öåëü äàííîé 
ðàáîòû – äèíàìè÷åñêèé àíàëèç êîëåáàíèé ìåõà-
íèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ñ äâóìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Äëÿ àíàëèçà êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ ìåõàíèç-

ìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü íåëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, 
ïîçâîëÿþùèå âûÿâëÿòü íåëèíåéíûå ñâîéñòâà 
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Ïîäîáíàÿ çàäà÷à ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëåáàíèé òâåðäûõ 
òåë â ðàáîòå [3]. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ðàáîòû 
[3], â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííûé àíà-
ëèòè÷åñêèé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî 
âîññòàíàâëèâàþùèå ñèëû óïðóãîñòè ïðèâîäîâ, 
îáîáùåííûå è  àáñîëþòíûå êîîðäèíàòû âûõîä-
íîãî çâåíà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäîâ, âêëþ-

÷àþùèõ â ñåáÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, â 
äàííîé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. 

Ïðèìåì, ÷òî ìàññîé îáëàäàåò ëèøü âûõîä-
íîå çâåíî (ïëàòôîðìà), ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ 
ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, ñâÿ-
çàííàÿ ñ ïîëîæåíèåì êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé. 
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåõàíèçìû 
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, îäíàêî ïðåäëàãàå-
ìûé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ áîëåå 
ñëîæíûõ óñòðîéñòâ äàííîãî êëàññà [4 – 6].

Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè 
Ïåðåéäåì ê íåëèíåéíîé çàäà÷å î êîëåáàíè-

ÿõ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé, ïðè 
êîòîðîì áóäåò ó÷òåíà ñòðóêòóðà è ãåîìåòðèÿ 
âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé. 
Èçâåñòíî [3], ÷òî ïðè ýòîì ìîãóò âîçíèêàòü 
âçàèìîâëèÿíèÿ êîëåáàíèé ïî ðàçëè÷íûì îáîá-
ùåííûì êîîðäèíàòàì. 

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîñòåéøèé ïëîñêèé ìåõàíèçì ñ äâóìÿ 
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, âñÿ ìàññà êîòîðîãî ñîñðå-
äîòî÷åíà â öåíòðå òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà, 
ðàñïîëîæåííîãî íà îñè âðàùàòåëüíîé êèíå-
ìàòè÷åñêîé ïàðû, ñîïðÿãàþùåéñÿ ñî øòîêàìè 
ëèíåéíûõ ïðèâîäîâ (ðèñ. 1). Ìàññàìè êèíåìà-
òè÷åñêèõ öåïåé ïðåíåáðåãàåì. Ïîëàãàåì, ÷òî â 
òàêîì ìåõàíèçìå áóäóò íàáëþäàòüñÿ ñâîéñòâà, 
êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîæíî áóäåò ðàñïðî-
ñòðàíèòü íà áîëåå ñëîæíûå ìåõàíèçìû ïàðàë-
ëåëüíîé ñòðóêòóðû [4 – 6].

© Ñ.Ì. Äåìèäîâ, Þ.Í. Àðòåìåíêî, 
Â.À. Ãëàçóíîâ, ×àí Êóàíã Íüÿò, 2012
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Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñâîáîäíûå êîëå-
áàíèÿ âûõîäíîãî çâåíà (íå ïðèáåãàåì ê êàêîé-
ëèáî ëèíåàðèçàöèè), èìåþò âèä:

ãäå v
x
, v

y
 – ñêîðîñòè âûõîäíîãî çâåíà ïî îñè x 

è îñè y; t – âðåìÿ; m – ìàññà âûõîäíîãî çâåíà; 
c

1
, c

2
 – æåñòêîñòè ïðèâîäîâ; l

1,
 l

2
 – äëèíû õîäîâ 

øòîêîâ ïðèâîäîâ (îáîáùåííûå êîîðäèíàòû) äî 
íà÷àëà êîëåáàíèé â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè; x, y 
– êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà; 
x

B1
, y

B1
, x

B2
, y

 B2
 – êîîðäèíàòû íåïîäâèæíûõ 

òî÷åê Â
1
, Â

2
. Èíäåêñû 1, 2 îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó 

è âòîðîìó ìåõàíèçìó (ñì. ðèñ. 1).
Â óðàâíåíèÿ (1), (2) âõîäÿò óïðóãèå ñèëû, 

ñïðîåöèðîâàííûå íà êîîðäèíàòíûå îñè, à òàêæå 
ïðîåêöèÿ âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû íà îñè êî-
îðäèíàò, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà äëèíå õîäà 
øòîêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïðèâîäà.

Óðàâíåíèÿ (1), (2) èíòåãðèðîâàëè ñ ïîìî-
ùüþ ïðîãðàììû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé.

Ïóñòü m = 1 êã, c
1
 = c

2
 = 100 Í/ì, l

1
 = l

2
= 1 ì, 

x
B1
= – 1 ì,  y

B1
 =0, x

B2
 = 0, y

B2 
= – 1 ì. Íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ: x
0
 = 0,4 ì, y

0
 = 0, v

x0
 = v

y0
 = 0, 

êîíå÷íîå âðåìÿ ðàñ÷åòà 5 ñ. 

ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òàêæå ôàçîâûå òðàåêòîðèè 
äâèæåíèÿ. Èç ýòèõ çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî êî-
ëåáàíèÿ ïî îñè õ áëèçêè ê ïåðèîäè÷åñêèì, à ïî 
îñè ó èìåþò àìïëèòóäó, âïîëíå ñîïîñòàâèìóþ 
ñ àìïëèòóäîé ïðè êîëåáàíèÿõ ïî îñè õ. Òðàåê-
òîðèÿ òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàìêíóòóþ 
êðèâóþ.

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âû-
õîäíîãî çâåíà. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòîò 
ñëó÷àé, îòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-
ùèõ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, íàëè÷èåì äâóõ âû-
íóæäàþùèõ ñèë:  è , äåé-
ñòâóþùèõ â äâóõ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè 
ñèëû âõîäÿò â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàå-
ìûõ â ïðàâóþ ÷àñòü òîãî èëè èíîãî óðàâíåíèÿ 
ñîîòâåòñòâåííî.

Пусть m = 1 кг, c1 = c2 = 100 Н/м, l1 = l2= 1 м, 
xB1= – 1 м, yB1 = 0, xB2 = 0, yB2 = – 1 м, начальные 
условия: x0 = y0 = 0, vx0 = vy0 = 0, конечное время 
расчета 20 с. Вынуждающие силы по обеим 
координатам F1=F2= . Возбуждение 
происходит по резонансной частоте, равной для 
обеих координат 10 рад/с. 

На рис. 3 приведены зависимости координат 
центра тяжести выходного звена от времени, 
траектория движения данной точки в декарто-
вой системе координат, а также фазовые траек-
тории движения. Из этих зависимостей видно, 
что колебания выходного звена имеют биения. 
Несмотря на резонанс и отсутствие демпфи-
рования, амплитуда ограничена. Îòìåòèì, ÷òî 
â ìåõàíèçìå ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ýôôåêò 
âèáðîãàøåíèÿ – êàæóùèéñÿ: óìåíüøåíèå êîëå-

Ðèñ. 1. Ïëîñêèé ìåõàíèçì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè 
ñâîáîäû

                        

                        

2 2 2
2 2 2 22 2

2 2

( )
[( ( ) ( ) ) ]

( ) ( )
B

B B

B B

x x
x x y y l c

x x y y

m

−
− + − −

− + −
− ;                                 (1)

                        

                       

2 2 2
2 2 2 22 2

2 2

( )
[( ( ) ( ) ) ]

( ) ( )
B

B B

B B

y y
x x y y l c

x x y y

m

−
− + − −

− + −
− ,                                  (2)

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò 
öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà îò âðåìåíè, 
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ýòîé òî÷êè â äåêàðòîâîé 
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Ðèñ. 2. Êîëåáàíèÿ âûõîäíîãî çâåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå îòñóòñòâèþ âíåøíèõ ñèë:
à – çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà îò âðåìåíè; á – òðàåêòîðèÿ äâèæå-
íèÿ öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; â, ã – ôàçîâûå òðàåêòî-

ðèè äâèæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà

à

à

    á                                         â                                          ã

    á                                         â                                          ã

Ðèñ. 3. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ âûõîäíîãî çâåíà:
à – ã – òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2.



Àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû

39

Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2012, ¹ 1

ãäå  – çàêîí êîëåáàíèé ïî îñè õ.
Óðàâíåíèÿ (3), (4) ïîëó÷èëè ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Êîîðäèíàòû òî÷åê êðåïëåíèÿ ïðèâîäîâ 
Â

1
 è Â

2
 áóäåì ñ÷èòàòü ïåðåìåííûìè, èçìåíÿþ-

ùèìèñÿ ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó. Òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî, êîãäà îñíîâàíèå 
ìåõàíèçìîâ íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð íà âèáðèðóþ-
ùåé ïëàòôîðìå èëè íà òðàíñïîðòíîì ñðåäñòâå.

Ïóñòü m = 1 êã, c
1
 = c

2
 = 100 Í/ì, l

1
 = l

2
= 1 

ì, x
B1
= – 1 ì, y

B1
 =0, x

B2
 = 0, y

B2 
= – 1 ì. Íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ: x
0
 = y

0
 = 0, v

x0
 = v

y0
 = 0, êîíå÷íîå 

âðåìÿ ðàñ÷åòà 8 ñ. Çàêîí êîëåáàíèé îñíîâàíèÿ 
ïðåäñòàâèì â âèäå  
Âîçáóæäåíèå ïðîèñõîäèò ïî ðåçîíàíñíîé ÷à-
ñòîòå, ðàâíîé 10 ðàä/ñ. 

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò 
öåíòðà òÿæåñòè âûõîäíîãî çâåíà îò âðåìåíè, 
òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ äàííîé òî÷êè â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òàêæå ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè äâèæåíèÿ. Èç ýòèõ çàâèñèìîñòåé âèäíî, 

áàíèé íàáëþäàåòñÿ ïî îäíîé ôîðìå, íî ñ îäíî-
âðåìåííûì âîçðàñòàíèåì êîëåáàíèé ïî äðóãîé. 
Ðå÷ü èäåò î ïîïåðåìåííîì ïåðåêà÷èâàíèè ýíåð-
ãèè ñ îäíîé ôîðìû êîëåáàíèé íà äðóãóþ.

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, âû-
çâàííûå âèáðàöèåé îñíîâàíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, 
÷òî îñíîâàíèå êîëåáëåòñÿ âäîëü îñè õ (ðèñ. 4). 
Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòîò ñëó÷àé, èìåþò 
âèä:

Ðèñ. 4. Ïëîñêèé ìåõàíèçì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè

 

 ;        (3)

 

 ,        (4)

÷òî êîëåáàíèÿ âûõîäíîãî çâåíà èìåþò áèåíèÿ. 
Âíîâü îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ìåõàíèçìå ïàðàë-
ëåëüíîé ñòðóêòóðû óìåíüøåíèå àìïëèòóäû 
êîëåáàíèé íàáëþäàåòñÿ ïî îäíîé ôîðìå, íî ñ 
îäíîâðåìåííûì âîçðàñòàíèåì êîëåáàíèé ïî 
äðóãîé. Ðå÷ü âíîâü èäåò î ïîïåðåìåííîì ïåðå-
êà÷èâàíèè ýíåðãèè ñ îäíîé ôîðìû êîëåáàíèé íà 
äðóãóþ. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà íàáëþäàåòñÿ äåìïôè-
ðîâàíèå, êîëåáàíèÿ çàòóõàþò áûñòðåå, îäíàêî 
êà÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè äîñòàòî÷íî áëèçêè ê 
ðàññìîòðåííûì.
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Çàêëþ÷åíèå
Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé 

(ïðåäñòàâëåíà ëèøü ÷àñòü èç íèõ) ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ìåõàíèçìû ïàðàëëåëü-
íîé ñòðóêòóðû õàðàêòåðèçóþòñÿ âçàèìíûì 
âëèÿíèåì êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé ïðè íàëè÷èè 
êîëåáàíèé. Íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû ñêàçûâàåòñÿ 
íà èçìåíåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âçà-
èìíîãî ïîëîæåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé. Êî-
ëåáàíèÿ, ñóùåñòâóþùèå â îäíîé èç ýòèõ öåïåé, 
âûçûâàþò êîëåáàíèÿ â äðóãèõ öåïÿõ, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò èçâåñòíûì òåîðåòè÷åñêèì ïîëîæåíè-
ÿì. Äàæå ïðè îòñóòñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ è ïðè 
íàëè÷èè ðåçîíàíñà (â âîçáóæäàþùåé ñèëå èëè 
â ÷àñòîòå âèáðàöèé îñíîâàíèÿ) àìïëèòóäà êî-
ëåáàíèé îãðàíè÷åíà, ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè 
âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé 
óñëîâèÿ ðåçîíàíñà íàðóøàþòñÿ. Â öåëîì êîëå-
áàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäÿò â âèäå áèåíèé, 
÷àñòîòà êîòîðûõ çàâèñèò îò àìïëèòóäû âûíóæ-
äàþùåé ñèëû. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå èññëå-
äîâàíèå äàííûõ ïðîöåññîâ (áåç ëèíåàðèçàöèè è 
ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ýôôåê-
òèâíûì ñðåäñòâîì àíàëèçà òàêèõ ñòðóêòóð.
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Ðèñ. 5. Êîëåáàíèÿ âûõîäíîãî çâåíà, ñîîòâåòñòâóþùèå âèáðàöèè îñíîâàíèÿ:
à – ã – òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 2.

à

    á                                         â                                          ã
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