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ÓÄÊ 517.958, 532.5
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ÒÅ×ÅÍÈß ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ 
Â ÓÇÊÈÕ ÊÀÍÀËÀÕ Ñ Ó×ÅÒÎÌ 
ØÅÐÎÕÎÂÀÒÎÑÒÈ ÈÕ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ*

Ä.Þ. Áîãîìîëîâ, Â.Â. Ïîðîøèí, Â.Þ. Ðàäûãèí

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåçîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé 
æèäêîñòè â óçêèõ êàíàëàõ. Èññëåäîâàíû êàíàëû ñî ñëîæíîé ìèêðîòîïîãðàôèåé 
ïîâåðõíîñòè ñòåíîê. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ïîñòðîåíà íà îñíîâå ðåøåòî÷íîãî 
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ àïïðîêñèìàöèåé Áõàòíàãàðà – Ãðîññà – Êðóêà îïåðàòîðà 
ñòîëêíîâåíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, óçêèé êàíàë, ìåçîñêîïè÷åñêîå 
ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ, ðåøåòî÷íîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.

* Èññëåäîâàíèÿ âûïîëíåíû â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ïîèñêîâîé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû ïî êîíòðàêòó 
¹ Ï1232 â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè» íà 2009–2013 
ãîäû.

Ââåäåíèå
Ïðîåêòèðîâàíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ òåõíè-

êè â ìàøèíîñòðîåíèè, ñòàíêîñòðîåíèè, ýíåð-
ãîìàøèíîñòðîåíèè, àâèàöèîííîé è àýðîêîñ-
ìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè çà÷àñòóþ ñâÿçàíî 
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçîëÿöèè ðà-
áî÷èõ ñðåä èëè óïðàâëåíèÿ ïîòîêîì ðàáî÷èõ 
ñðåä, âûòåêàþùèì èç óçêèõ ðåãóëèðóåìûõ êà-
íàëîâ. Ðåøåíèå ïîäîáíûõ çàäà÷, ê ïðèìåðó, 
íåîáõîäèìî äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ çà-
ïèðàþùèõ èëè ðåãóëèðóþùèõ ïîòîê êëàïà-
íîâ, ðàçëè÷íûõ óïëîòíèòåëüíûõ ñîåäèíåíèé 
è äðóãèõ ïîäîáíûõ óçëîâ ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî 
îáîðóäîâàíèÿ. Ïðîöåññû óòå÷êè æèäêîñòè èëè 
ãàçà ÷åðåç óçêèå êàíàëû, îáðàçóþùèåñÿ ìåæäó 
äåòàëÿìè òàêèõ óñòðîéñòâ, âî ìíîãîì çàâèñÿò 
îò ìèêðîòîïîãðàôèè èõ ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé. 
Ìîäåëèðîâàíèå ìåõàíèêè  òå÷åíèÿ æèäêîñòè 
è ãàçà â óçêèõ êàíàëàõ íà ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ 
ïîçâîëèò èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ 
äëèòåëüíûõ è äîðîãîñòîÿùèõ íàòóðíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ è ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîò-
êè íîâûõ èçäåëèé â öåëîì.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëàñü ðàçðàáîò-
êà ýôôåêòèâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ïî-
çâîëÿþùåé îïðåäåëÿòü îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå 
ïàðàìåòðû ïîòîêà ðàáî÷åé ñðåäû äëÿ øèðîêîé 
íîìåíêëàòóðû èçîëèðóþùèõ èëè óïðàâëÿþùèõ 
ïîòîêîì óçëîâ ìàøèíîñòðîèòåëüíîãî îáîðóäî-

âàíèÿ, ðàáîòàþùèõ â øèðîêîì ñïåêòðå ôèçèêî-
òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé. Ìîäåëü ïîçâîëÿåò ó÷è-
òûâàòü âëèÿíèå ìèêðîòîïîãðàôèè ðàáî÷èõ 
ïîâåðõíîñòåé óçêîãî êàíàëà, íà÷àëüíûå è ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëüíûì 
ïðîöåññàì.   

Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî 
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ òå÷åíèÿ 
ñïëîøíûõ ñðåä â óçêèõ êàíàëàõ
Â îáùåì ñëó÷àå èññëåäóåìûå óçêèå êàíàëû 

ìîæíî îïèñàòü â âèäå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïî-
âåðõíîñòåé, òîïîãðàôèÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò ðÿä ìèêðîíåðîâíîñòåé, êëàññèôèöèðóå-
ìûõ êàê øåðîõîâàòîñòü ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó 
òîãî, ÷òî ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðõíåé 
è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿìè êàíàëà ìíîãî ìåíüøå 
åãî äëèíû è øèðèíû, âëèÿíèå áîêîâûõ ñòåíîê 
íà òå÷åíèå ðàáî÷åé ñðåäû áóäåì ñ÷èòàòü íå-
çíà÷èòåëüíûì. Ïðè ïåðåõîäå ê äâóõìåðíîé 
ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåç êàíàëà, íîðìàëü 
ê ïëîñêîñòè êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà íàïðàâ-
ëåíèþ ïîòîêà ðàáî÷åé ñðåäû. Ðàññìîòðèì ïîä-
ðîáíî äèñêðåòíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ äâóõìåð-
íóþ ìîäåëü óçêîãî êàíàëà. 

Óçêèé êàíàë ñ çàäàííîé ìèêðîòîïîãðàôèåé ïî-
âåðõíîñòè åãî ñòåíîê ìîæåò áûòü îïèñàí â âèäå 
ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1. Ñðåäíèé çàçîð 

© Ä.Þ. Áîãîìîëîâ, Â.Â. Ïîðîøèí, Â.Þ. Ðàäûãèí, 2011
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2
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H ìåæäó ïðîôèëÿìè áåðåòñÿ êàê ðàññòîÿíèå 
ìåæäó èõ ñðåäíèìè ëèíèÿìè. Âûñîòû íåðîâíî-
ñòåé ïðîôèëåé ïîâåðõíîñòåé êàíàëà h

1
(x) è h

2
(x) 

çàäàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ñðåäíèõ ëèíèé 
(îáû÷íî ýòî ëèíèè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ) íà 
îáùåé êîîðäèíàòíîé ñåòêå ñ ïîñòîÿííûì øàãîì 
( constxΔ = ), ñîñòîÿùåé èç óçëîâ (x

i
). 

Âûñîòû òî÷åê ïðîôèëåé íèæíåé è âåðõíåé 
ñòåíîê êàíàëà H

1
, H

2
 è òåêóùèé çàçîð çàäàþòñÿ 

âûðàæåíèÿìè:

                      , 

                      ,                 
(1)

    h
ò ( ) ( )2 1 1 2( ) ( ) ( )x H x H x H h x h x= − = − − .   (2)

Ñîîòâåòñòâåííî â óçëàõ ñåòêè äëÿ âûñîò íå-
ðîâíîñòåé è òåêóùåãî çàçîðà ïîëó÷èì

1 1( ) ( )i ih h x= , 2 2( ) ( )i ih h x= , .

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìî-
äåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû ñ íüþòî-
íîâñêèì çàêîíîì òðåíèÿ â óçêèõ êàíàëàõ ÷àùå 
âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïè-
ñûâàåìàÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà. 
Äëÿ âÿçêîãî ãàçà â ïåðåìåííûõ «ñêîðîñòü – äàâ-
ëåíèå» äàííûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä [1]:

Ðèñ. 1. Äâóõìåðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü 
óçêîãî êàíàëà ñ çàäàííîé ìèêðîòîïîãðàôèåé 

ïîâåðõíîñòè ñòåíîê

            

,

          

,

              

,

                                                   
( ) ( ) ( ) ( ) 0x y zu u u

t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

ρ + ρ + ρ + ρ =
∂ ∂ ∂ ∂

,                                       

 (3)

ãäå xu , yu , zu  – êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðî-
ñòè u ; p  – äàâëåíèå; ρ  – ïëîòíîñòü ñðåäû; 
μ  – äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü; xF , yF , zF  – êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáú-
åìíûõ ñèë F . 

Ïåðâûå òðè óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (3) íîñÿò 
íàçâàíèå óðàâíåíèé äèíàìèêè, à ïîñëåäíåå – 
óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè. Â âåêòîðíîé ôîðìå 
óðàâíåíèÿ Íàâüå – Ñòîêñà (3) çàïèñûâàþòñÿ 
â âèäå

    
,

                       
( ) 0

t
∂ρ

+ ∇ ⋅ ρ =
∂

u .                  (4)

ãäå S�  – òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé; ∇ – îïå-
ðàòîð Ãàìèëüòîíà.

Ñóùåñòâóåò íåìàëî âàðèàíòîâ ÷èñëåííîãî 
ðåøåíèÿ äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â ÷àñò-
íîñòè, âñòðå÷àåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, 
áàçèðóþùèõñÿ íà ïðèìåíåíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ 
ðàçíîñòåé [2], ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [3], 
ìåòîäà êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ [4], âåðîÿòíîñò-
íûõ àëãîðèòìîâ (íàïðèìåð, ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî) è äðóãèõ ïîäõîäîâ. Òåì íå ìåíåå, âñå 
îíè îáëàäàþò ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè: 
ëèáî ïðåäúÿâëÿþò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê âû-
÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èõ èñ-
ïîëüçîâàòü íà ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðàõ, ëèáî 
ðàññìàòðèâàþò èñõîäíóþ çàäà÷ó  â î÷åíü óçêèõ 
ðàìêàõ ñ ðàçëè÷íûìè óïðîùàþùèìè ïðåäïî-
ëîæåíèÿìè è ñòðîãèìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ (ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä 
êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ è ò.ä.) èìåþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûå ïðîáëåìû ñõîäèìîñòè ïðè ðåøåíèè 
êðàåâîé çàäà÷è ñ êðèâîëèíåéíûìè ãðàíèöàìè. 

Óêàçàííûå íåäîñòàòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ 
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ 

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2
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ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî 
ñîâðåìåííûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëè-
ðîâàíèþ ïðîöåññîâ òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû 
â óçêèõ êàíàëàõ ñ ó÷åòîì ìèêðîòîïîãðàôèè èõ 
ðàáî÷èõ ïîâåðõíîñòåé, èñïîëüçóþò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîëó÷åííûå èç äàííîé 
ñèñòåìû ïóòåì ðàçëè÷íûõ óïðîùåíèé. Íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåíûìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ôèëü-
òðàöèîííàÿ ìîäåëü Äàðñè è ùåëåâàÿ ìîäåëü 
â óñëîâèÿõ ïðèáëèæåíèÿ Ðåéíîëüäñà [5, 6]. Îáå 
ìîäåëè ñîäåðæàò ðÿä ñóùåñòâåííûõ îãðàíè-
÷åíèé. Ôèëüòðàöèîííàÿ ìîäåëü íå ïðèìåíèìà 
ïðè ñóùåñòâåííûõ èñòå÷åíèÿõ ðàáî÷åé ñðåäû 
(ïîäõîäèò òîëüêî äëÿ ïîðèñòûõ òåë). Ìîäåëü 
Ðåéíîëüäñà íå ïðèìåíèìà äëÿ ãàçîîáðàçíûõ 
ñðåä. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå 
áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ òå-
÷åíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä â óçêèõ êàíàëàõ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ çà ðóáåæîì øèðîêîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ 
òå÷åíèÿ ñïëîøíûõ ñðåä íà îñíîâå êëåòî÷íûõ 
àâòîìàòîâ [7], èñïîëüçóþùèé ïðåäñòàâëåíèå 
ñïëîøíîé ñðåäû â âèäå ñîâîêóïíîñòè ÷àñòèö, ñî-
âåðøàþùèõ ïåðåìåùåíèÿ è âçàèìíûå ñòîëêíî-
âåíèÿ íà äèñêðåòíîé ñåòêå. Ïîñêîëüêó ìåòîäû, 
áàçèðóþùèåñÿ íà äàííîì ïîäõîäå, îïåðèðóþò 
â òåðìèíàõ ìèêðîâçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö, îíè 
îáåñïå÷èâàþò àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå ôóí-
äàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ (ñîõðàíåíèÿ 
ìàññû, èìïóëüñà è ýíåðãèè), ëåæàùèõ â îñíîâå 
óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà. Äàëüíåéøèì ðàç-
âèòèåì ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ìåçîñêîïè÷åñêîå 
ìîäåëèðîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåòî÷íîãî 
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [8–11].

Ìåçîñêîïè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 
òå÷åíèÿ è ýêâèâàëåíòíîñòü 
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñèñòåìå 
óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà

Â îñíîâå ìåçîñêîïè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ìî-
äåëèðîâàíèþ, èñïîëüçóþùåãî ðåøåòî÷íîå 
óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, ëåæèò ñòàòèñòè÷åñêîå 
ïðåäñòàâëåíèå ñðåäû â êàíàëå â âèäå ïëîòíîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ( , , )f x v t�  ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì 
v  â êàæäîé òî÷êå ( ), ,x x y z�  â ìîìåíò âðåìåíè t. 
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ 
ñîãëàñíî ðàáîòå [10]. 

Åñëè íà êàæäóþ ÷àñòèöó äåéñòâóåò óäåëüíàÿ 
âíåøíÿÿ ñèëà F� , òî òîãäà, áåç ó÷åòà ñòîëêíîâå-
íèÿ ÷àñòèö èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

( , , ) ( , , ) 0f x v dt v F dt t dt dxdv f x v t dxdv+ + + − =�� � � � .
(5)

Äëÿ ó÷åòà ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö â ïðàâóþ 
÷àñòü óðàâíåíèÿ (5) ââîäèòñÿ îïåðàòîð ñòîëêíî-
âåíèÿ ( )f dxdvdtΩ � :

  ( , , ) ( , , )f x v dt v F dt t dt dxdv f x v t dxdv+ + + − =�� � � �

   ( )f dxdvdt= Ω � .                                                 (6)

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6) íà dx dv dt� , 
ïîëó÷èì óðàâíåíèå Áîëüöìàíà

                

f f fv F
t x v

∂ ∂ ∂
+ + = Ω

∂ ∂ ∂
�

�
.               (7)

Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (7) ðàñêðû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

,x y x y
x y

f f f f fv v F F
t x y v v

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + = Ω⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� �

     

.    (8)

Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå (7) ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê âèäó:

            
x y z

f f f fv v v
t x y z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

            
,x y z

x z

f f fF F F
v vy v

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
+ + + = Ω⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
� � �

 
.

(9)
Ïðè èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 

÷àñòèö ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè 
ρ , ñðåäíåé ñêîðîñòè u  è âíóòðåííåé ýíåðãèè 
e  ÷àñòèö:

ρ( , ) ( , , )x t m f x v t dv= ∫� � ,

ρ( , ) ( , ) ( , , )x t u x t mv f x v t dv= ∫� � � , 

,

ρ 21ñ( , ) ( , ) ( , , )
2

x t e x t m v u f x v t dv= −∫� � � ,

,    

(10)

ãäå m  – ìàññà ÷àñòèöû. 
Èíòåãðèðîâàíèå â ñîîòíîøåíèÿõ (10) îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïî ñêîðîñòè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì 
ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö. 

Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ñâÿçàíà ñ òåì-
ïåðàòóðîé èçâåñòíûì èç òåðìîäèíàìèêè 
ñîîòíîøåíèåì [1]: 
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3 3
2 2Be k T= = θ ,                   (11)

ãäå Bk  – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T  – òåìïåðà-
òóðà; Bk Tθ =  – ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð. 

Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðåæèìå òå÷åíèÿ â êà-
÷åñòâå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè 
ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå constθ = . Ïðè àäèàáàòè-
÷åñêîì ðåæèìå òå÷åíèÿ äîëæåí ñîáëþäàòüñÿ 
çàêîí ñîõðàíåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, ïîëó-
÷àåìûé èç âûðàæåíèé (10) è (11) [10]:

           
.           (12)

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïðåäëîæåíî áîëü-
øîå ÷èñëî âàðèàöèé îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé 

( )f dxdvdtΩ � . Äëÿ âÿçêîé ñïëîøíîé ñðåäû 
îäíî èç íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé îïåðàòîðà 
ñòîëêíîâåíèé ïðåäëîæèëè Áõàòíàãàð, Ãðîññ 
è Êðóê (ÁÃÊ) [12]. Îíè ðàññìîòðåëè â êà÷åñòâå 
îñíîâíîé çàäà÷è îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèÿ ïðè-
âåäåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàâíîâåñ-
íîå ñîñòîÿíèå èëè áëèçêîå ê íåìó. Ïëîòíîñòü 
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ 
îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà – 
Áîëüöìàíà [10]:

                

20 ( ) / 2
3/ 2( )

(2 )
v unf v e− − θ=

πθ
,          (13)

ãäå n  – êîëè÷åñòâî ÷àñòèö â óçëå (àìïëèòóäà 
ðàñïðåäåëåíèÿ). 

Äëÿ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 
÷àñòèö âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó-
÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëîâ Ãàóññà 
[10]:

0 ( )m f v dv = ρ∫ , 0 ( )( ) 0m f v v u dvα α− =∫ , 

0 ( )( )( )m f v v u v uα α β β αβ− − = ρθδ∫ ,

0 ( )( )( )( ) 0m f v v u v u v uα α β β γ γ− − − =∫ ,

0 2 2( )( )( )( ) 5m f v v u v u v uα α β β αβ− − − = ρθ δ∫ , 
(14)

ãäå  { }, ,x y zα = , { }, ,x y zβ = , { }, ,x y zγ =  – õà-
ðàêòåðíûå íåçàâèñèìûå íàïðàâëåíèÿ ïåðåíîñà 
÷àñòèö; αβδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì àïïðîêñèìàöèè îïå-
ðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ÿâëÿåòñÿ ðåëàêñàöèÿ ïî 
âðåìåíè:

                       

01 ( )f fΩ = − −
τ

,                 (15)

ãäå τ  – ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ 
ñðåäîé. 

Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (15) óðàâíåíèå Áîëü-
öìàíà ïðèíèìàåò âèä:

        
.        (16)

Èç óðàâíåíèÿ (16) ìîæíî âûðàçèòü èñïðàâ-
ëåííóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö f� , 
ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòî-
ðà ñòîëêíîâåíèÿ:

          
.       (17)

Ïðè àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèÿ 
ïî ìåòîäó ÁÃÊ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 
Áîëüöìàíà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíûì ñèñòåìå 
óðàâíåíèé (3). Åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (16) íà mvα  è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ñêî-
ðîñòè (ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé), ïîëó÷èì 
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå [12]: 

 
  .                              (18)

Ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (10) è (14) ïîñëåäî-
âàòåëüíî óïðîñòèì óðàâíåíèå (18) [12]:

   
,

  

      

         

0fmv F dv
vα β α

β β

⎡ ⎤∂
+ =⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫ � .               (19)

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî 
v
v

α
αβ

β

∂
= δ

∂
, òî òðåòüå ñëàãà-

åìîå â óðàâíåíèè (19) óïðîùàåòñÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:

mF f v dv mF f dv
v β α α β αβ α

β β

⎡ ⎤∂
= − δ =⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫ ∫� �

( )F u
mF f dv

v
β α

β αβ α
β ββ

⎡ ⎤∂ ρ
⎡ ⎤⎢ ⎥= − δ⎣ ⎦∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∫
�

� .         (20)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (20) îáðàùàåò-
ñÿ â íîëü â ñèëó íåçàâèñèìîñòè îò vβ . Âòîðîå 
ñëàãàåìîå îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðè β = α . 
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì: 

( )F u
mF f dv F

v
β α

β αβ α α
β ββ

⎡ ⎤∂ ρ
⎡ ⎤⎢ ⎥ − δ = −ρ⎣ ⎦∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∫
�

� � .

(21)

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Ä.Þ. Áîãîìîëîâ, Â.Â. Ïîðîøèí, Â.Þ. Ðàäûãèí

62

Âòîðîå ñëàãàåìîå óðàâíåíèÿ (19) ìîæåò 
áûòü ïðåîáðàçîâàíî ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (17) 
ÁÃÊ àïïðîêñèìàöèè. Íà îñíîâå àíàëèçà ×åï-
ìåíà è Ýíñêîãà [9], ïðåíåáðåãàÿ ïðîèçâîäíûìè 
âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü

 

.

 (22)
Ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (21) è (22) óðàâíåíèå 

(19) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó, õàðàêòåðíîìó äëÿ 
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà [12]:

  

( ) ( )( ) u uu F
t

α βα
α

β

⎡ ⎤∂ ρ ∂ ρθ∂ ρ
+ = ρ −⎢ ⎥

∂ ∂β ∂ α⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ � .

(23)
Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîäíûå íå òîëüêî ïåðâîãî, 

íî è âòîðîãî ïîðÿäêà, â ñëó÷àå èçîòåðìè÷åñêî-
ãî òå÷åíèÿ óðàâíåíèå (23) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü 
ê ñëåäóþùåìó âèäó [12]:

         

( )( ) u uu pF
t

α βα
α

β

⎡ ⎤∂ ρ∂ ρ ∂
+ = ρ − +⎢ ⎥

∂ ∂β ∂ α⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ �

  

( )2
3

uuu γβα

β

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂⎛ ⎞∂∂ ∂⎢ ⎥⎜ ⎟+ μ + μ − μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂β ∂β ∂ α ∂ α ∂ γ⎢ ⎥γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ ,

                         p = ρθ , μ = ρθτ .          (24)

Ñîâîêóïíîñòü óðàâíåíèé (24), âçÿòûõ äëÿ 
êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ: { }, ,x y zα = , { }, ,x y zβ =  
è { }, ,x y zγ = , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí ñîõðà-
íåíèÿ èìïóëüñîâ, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ óðàâíå-
íèÿìè äèíàìèêè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå – 
Ñòîêñà (3). 

Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî, åñëè óìíîæèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (19) 
íà m è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ñêîðîñòè [12]:

.
(25)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåëè÷èíû v , x�  è t  ÿâëÿþò-
ñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, à ( , )F F x t=� � �  
è  íå çàâèñÿò îò v , è ïðè ïîäñòàíîâ-
êå (10) è (14) â óðàâíåíèå (25) ìîæíî ïîëó÷èòü 
óðàâíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññ, êîòîðîå ñî-
âïàäàåò ñ óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè èç ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà (3) [12]:

           
,

     
.      

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Áîëüöìàíà ñ ÁÃÊ 
àïïðîêñèìàöèåé îïåðàòîðà ñòîëêíîâåíèé ñîîò-
âåòñòâóåò ñèñòåìå óðàâíåíèé Íàâüå – Ñòîêñà 

äëÿ âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà (3). Ñîîòâåòñòâèå 
ñïðàâåäëèâî âáëèçè ãðàíèöû íåñæèìàåìîñòè 
(ò.å. ïðè ÷èñëàõ Ìàõà M<<1), ÷òî ïîçâîëÿåò 
ãîâîðèòü òàêæå î ïðèìåíèìîñòè ðåøåòî÷íîãî 
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷å-
íèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. 

Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü
Â âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå äëÿ ïðîâåäåíèÿ 

ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ 
Áîëüöìàíà ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèÿ ïîòîêà íà äèñ-
êðåòíîé ñåòêå (ðåøåòêå) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè 
ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ÷åðåäîâàíèÿ äâóõ 
ôàç – ôàçû ïåðåíîñà è ôàçû ñòîëêíîâåíèÿ. Âî 
âðåìÿ ôàçû ïåðåíîñà ÷àñòèöû ïåðåìåùàþòñÿ 
â ñîñåäíèå ÿ÷åéêè ïî âñåì âîçìîæíûì íàïðàâëå-
íèÿì. ×àñòèöû, îêàçàâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ïåðå-
íîñà â îäíîé è òîé æå ÿ÷åéêå, ïðèíèìàþò ó÷àñòèå 
â ñòîëêíîâåíèè. Çà îäèí øàã ÷àñòèöà ïåðåìå-
ùàåòñÿ â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè íà îäèí óçåë. 
Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ â äèàãîíàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè, ïàðàëëåëüíîì ñòîðîíå ðåøåòêè, ïðîïîð-
öèîíàëüíà ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññòîÿíèÿì. Íà 
ðèñ. 2 ïðèâåäåíû íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå 
âèäû ðåøåòîê ñ êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè äëÿ ðå-
øåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà íà îñíîâå îá-
ùåïðèçíàííîé êëàññèôèêàöèè DmQn [13, 14]. 

Â ðàçðàáîòàííûõ äâóõìåðíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëÿõ òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû â êàíàëå 
íà îñíîâå ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìà-
íà â êà÷åñòâå áàçîâîãî òèïà ðåøåòêè ïðèíÿòà 
D2Q9.

При численном моделировании непрерывная 
плотность распределения частиц ( ), ,f x v t�  при 
дискретизации заменяется набором дискретных 
функций

                   ( ) ( ), , ,i if x v t f x t=� � ,                  
где iv  − скорость по направлению i.

Â ðåçóëüòàòå äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèå 
Áîëüöìàíà ñ ÁÃÊ àïïðîêñèìàöèåé îïåðàòîðà 
ñòîëêíîâåíèé (15) ïðèíèìàåò âèä

,
         

ãäå xδ  – ïðîñòðàíñòâåííûé øàã ðåøåòêè; tδ  – øàã 
ïî âðåìåíè; / xδτ = τ δ  – äèñêðåòíàÿ ñêîðîñòü 
ðåëàêñàöèè. 

Ôàçà ïåðåíîñà ìîäåëèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè 
ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ: 

               ( , ) ( , )i i x t if x v t f x t+ δ + δ =� � .          
Äëÿ èçîòåðìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïëîòíîñòü 

ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì â ñîñòîÿ-
íèè ðàâíîâåñèÿ áóäåò [10]:

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2
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( )20

2 4 2

3 9 31
2 2i i i if nw v u v u u u

c c c
⎡ ⎤= + ⋅ + ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

ãäå /x tc = δ δ  – ñåòî÷íàÿ ñêîðîñòü çâóêà; iw  – âå-
ñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Ëîêàëüíàÿ ïëîòíîñòü ρ  è ëîêàëüíàÿ ñêî-
ðîñòü u  â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âû÷èñëÿ-
þòñÿ èñõîäÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññ è ìî-
ìåíòîâ:

       
i

i
m fρ = ∑ , i i

i
u m v fρ = ∑ , 

i i
i

i i
i

m v f
u

v f
=

∑
∑

.  

Äëÿ äâóõìåðíîé ðåøåòêè D2Q9 ïðè ïðÿìîì 
ïåðåìåùåíèè ÷àñòèö iv c= , à ïðè äèàãîíàëü-
íîì – 2iv c= . Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñêî-
ðîñòåé ÷àñòèöû { }iv  îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:

Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ñåòêè D2Q9 
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

                  

                

Ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ñõåìå ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ 
Áîëüöìàíà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âûðàæåííûå 
â ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåðìèíàõ, äîëæíû áûòü 
ïåðåíåñåíû íà ìèêðîóðîâåíü â âèäå ôóíêöèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé íà ãðàíèöàõ. 

Íà òâåðäîé ãðàíèöå êàíàëà ïðåäëîæåíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñõåìó bounce-back – ãðàíèöà ðàñ-
ïîëîæåíà íà ïîëîâèíå ïóòè ìåæäó ãðàíè÷íûì 
óçëîì è ñîñåäíèì ñ íèì óçëîì ðåøåòêè. Ïîïà-
äàþùèå íà ãðàíèöó ÷àñòèöû ñèììåòðè÷íî îòðà-
æàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè [15]: 

              ( , ) ( , )b t i b tif x t f x t+ δ = + δ� � � ,          

ãäå èíäåêñ i  ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ, îá-
ðàòíîìó  ïåðåìåùåíèþ ÷àñòèö ñ èíäåêñîì i; 

bx�  – ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà ãðàíèöû.  
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè îòêðûòûõ ãðàíèö êàíàëà 

íà âõîäå â êàíàë ïðåäëîæåíî çàäàâàòü ôèêñèðî-
âàííûé ïîòîê ñïëîøíîé ñðåäû [17]:

,

ãäå Ax�  – ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà âõîäà 
â êàíàë. 

Íà âûõîäå èç êàíàëà çàäàåòñÿ «ìÿãêîå» ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå 
çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

              
( , ) ( , )i w t i f tf x t f x t+ δ = + δ� �� � ,          

ãäå wx�  – ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè 
âûõîäà èç êàíàëà.

Ðèñ. 2. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå âèäû ðåøåòîê

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèÿ íà îñíîâå 
âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ 
Áîëüöìàíà îáåñïå÷èâàåò äèñêðåòíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîìåíòîâ â óçëàõ 
ðåøåòêè. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè è ëîêàëüíîé 
ñêîðîñòè ðàáî÷åé ñðåäû. Îáúåìíûå óòå÷êè xQ  
â òðåõìåðíîì êàíàëå ñ íåðîâíûìè ñòåíêàìè 
îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ãîðèçîí-
òàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ëîêàëüíîé ñêîðîñòè ïî 
âûõîäíîìó ñå÷åíèþ êàíàëà:

           
,       

ãäå B  – øèðèíà êàíàëà; N  è K  – êîëè÷åñòâî 
ðàçáèåíèé ìîäåëüíîé ñåòêè âäîëü îñåé Ox  
è  Oy ñîîòâåòñòâåííî;  – ãîðèçîíòàëüíàÿ 
êîìïîíåíòà ñêîðîñòè â ÿ÷åéêå ðåøåòêè ñ êîîð-
äèíàòàìè (N, k). 

Ðåçóëüòàòû 
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ 
Äëÿ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè àâòîðñêèì êîë-

ëåêòèâîì áûëà ðàçðàáîòàíà ðàñ÷åòíàÿ ïðî-
ãðàììà è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ 
òå÷åíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû â óçêèõ êàíàëàõ ñî 
ñëîæíîé ãåîìåòðèåé íåðîâíîñòåé ñòåíîê. 

Àäåêâàòíîñòü ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé è ïðî-
ãðàìì áûëà èññëåäîâàíà íà òåñòîâîé çàäà÷å 
î òå÷åíèè â êàíàëå ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè ïà-
ðàëëåëüíûìè ïëàñòèíàìè. Äëÿ äàííîé çàäà÷è 
èçâåñòíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îïè-
ñàííîå â ó÷åáíîé è ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðå [1]. 
Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ïàðàáîëè÷åñêèé ïðîôèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè xu  ïî âåðòè-
êàëüíîé êîîðäèíàòå êàíàëà y.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
áûëî ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íîå ïàðàáîëè÷åñêîå 
ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè xu  âî âíóòðåííèõ ñå-
÷åíèÿõ êàíàëà (ðèñ. 3). Â ðàìêàõ äîïóñòèìûõ 
ïîãðåøíîñòåé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïàðàáîëè÷å-
ñêèé ïðîôèëü ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ àíàëèòè-
÷åñêèì ðåøåíèåì. Ëèíåéíûå õâîñòîâûå ó÷àñò-
êè íà ãðàôèêå ðàñïðåäåëåíèÿ xu  ñîîòâåòñòâóþò 
óçëàì, ðàñïîëîæåííûì âíóòðè ñòåíîê êàíàëà. 
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî íà âõîäå â êàíàë çàäàâàëîñü 
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé, â ïðè-
ãðàíè÷íîé çîíå íàáëþäàëèñü ïåðåõîäíûå ïðî-
öåññû (ðèñ. 4), êîòîðûå ñòàáèëèçèðîâàëèñü íà 
íåáîëüøîì ó÷àñòêå, äëèíà êîòîðîãî íå ïðåâû-
øàëà 1,5–2 % îò îáùåé äëèíû êàíàëà. Òàêæå 
â õîäå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû 

äðóãèå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ â 
ãëàäêîì êàíàëå [1] – îòñóòñòâèå âåðòèêàëüíîãî 
ïåðåïàäà äàâëåíèé è ìàëàÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòåé.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä îá àäåêâàòíî-
ñòè è äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîé ðàñ÷åòíîé 
ìîäåëè íà îñíîâå ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ Áîëü-
öìàíà.

Некоторые характерные результаты чис-
ленных исследований течения в канале с не-
ровными стенками представлены на рис. 5. Го-
ризонтальная компонента поля скоростей, как 
и в канале с гладкими стенками, имеет в вер-
тикальном сечении параболический профиль. 
Амплитуда профиля возрастает в зонах сужения 
канала и снижается в зонах расширения. 

Кроме того, вертикальная компонента ско-
рости увеличивается вблизи неровной границы 
канала, что соответствует ее обтеканию пото-
ком. Давление в канале постепенно уменьшает-
ся от входа в канал к выходу из него. В местах 
сильного сужения канала наблюдается дополни-
тельный перепад давлений.

Ðèñ. 3. Ïàðàáîëè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå u
x
 

â êàíàëå ñ äâóìÿ ãëàäêèìè ñòåíêàìè

Ðèñ. 4. Îòêëîíåíèå îò ïàðàáîëè÷åñêîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ u

x
 â ïðèãðàíè÷íîé çîíå 

íà âõîäå â êàíàë

Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2011, ¹ 2
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В целом представленные результаты моде-
лирования по совокупности изменений физи-
ческих параметров потока согласуются с из-
вестными теоретическими представлениями 
о характере течения в узких каналах и результа-
тами, полученными для приближения Рейноль-
дса [18].

Çàêëþ÷åíèå
Проведенные численные эксперименты по-

казали возможность применения разработан-
ной математической модели течения сплошной 
среды для решения задач со сложной микрото-
пографией рабочих поверхностей канала. Срав-
нение с аналогичными моделями, базирующи-
мися на приближении Рейнольдса, показало, что 
вычислительная схема на основе решеточного 
уравнения Больцмана не имеет существенных 
недостатков. В то же время использование при-
ближения Навье – Стокса позволяет получить 
более точную оценку величины утечек рабочей 
среды герметизирующих или управляющих по-
током устройств для широкой номенклатуры 

гидравлических и газодинамических узлов из-
делий машиностроения. Таким образом, данная 
модель может быть рекомендована для раз-
работки соответствующего инженерного про-
граммного обеспечения и систем САПР. 
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