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ÓÄÊ 624.07:534.1

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÅ ÈÇÃÈÁÍÛÅ

ÊÎËÅÁÀÍÈß ÑÒÅÐÆÍß,

ÂÐÀÙÀÞÙÅÃÎÑß ÂÎÊÐÓÃ ÑÂÎÅÉ ÎÑÈ

À.È. Ìóíèöûí

Ââåäåíèå

Âðàùàþùèéñÿ ñòåðæåíü ñ øàðíèðíî íå-

ïîäâèæíûìè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè îïî-

ðàìè, íàõîäÿùèéñÿ ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñ-

êîé íàãðóçêè, ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åòíîé ñõåìîé äëÿ

ìíîãèõ èíæåíåðíûõ îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè äëÿ

íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèé ñòàíêîâ è ìàíèïóëÿòî-

ðîâ èñòî÷íèêîì âèáðàöèé ÿâëÿþòñÿ ìåõàíèç-

ìû, ðàñïîëîæåííûå íà òîé æå ïîâîðîòíîé ïëàò-

ôîðìå.

Â èññëåäîâàíèÿõ êîëåáàíèé ñòðóíû [1, 2]

è ñòåðæíÿ [3] áåç èõ âðàùåíèÿ îáíàðóæåíà âçà-

èìîñâÿçü êîëåáàíèé â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíè-

ÿõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ êàê ïëîñêèõ

ôîðì äâèæåíèÿ, òàê è ïðîñòðàíñòâåííûõ, ïðè

êîòîðûõ òî÷êè îñåâîé ëèíèè ñîâåðøàþò äâè-

æåíèå ïî îêðóæíîñòè. Äëÿ âûíóæäåííûõ êîëå-

áàíèé â îêðåñòíîñòè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà ñóùå-

ñòâóåò äèàïàçîí ÷àñòîò, ïðè êîòîðûõ âîçíèêà-

þò óñòîé÷èâûå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â

ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé äåéñòâèþ âûíóæäà-

þùåé ñèëû, è ñóììàðíîå äâèæåíèå òî÷åê ïðî-

èñõîäèò ïî ýëëèïñó. Â çàäà÷å î êîëåáàíèÿõ âðà-

ùàþùåãîñÿ ðîòîðà ïîä äåéñòâèåì ãàðìîíè÷åñ-

êîé íàãðóçêè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîëåáàíè-

ÿìè â ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòÿõ ïðîèñõîäèò âñëåä-

ñòâèå íåëèíåéíûõ è ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë [4].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü îñü x ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñòåðæíÿ â

íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, à îïîðàì

ñòåðæíÿ ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè x=0, x=L. Öåíòð

ìàññ ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñîâïàäàåò ñ îñüþ

âðàùåíèÿ. Âî âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñ-

òüþ Ω ñèñòåìå êîîðäèíàò îáîçíà÷èì ÷åðåç v è

w ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäíåé ëèíèè âäîëü

îñåé y è z. Ïðè îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ óðàâíå-

íèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé

ñòåðæíÿ ïîëó÷åíû â [3]. Âî âðàùàþùåéñÿ ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò íà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ äåéñòâóþò

öåíòðîáåæíûå ñèëû è ñèëû Êîðèîëèñà, ñ ó÷å-

òîì êîòîðûõ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áåçðàçìåð-

íûõ ïåðåìåííûõ èìåþò âèä:

© À.È. Ìóíèöûí, 2008

ÌÓÍÈÖÛÍ
Àëåêñàíäð
Èâàíîâè÷

Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû òåî-

ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè Èâàíîâñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà

(ÈÃÝÓ). Ñïåöèàëèñò â îáëàñòè äèíàìèêè è ïðî÷-

íîñòè ìàøèí. Àâòîð áîëåå 50 íàó÷íûõ ðàáîò.

(1)
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Ïðîñòðàíñòâåííûå èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè

                   Ω=====ω0ω,      ,

ãäå E, ρ – ìîäóëü óïðóãîñòè è ïëîòíîñòü ìàòå-

ðèàëà ñòåðæíÿ; F – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå-

÷åíèÿ; J
y 
, J

z
  – ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèÿ;

ε
0
 – äåôîðìàöèÿ ñðåäíåé ëèíèè; q

y
(t), q

z
(t) –

ïðîåêöèè íàãðóçêè íà îñè y è z; μ, ψ1, ψ2
 – ÷àñ-

òîòà è ôàçû íàãðóçêè; γ=FL2(1+ω2)(4π4J
z
)-1,

C=J
y 
/J

z
 – ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè è îòíîøåíèå

ìîìåíòîâ èíåðöèè; β, σ – áåçðàçìåðíûå êîýô-

ôèöèåíòû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äåìïôèðî-

âàíèÿ;  ω – áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ,

ω
0
 – ïåðâàÿ ÷àñòîòà èçãèáíûõ êîëåáàíèé â ïëîñ-

êîñòè z.

Âñå ïåðåìåùåíèÿ è êîîðäèíàòà x îòíåñå-

íû ê äëèíå ñòåðæíÿ L. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè

t
*
=ω

0
t. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî èç óñëî-

âèÿ îòñóòñòâèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïðîäîëüíîãî

ñìåùåíèÿ îïîð.

Â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ áåçðàçìåðíàÿ

óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñòåðæíÿ ââåäåíà

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçìåð-

íàÿ ñêîðîñòü íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî

ïåðâîé ÷àñòîòå èçãèáíûõ êîëåáàíèé. Ïîýòîìó

ÿâëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîòåðåé óñòîé÷èâîñòè íà

êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ âðàùåíèÿ, íå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ.

2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ìåäëåííûõ

ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì îäíîìîäîâóþ ìîäåëü è ïðåä-

ñòàâèì ðåøåíèå â âèäå:

    v(x,t)=ϕ
1
(t)sin π x, w(x,t)=ϕ

2
(t)sin π x.

Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð ε:
  

ò. å. íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, óãëîâàÿ ñêîðîñòü

âðàùåíèÿ ñòåðæíÿ, ðàçíîñòü îñåâûõ ìîìåíòîâ

èíåðöèè, äèññèïàöèÿ è âíåøíèå íàãðóçêè ïðåä-

ïîëàãàþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ìàëûìè. Ïðåíåá-

ðåãàÿ ñëàãàåìûìè âûñøåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,

ïðèâîäèì óðàâíåíèÿ (1) ê âèäó

ãäå

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êîëåáàíèé â

ìàëîé îêðåñòíîñòè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà, ò.å. ïðè

 ãäå λ ≈1 – ÷àñòîòíàÿ ðàñòðîéêà.  Ïðåä-

ñòàâèì ñèñòåìó (2) â ñòàíäàðòíîé ôîðìå [5, 6]

ïðè ïîìîùè ïåðåõîäà ê íîâûì ïåðåìåííûì:

(3)

ãäå a
k
 – àìïëèòóäû ïàðöèàëüíûõ êîëåáàíèé;

α
k
 – ôàçîâûå äîáàâêè.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ ïîçâîëÿ-

åò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé â ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ, äàþùóþ âîç-

ìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â

ìàëîé îêðåñòíîñòè åäèíè÷íîé ÷àñòîòû:

;

 .                                       (4)

3. Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ

Óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷àþò-

ñÿ èç ñèñòåìû (4) ïðè f
k
=0, η=0 è ïîçâîëÿþò

ïîëó÷èòü ÿâíûå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåí-

òàðíûõ ôóíêöèé. Äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ äâèæå-

íèé ïîëàãàåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâíîé íóëþ è ïîëó-

÷àåì ðåøåíèÿ ïðè Δα=π/2. Â ýòîì ñëó÷àå èç

ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò a
k
=const, k=1,2,

à äâà ïîñëåäíèõ ïðèíèìàþò âèä:

       
.
        (5)

Ñëó÷àé Δα=−π/2 ðàâíîçíà÷åí çàìåíå çíàêà

àìïëèòóäû ïàðöèàëüíûõ êîëåáàíèé a
2
 íà ïðî-

òèâîïîëîæíûé è ïðèâîäèò ê òåì æå óðàâíåíè-

ÿì. Èñêëþ÷àÿ èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ÷àñòîò-

íóþ ðàññòðîéêó λ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæ-

äó àìïëèòóäàìè è ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

,                                        (2)
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(6)

Âàðüèðóÿ ïåðåìåííóþ a
2
, îïðåäåëÿåì âòî-

ðóþ àìïëèòóäó êàê êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, ïîñëå ÷åãî âòîðîå óðàâíåíèå (6) îïðåäå-

ëÿåò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåìû. Ïðè ýòîì êàæäîìó çíà÷åíèþ a
1
 ñîîò-

âåòñòâóåò ìàêñèìóì òðè êîðíÿ a
2
 è òðè çíà÷å-

íèÿ ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè λ.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè, ïî-

ñòðîåííûå ïî ôîðìóëàì (6) äëÿ çíà÷åíèé ïà-

ðàìåòðîâ ω=0,5, γ=1, δ=1. Öèôðû â ñêîáêàõ îáî-

çíà÷àþò íîìåð àìïëèòóäû. Ïîñêîëüêó èçãèáíûå

æåñòêîñòè ðàçëè÷íû, àìïëèòóäû a
1
 è a

2
 íå ðàâ-

íû ìåæäó ñîáîé. Ðåøåíèå 1 ñîîòâåòñòâóåò äâè-

æåíèÿì ñå÷åíèé ïî ýëëèïñó, êîòîðûå ñ óâåëè-

÷åíèåì ÷àñòîòû ïðåâðàùàþòñÿ â äâèæåíèÿ ïðå-

èìóùåñòâåííî â ïëîñêîñòè áîëüøåé èçãèáíîé

æåñòêîñòè. Ðåøåíèå 3 – ýòî äâèæåíèÿ ïðåèìó-

ùåñòâåííî â ïëîñêîñòè ìåíüøåé èçãèáíîé æå-

ñòêîñòè, ðåøåíèÿ 2 è 4 ñîîòâåòñòâóþò àìïëè-

òóäàì îäíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ðåøå-

íèé 3 è 4 íåîáõîäèìî âîçìóùåíèå âûøå íåêî-

òîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Ðåøåíèÿ 1, 3, 4

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè àìïëèòóä è ñîîòâåò-

ñòâóþò âðàùåíèþ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ïî îêðóæ-

íîñòè â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ ñèñòåìû êîîð-

äèíàò.

4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå

êîëåáàíèÿ ñèñòåìû (4) áåç ó÷åòà äèññèïàöèè,

êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè çíà÷åíèÿõ ôàç íàãðóçîê

ψ
1
=0,  ψ

2
=π/2 è ôàçîâûõ äîáàâîê α

1
=0,  α

2
=π/2.

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé,

èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò a
k
=const,

k=1,2, à äâà ïîñëåäíèõ ïðèíèìàþò âèä:

    
. 
   (7)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòåé a
k
(λ) èñêëþ-

÷àåì èç (7) ÷àñòîòíóþ ðàññòðîéêó λ è ïîëó÷àåì

ñîîòíîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäàìè è ñëåäóþùèå

ðåøåíèÿ:

        (8)

Âàðüèðóÿ ïåðåìåííóþ a
2
, îïðåäåëÿåì âòî-

ðóþ àìïëèòóäó êàê êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ, ïîñëå ÷åãî âòîðîå óðàâíåíèå (8) îïðåäå-

ëÿåò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè

ñèñòåìû. Êàæäîìó çíà÷åíèþ a
1
 ñîîòâåòñòâóåò

ìàêñèìóì òðè êîðíÿ a
2
 è òðè çíà÷åíèÿ ÷àñòîò-

íîé ðàññòðîéêè λ.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñâî-

äèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ìàòðèöû G, êîòîðàÿ ïðè îòñóòñòâèè äèññèïà-

öèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòüþ

2x2, ïðè÷åì áëîêè G
11

 è G
22

 íóëåâûå, à îñòàëü-

íûå äâà èìåþò âèä:

 (9)

Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè a
2
(l)

è a
1
(l) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ g=1, f

1
=0, f

2
=0,

d=0,5, w=0,5. Ïðè âðàùåíèè ñòåðæíÿ âîêðóã

ñâîåé îñè ðåøåíèå 1, ñîîòâåòñòâóþùåå âðà-

ùåíèþ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ â íàïðàâëåíèè óãëî-Ðèñ. 1. Àìëèòóäíî-÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

.

.
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Ïðîñòðàíñòâåííûå èçãèáíûå êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè

âîé ñêîðîñòè, ñóùåñòâóåò âî âñåì äèàïàçîíå

÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè è íå èìååò òî÷åê âåòâ-

ëåíèÿ. Ðåøåíèå 2 ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ â

ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè è ÿâëÿåòñÿ èçî-

ëèðîâàííûì. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî

íàëè÷èå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ. Ó÷àñòîê ìåæäó

òî÷êàìè B
1
B

2
 è A

1
A

2
 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

Ó÷àñòîê 3 ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì ñ ìà-

ëîé àìïëèòóäîé ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ðåçîíàí-

ñà. Íàëè÷èå â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ ñèë Êîðèî-

ëèñà ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ ïëîñêèõ ðåøåíèé.

Îäíà âåòâü ðåøåíèÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ôîðìå äâèæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïî îê-

ðóæíîñòè, âòîðàÿ  ïî ýëëèïñó, áîëüøàÿ îñü êî-

òîðîãî ðàñïîëîæåíà â ïëîñêîñòè íàãðóçêè. Ïðè

óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà δ òî÷êè A
2
, B

2
 ïåðåìå-

ùàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, è äëÿ ñòåðæíÿ êðóã-

ëîãî ñå÷åíèÿ óñòîé÷èâà òîëüêî îäíà íèæíÿÿ

âåòâü ðåøåíèÿ 2 [4].

Îäíà âåòâü ðåøåíèÿ 4 ñîîòâåòñòâóåò âðàùå-

íèþ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ

ñòåðæíÿ, à àíàëîãè÷íàÿ âåòâü ðåøåíèÿ 5 – âðà-

ùåíèþ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Âòîðûå

âåòâè ýòèõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïòè÷åñ-

êîìó äâèæåíèþ ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé â ïëîñêî-

ñòè, îðòîãîíàëüíîé íàãðóçêå. Îáà ýòèõ ðåøåíèÿ

íåóñòîé÷èâû è íà ïðàêòèêå íå ðåàëèçóþòñÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé ñ ãèáêè-

ìè âàëàìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ïðå-

Ðèñ. 3. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà a
1 
(λ)Ðèñ. 2. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà a

2 
(λ)

âûøåíèè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû ãàð-

ìîíè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ è íåçíà÷èòåëüíîãî

ðàçëè÷èÿ èçãèáíûõ æåñòêîñòåé âàëà â îêðåñò-

íîñòè ãëàâíîãî ðåçîíàíñà ñóùåñòâóåò ÷åòûðå

ðåæèìà êîëåáàíèé: ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ êðóãî-

âûå ïðåöåññèè, à òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå äâèæå-

íèÿ ñ áîëüøåé àìïëèòóäîé â ïëîñêîñòè äåé-

ñòâèÿ íàãðóçêè. Ðåàëèçàöèÿ òîãî èëè èíîãî ðå-

æèìà çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè âèáðàöèîííîãî

íàãðóæåíèÿ è íàëè÷èÿ âíåøíèõ âîçìóùåíèé.
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