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ÀÍÀËÈÇ ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÛÕ 
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Î.À. Ðóñàíîâ, Í.Ô. Àâäååâ

Äàíî îïèñàíèå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïðè 
èññëåäîâàíèè êîíñòðóêöèé ñ ëèíåéíûìè ñâîéñòâàìè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ. Ðàññìîòðåí êàê ïðÿìîé ïîäõîä ê àíàëèçó âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, òàê è ïîäõîä, 
îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè 
ðàçëîæåíèÿ ïî òîíàì ïðèìåíåíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè 
ñõîäèìîñòè. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, 
÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè, ðàçëîæåíèå ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, 
êâàçèñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

Ââåäåíèå
Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ âû-

íóæäåííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ 
ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîãî 
íàçíà÷åíèÿ â ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíè-
åì íà ïðàêòèêå ðåæèìîâ íàãðóæåíèÿ, ñâÿçàííûõ 
ñ ïåðèîäè÷åñêèì  âîçäåéñòâèåì íà ñèñòåìû, êî-
òîðûå âûçûâàþò â íèõ èíòåíñèâíûå ðåçîíàíñ-
íûå âèáðàöèè è, êàê ñëåäñòâèå, ïîâûøåííûå 
øóìû, óñêîðåííîå íàêîïëåíèå óñòàëîñòíûõ ïî-
âðåæäåíèé, ïðåâûøåíèå óðîâíåé ñòàòè÷åñêîé 
ïðî÷íîñòè è äðóãèå íåãàòèâíûå ïðîÿâëåíèÿ.

Â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ èññëåäîâàíèå ïîäîá-
íûõ ðåæèìîâ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî âûïîë-
íåíî ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è ðàñ÷åòà ÌÊÝ óñòàíîâèâøèõñÿ 
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé èìååò îñîáåííîñòè. 
Íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà îáåñïå÷èâà-
åò ïðÿìîé àíàëèç âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â 
÷àñòîòíîé îáëàñòè ñ ïîñòðîåíèåì ÷àñòîòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê. Îäíàêî ðåàëèçàöèÿ ïðÿìîãî 
ìåòîäà ñîïðÿæåíà ñî çíà÷èòåëüíûìè âû÷èñëè-
òåëüíûìè çàòðàòàìè. 

Àëüòåðíàòèâîé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ èñïîëüçî-
âàíèå ðàçëîæåíèÿ ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé, ïîçâîëÿþùåå ðàäèêàëüíî ñîêðàòèòü 
âðåìÿ ðàñ÷åòà. Îäíàêî ïðè ýòîì ìîãóò âîçíè-
êàòü çàìåòíûå îøèáêè, ñâÿçàííûå ñ íåïîëíîòîé 
èñïîëüçóåìîãî â ðàçëîæåíèè íàáîðà ôîðì ñîá-
ñòâåííûõ êîëåáàíèé. Îñíîâàííûå íà ðàçëîæå-
íèè ïî òîíàì ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà èí-

òåíñèâíî ðàçâèâàëèñü â èññëåäîâàíèÿõ ñèñòåì ñ 
ïîìîùüþ ìåòîäà íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ, èìåþ-
ùåãî îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâà-
íèÿ ñëîæíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíñòðóêöèé. 
Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè â 
ýòîì îòíîøåíèè îáëàäàåò ñóùåñòâåííî áîëåå 
øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè. Êðîìå òîãî, ðåøå-
íèå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðèëîæå-
íèÿõ ÌÊÝ õîðîøî îòðàáîòàíî [1].

Ðàññìîòðèì ïðÿìîé àíàëèç è àíàëèç ñ ðàçëî-
æåíèåì ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû äëÿ 
àíàëèçà ÌÊÝ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé êîíñòðóêöèé. 

Ïðÿìîé àíàëèç óñòàíîâèâøèõñÿ 
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Â ëèíåéíîì äèíàìè÷åñêîì àíàëèçå ðàâíîâå-

ñèå ñèñòåìû ÌÊÝ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà:  

                  ,             (1)

ãäå ,K M , C  – ãëîáàëüíûå ìàòðèöû æåñòêîñòè, 
ìàññ è äåìïôèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÌÊÝ ñîîòâåò-
ñòâåííî; U, ,  – âåêòîðû óçëîâûõ ïåðåìåùå-
íèé, ñêîðîñòåé, óñêîðåíèé óçëîâ ìîäåëè ñîîò-
âåòñòâåííî. 

Ïðèíÿòî, ÷òî äåìïôèðîâàíèå â ñèñòåìå – 
ìàëîå è ó÷èòûâàåò êîíñòðóêöèîííîå äåìïôèðî-
âàíèå, à òàêæå âíóòðåííåå òðåíèå â ìàòåðèàëàõ 
íà îñíîâå ãèïîòåçû âÿçêîãî òðåíèÿ. 

© Î.À. Ðóñàíîâ, Í.Ô. Àâäååâ, 2012
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Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ 
âîçíèêàþò â êîíñòðóêöèè ïðè äåéñòâèè íà ñè-
ñòåìó ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè. Äëÿ ëèíåéíîãî 
àíàëèçà êîëåáàíèé èç ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóç-
êè âûäåëåíû ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, 
êàæäàÿ èç êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ îòäåëüíî. Ãàð-
ìîíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæíî îïè-
ñàòü âåêòîðîì íàãðóçêè ( )tR , èçìåíÿþùèìñÿ 
âî âðåìåíè ïî çàêîíó 

     ,     (2)
ãäå t  – âðåìÿ; p  – ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ; i  – 
ìíèìàÿ åäèíèöà; 0R  – âåêòîð êîìïëåêñíûõ 
àìïëèòóä ñèë, êîòîðûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â 
âèäå äåéñòâèòåëüíîé ReR  è ìíèìîé Imi ⋅ R  ñî-
ñòàâëÿþùèõ: 

                       0 Re Imi= + ⋅R R R .                  (3)
Ïîñëå çàòóõàíèÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ ïåðå-

õîäíûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ (ïå-
ðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè ñ ÷àñòî-
òîé p ) ïåðåìåùåíèÿ ( )tU : 

    ,       (4)

ãäå 0U  – âåêòîð êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä ïåðå-
ìåùåíèé, â êîòîðîì òàêæå ìîæíî âûäåëèòü 
äåéñòâèòåëüíóþ ReU  è ìíèìóþ Imi ⋅ U  ñîñòàâ-
ëÿþùèå ( 0 Re Imi= + ⋅U U U ).

Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ( )tU  ïî âðåìåíè ïî-
ëó÷èì âåêòîðû ñêîðîñòåé  è óñêîðåíèé :

               0
iptip e= U ;    2

0
iptp e= −U U .         (5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (2), (4), (5) â 
óðàâíåíèå (1) è ïîñëåäóþùåãî ïðèðàâíèâàíèÿ 
äðóã ê äðóãó îòäåëüíî äåéñòâèòåëüíûõ è îòäåëü-
íî ìíèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ ìîæíî ñôîðìèðîâàòü 
ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä 
ïåðåìåùåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé â ìàòðè÷íîì âèäå: 

2
Re Re

2
Im Im

p p

p p

⎡ ⎤− − ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⋅ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

U RK M C
U RC K M

.     (6)

Ñ ïîìîùüþ äàííûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé 
äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ p  è âåêòî-
ðîâ àìïëèòóä ñèë ReR , ImR  îïðåäåëÿþò äåé-
ñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ñîñòàâëÿþùèå àìïëèòóä 

ReU , ImU  ïåðåìåùåíèé è ðàññ÷èòûâàþò ìîäóëü 
àìïëèòóäû è ôàçó êîëåáàíèé äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû ïåðåìåùåíèé. Îïðåäåëÿÿ äàííûå ïà-
ðàìåòðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîò âîçáóæäåíèÿ p  
ñ íåêîòîðûì øàãîì ïî ÷àñòîòå, ñòðîÿò â çàäàí-
íîì äèàïàçîíå ÷àñòîòíûå è äðóãèå äèíàìè÷å-
ñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòà [2, 3]. 

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (6) ÿâëÿåòñÿ íåñèììåòðè÷íîé, èìååò 
óäâîåííûé ïîðÿäîê ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíû-
ìè ìàòðèöàìè (K, M, C), èçìåíÿåòñÿ ïðè èç-
ìåíåíèè ÷àñòîòû p . Ïðè ïîñòðîåíèè ÷àñòîò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê òðåáóþòñÿ ìíîãîêðàòíîå 
ôîðìèðîâàíèå è ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (6), ÷òî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé òðóäîåìêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó. 
Ìàòðèöû ïðè ðàçëîæåíèè ïðåòåðïåâàþò çíà-
÷èòåëüíîå çàïîëíåíèå ñ íàðóøåíèåì âûñîêîé 
ðàçðåæåííîñòè, ñâîéñòâåííîé ìàòðèöàì ÌÊÝ 
â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè.

Ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ïî-
ñòðîåíèè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïðÿìîãî àíàëèçà óñòàíîâèâøèõñÿ âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîçâîëÿåò äîïóùåíèå 
îá îòñóòñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ. Âî ìíîãèõ ðàñ-
÷åòíûõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû ïðè îïðåäåëåíèè 
÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê íà íåðåçîíàíñíûõ 
ðåæèìàõ ïðè òàêîì ïîäõîäå áóäóò ìàëî îòëè-
÷àòüñÿ îò ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åí-
íûõ ïðè ðàñ÷åòå ñ ó÷åòîì äåìïôèðîâàíèÿ. Ïðè 
ýòîì âäâîå óìåíüøàåòñÿ ïîðÿäîê ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé, ðåøàåìîé íà êàæäîì øàãå ïî ÷àñòîòå, 
ñîõðàíÿåòñÿ åå ñèììåòðè÷íîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå 
ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçà-
âèñèìûå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ àì-
ïëèòóä êîëåáàíèé: 

( )2
Re Rep− ⋅ =K M U R ,  

( )2
Im Imp− ⋅ =K M U R .                (7)

Äëÿ ðàñ÷åòà ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä êîëåáà-
íèé, êîòîðûå ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ çàòó-
õàíèåì â ñèñòåìå, ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäèêà [4], 
ïîçâîëÿþùàÿ ïî øèðèíå èçîëèðîâàííûõ ðåçî-
íàíñíûõ ïèêîâ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê, ïîëó÷åííûõ áåç ó÷åòà äåìïôèðîâàíèÿ, 
ðàññ÷èòàòü óðîâíè  ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïðè 
íàëè÷èè çàäàííîãî äåìïôèðîâàíèÿ.

Àíàëèç óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåí-
íûõ êîëåáàíèé ñ ðàçëîæåíèåì 
ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
Äëÿ äàííîãî òèïà àíàëèçà äîëæíû áûòü 

îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå ÷àñòîòû è ôîðìû 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáúåêòà. Ïðè îòñóò-
ñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ è âíåøíèõ íàãðóçîê èõ 
ïîëó÷àþò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ: 

                        ,                    (8)
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ãäå Ô  – ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ â ñâîèõ ñòîëá-
öàõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ñîáñòâåííûå ôîðìû 
êîëåáàíèé);  – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë  (êâàäðàòîâ êðóãîâûõ ÷àñòîò 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé). 

Ìàòðèöû ,  ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì îðòî-
ãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâàíèÿ: 

                     (9)
ãäå I  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ïðè ðàçëîæåíèè ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé âû÷èñëÿþò ïðîåêöèè âåêòîðîâ àìïëèòóä 
óñèëèé íà äàííûå òîíà, îáðàçóþùèå íîðìàëü-
íûå êîîðäèíàòû:

                      (10)

ãäå Ref , Imf  – âåêòîðû ñ êîìïîíåíòàìè ïðîåê-
öèé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóä 
óñèëèé íà ó÷èòûâàåìûå òîíà êîëåáàíèé.

Àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëåíû â 
âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì: 

                       
(11)

ãäå Rex , Imx  – âåêòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàç-
ëîæåíèÿ ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì äåéñòâè-
òåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóä ïåðåìåùå-
íèé. 

Âåêòîðû Rex , Imx  ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè 
â çàäà÷å. Ñäåëàíî äîïóùåíèå îá îòñóòñòâèè 
ïåðåêðåñòíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ìåæäó ðàçëè÷-
íûìè ñîáñòâåííûìè òîíàìè (êîëåáàíèÿ ïî ðàç-
ëè÷íûì òîíàì íå ñâÿçàíû ïî äåìïôèðîâàíèþ 
äðóã ñ äðóãîì). Ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ â íîð-
ìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò äèàãîíàëüíóþ 
ôîðìó:   

                 

,        (12)

ãäå D  – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ 
â íîðìàëüíûõ êîîðäèíàòàõ; ω

i 
, δ

i
 – êðóãîâàÿ 

ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà è ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðå-
ìåíò êîëåáàíèé äëÿ i -ãî òîíà êîëåáàíèé.

Óìíîæèâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè êàæäîãî èç 
äâóõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (6) íà ÔT 
è ïîäñòàâèâ â ýòè óðàâíåíèÿ âûðàæåíèÿ (10), 
(11), (12), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â íîðìàëüíûõ 
êîîðäèíàòàõ:

        
.    (13)

Ìàòðèöà äàííîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò 
÷åòûðå áëîêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé êâàäðàòíóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïî-
ðÿäêà m , ãäå m  – ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ â ðàçëî-

æåíèè òîíîâ êîëåáàíèé. Ïðè òàêîé ñòðóêòóðå 
ìàòðèöû ñèñòåìà óðàâíåíèé (13) ðàñïàäàåòñÿ 
íà íå ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì ñèñòåìû èç äâóõ 
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Îñíîâíûå 
âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè äàííîì ìåòîäå çà-
êëþ÷àþòñÿ â ðàñ÷åòå ÷àñòîò è ôîðì ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé êîíñòðóêöèè. 

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ìåòîäà ñâÿçàí ñ âîç-
ìîæíûìè ïîãðåøíîñòÿìè â îïðåäåëåíèè 
íåðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé. Ïî-
ãðåøíîñòè îáóñëîâëåíû èñïîëüçîâàíèåì îãðà-
íè÷åííîãî íàáîðà òîíîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-
íèé â ðàçëîæåíèè. Ñíèçèòü ýòè ïîãðåøíîñòè 
ìîæíî, ðàñøèðèâ êîëè÷åñòâî ó÷èòûâàåìûõ â 
ðàçëîæåíèè òîíîâ, îäíàêî äàæå çíà÷èòåëüíîå 
óâåëè÷åíèå ýòîãî êîëè÷åñòâà ïîëíîñòüþ íå 
óñòðàíÿåò ïîäîáíûõ ïîãðåøíîñòåé. Ïîâûñèòü 
òî÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ ìîæíî, ïðèìåíèâ ìåòîä 
âûäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé [5]. 

Âûäåëåíèå êâàçèñòàòè÷åñêîé 
ñîñòàâëÿþùåé â óðàâíåíèè 
äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
Ìåòîä ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ïðè 

ðàçëîæåíèè ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé 
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ 
êâàçèñòàòèêè [5].

Ââåäåíûì îáîçíà÷åíèÿ: 0Ô , 1Ô  – ìàòðèöû ñ 
ôîðìàìè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äëÿ íóëåâûõ 
è íåíóëåâûõ òîíîâ; 

1
 – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë (êâàäðàòîâ êðóãîâûõ ÷àñòîò 
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû) äëÿ íåíóëå-
âûõ òîíîâ; 0 1,I I  – åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

Óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâàíèÿ 
(9) ìîãóò áûòü çàïèñàíû äëÿ íóëåâûõ è íåíó-
ëåâûõ òîíîâ îòäåëüíî: 

  
  

                    (14)

Ïðè èññëåäîâàíèÿõ ïîëíîñòüþ çàêðåïëåí-
íûõ ñèñòåì êâàçèñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ 
èçâåñòíûìè ìåòîäàìè â ðàìêàõ ñòàòè÷åñêîãî 
ðàñ÷åòà. Ïðè èññëåäîâàíèÿõ ñâîáîäíûõ (íå-
çàêðåïëåííûõ) è ÷àñòè÷íî ñâîáîäíûõ ñèñòåì 
(ìåõàíèçìîâ) ÍÄÑ îáúåêòà îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
âìåñòíûì äåéñòâèåì âíåøíåé íàãðóçêè è (åñëè 
îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîóðàâíîâåøåííîé) èíåðöè-
îííûìè óñèëèÿìè îò äâèæåíèÿ ñ óñêîðåíèåì. Â 
êà÷åñòâå êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ áóäåò èñ-
ïîëüçîâàí âåêòîð sU , êîòîðûé îðòîãîíàëåí (ñ 
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âåñîì ìàòðèöû ìàññ M ) ê ôîðìàì êîëåáàíèé 

0Ô :

                           
.                  (15)

Ìåòîä ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â 
ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé 
U  â âèäå ñóììû êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ 

sU , èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè âìåñòå ñ èçìå-
íåíèåì âíåøíåé íàãðóçêè, è äîïîëíèòåëüíûõ 
ïåðåìåùåíèé ΔU , îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ 
êîíñòðóêöèè îòíîñèòåëüíî êâàçèñòàòè÷åñêîãî 
ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ: 

                            s= + ΔU U U .                  (16)
Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü 

äëÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé:

             ,s s= + Δ = + ΔU U U U U U
o o o oo oo oo

.        (17)

Ïîäñòàíîâêà óðàâíåíèé (17) â óðàâíåíèå (1) 
äàåò ñëåäóþùåå:

⋅ Δ + ⋅ Δ + ⋅ Δ =M U C U K U
oo o

.
s ss= − ⋅ − ⋅ − ⋅R K U C U M U

o oo
            (18)

Äîïîëíèòåëüíûå âåêòîðû àìïëèòóä ïåðå-
ìåùåíèé ΔU  ðàçëîæåíû îòäåëüíî ïî íóëåâûì 
òîíàì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 0 0⋅Ô x  è îòäåëüíî ïî 
íåíóëåâûì òîíàì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 1 1⋅Ô x . 
Àíàëîãè÷íî ðàçëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå ñêîðî-
ñòè è óñêîðåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (16), (17) ïðåîáðà-
çóþòñÿ ê âèäó:

                                  (19)

ãäå 0x , °x0, 
°°x0 – âåêòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàç-

ëîæåíèÿ ïåðåìåùåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé 
ïî íóëåâûì òîíàì; 1x , °x1, 

°°x1 – âåêòîðû ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-
ìåùåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé ïî íåíóëåâûì 
òîíàì êîëåáàíèé. 

Ïðèâåäåíèå ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì ñ 
ïîìîùüþ ìàòðèö 0Ô  è 1Ô  ïîçâîëÿåò çàïèñàòü 
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êîíñòðóêöèè êàê òâåðäîãî 
òåëà è óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå êîëåáàíèÿ êîí-
ñòðóêöèè âñëåäñòâèå åå äåôîðìàöèé, â âèäå

                        ,

. (20)

Óðàâíåíèå (20) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äèíàìè-
÷åñêîãî àíàëèçà êîíñòðóêöèé ñ ðàçëîæåíèåì 
ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, óòî÷íåííûì 
ïóòåì âûäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé.  

Âûäåëåíèå êâàçèñòàòè÷åñêîé 
ñîñòàâëÿþùåé â óðàâíåíèè óñòàíî-
âèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé
Âîçáóæäåííûå êîëåáàíèÿ â êîíñòðóêöèè 

âîçíèêàþò ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè èçìå-
íÿþùèõñÿ âî âðåìåíè ñ ÷àñòîòîé p  âíåøíèõ 
ñèë ( )tR . Èçìåíåíèå ñèë ( )tR  âî âðåìåíè 
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó (2). Àíàëîãè÷íî â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ âåêòîðîâ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä è 
ôóíêöèé âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû âåêòîðû àì-
ïëèòóä êâàçèñòàòè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé ( )s tU  
è äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ( )tΔU :

      ( ) 0
ipt

s st e=U U ,  ( ) 0
iptt eΔ = ΔU U ,      (21)

ãäå 0sU  – âåêòîð êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä êâà-

çèñòàòè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé; 0ΔU  – âåêòîð 
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä äîïîëíèòåëüíûõ ïåðå-
ìåùåíèé.

Â âåêòîðàõ 0sU , 0ΔU  ìîæíî âûäåëèòü äåé-
ñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ñîñòàâëÿþùèå: 

0 Re Ims s si= + ⋅U U U ,  0 Re ImiΔ = + ⋅U U U .  (22)

Ñîñòàâëÿþùèå ResU , ImsU  äîëæíû áûòü 
îïðåäåëåíû èç ðåøåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîé 
çàäà÷è ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì Re Im,R R :

           Re Res⋅ =K U R ,   Im Ims⋅ =K U R .      (23)

Äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè âåêòîðîâ 
( )tΔU , ( )s tU  ïîëó÷àþòñÿ âåêòîðû ñêîðîñòåé 

 è óñêîðåíèé  â ñèñòåìå:

        ; ;      
 (24)

           ;   .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (24) â óðàâ-
íåíèå (18) åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó 

( )2
0 0p ip− ⋅ Δ + ⋅ Δ =K M U C U R 

2
0 0 0 0s s sip p= − ⋅ − ⋅ + ⋅R K U C U M U          (25)

è çàïèñàòü â ðàçâåðíóòîé ôîðìå 

  
             (26)

  .

Äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ñîñòàâëÿþùèå 
àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëåíû â âèäå 
ðàçëîæåíèÿ ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì â 
âèäå: 

         

                     
(27)

ãäå Resx , Imsx  – âåêòîðû ñ êîýôôèöèåíòàìè 
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ðàçëîæåíèÿ ïî íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì äåé-
ñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóä êâàçè-
ñòàòè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé sU ; Rex , Imx  – âåêòîðû 
ñ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ïî íîðìàëüíûì 
êîîðäèíàòàì äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé 
àìïëèòóä äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ΔU . 

Ïðåîáðàçîâàâ óðàâíåíèå (26) ê íîðìàëüíûì 
êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ âûäåëåíèåì êâàçèñòà-
òè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ïðè ðàçëîæåíèè â âèäå 

 .
(28)

Âåêòîðû Rex , Imx ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè â 
çàäà÷å è äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå 
åå ðåøåíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (28) ðàñïàäàåò-
ñÿ íà ðÿä (ïî ÷èñëó ó÷èòûâàåìûõ òîíîâ êîëåáà-
íèé) íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå 
ìîãóò áûòü ðåøåíû ñàìîñòîÿòåëüíî. 

Ïîñëåäóþùèé ñèíòåç äåéñòâèòåëüíîé è 
ìíèìîé ñîñòàâëÿþùèõ ReU , ImU  ïîëíûõ àì-
ïëèòóä 0U  âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â ôèçè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ ìîäåëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëàì:

   
,  .  (29)

Äàëåå äëÿ êàæäîé ôèçè÷åñêîé ñòåïåíè ñâî-
áîäû ìîäåëè ìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû ìîäóëü 
àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ôàçà è 
äðóãèå ïàðàìåòðû, à òàêæå ïîñòðîåíû ÷àñòîò-
íûå õàðàêòåðèñòèêè.     

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 
äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé îáîëî÷êè
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âîçáóæäåíèÿ óñòàíîâèâ-

øèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â öèëèíäðè÷å-
ñêîé îáîëî÷êå (ðèñ. 1) ñèëîé F(t), èçìåíÿþùåé-
ñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó. Îáîëî÷êà æåñòêî 
çàêðåïëåíà íà îäíîì èç ñâîèõ òîðöåâ, äðóãîé 
òîðåö – ñâîáîäåí. Óñèëèå âîçáóæäåíèÿ ïðèëî-
æåíî ê ñòåíêå îáîëî÷êè íà ñâîáîäíîì òîðöå.

Îáîëî÷êà âûïîëíåíà èç ìàòåðèàëà ñ õàðàêòå-
ðèñòèêàìè: ìîäóëü Þíãà E = 210 ÃÏà; êîýôôèöè-
åíò Ïóàññîíà μ = 0,28, ïëîòíîñòü ρ = 7850 êã/ì3 
è èìååò ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû: 
L = 1000 ì, R = 125 ì, h = 3 ìì. Âîçáóæäåíèå 
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé îñóùåñòâëÿëîñü â äèà-
ïàçîíå ÷àñòîò 100 – 800 Ãö. Àìïëèòóäà ñèëû 
ñîñòàâëÿëà 24 Í.  Çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîãî 
äåêðåìåíòà êîëåáàíèé δ  çàäàíû ëèíåéíî âîç-
ðàñòàþùèìè îò 0,05 äî 0,2 ïðè èçìåíåíèè ÷à-
ñòîòû òîíà êîëåáàíèé îò 1 äî 1000 Ãö.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíû ðàçðàáî-
òàííûå òðåóãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû òîíêîé 
îáîëî÷êè. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü îáî-
ëî÷êè ñîäåðæèò 13 636 ýëåìåíòîâ, 6898 óçëîâ, 
41 338 ñòåïåíåé ñâîáîäû. 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èñïîëüçîâàí ìåòîä ðàç-
ëîæåíèÿ ïî òîíàì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñ 
âûäåëåíèåì è áåç âûäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîé 
ñîñòàâëÿþùåé. Äëÿ îáîëî÷êè ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà îäíîâðåìåííûõ èòåðàöèé ïåðâîíà÷àëüíî 
îïðåäåëåíû 16 ÷àñòîò è ôîðì ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé (âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ëåæàò â äèà-
ïàçîíå îò 0 äî 800 Ãö). 

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè
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Ðàñ÷åò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðè-
ñòèê âûïîëíåí â äèàïàçîíå 100 – 800 Ãö ñ øàãîì 
1 Ãö. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ âû-
ïîëíåíû ðàñ÷åòû óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåí-
íûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè ñ ðàçëîæåíèåì ïî 78 
òîíàì. Ñðàâíåíèå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè ïî âåðòèêàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ 
â òî÷êå Â (ñì. ðèñ. 1) äëÿ ñëó÷àåâ ðàçëîæåíèÿ 
ïî 16, 78 òîíàì êîëåáàíèé áåç âûäåëåíèÿ êâàçè-
ñòàòèêè è ïî 16 òîíàì êîëåáàíèé ñ âûäåëåíèåì 
êâàçèñòàòèêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Õîðîøî âèäíî, 
÷òî ðåçîíàíñíûå óðîâíè àìïëèòóä êîëåáàíèé 
ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.

Ñîâïàäåíèå ðåçîíàíñíûõ óðîâíåé àìïëèòóä 
êîëåáàíèé îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äàííûå àìïëè-
òóäû îïðåäåëÿþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííîé ðåàêöè-
åé òîëüêî îäíîãî ðåçîíàíñíîãî òîíà êîëåáàíèé 
ñèñòåìû, êîòîðûé ó÷òåí â äàííûõ âàðèàíòàõ 
ðàçëîæåíèÿ. Îñòàëüíûå òîíà êîëåáàíèé îêàçû-
âàþò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà äàííûå ðåçî-
íàíñíûå àìïëèòóäû. Â çîíàõ ìåæäó ðåçîíàíñ-
íûìè ïèêàìè èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ, 
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäû âûíóæäåííûõ 
êîëåáàíèé ñêëàäûâàþòñÿ èç ñîïîñòàâèìûõ ïî 
âåëè÷èíå ðåàêöèé áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òîíîâ. 

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû ïðÿìûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ 

óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé â 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì àíàëèçå ëèíåéíûõ ñèñòåì. 
Îòìå÷åíî, ÷òî ðàñ÷åò àìïëèòóä óñòàíîâèâøèõ-
ñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ 
â ñèñòåìå ñâÿçàí ñ íåîáõîäèìîñòüþ ôîðìèðî-
âàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé óäâîåííîãî ïîðÿäêà ïî îòíî-
øåíèþ ê ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîäåëè, ÷òî 
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì âû÷èñëè-
òåëüíûì çàòðàòàì.

Ïðåäëîæåííûé àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, 
îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïî òîíàì ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé, ÿâëÿåòñÿ ìåíåå òðåáîâàòåëüíûì 
ê âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì, õîòÿ è èìååò íåêî-
òîðûå íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîé ïîòå-
ðåé òî÷íîñòè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðàçëî-
æåíèÿ ïðîâåäåíà ïðîöåäóðà ïðåäâàðèòåëüíîãî 
âûäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé.  
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