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Ãàøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîäâèæíîé ìàññîé

ÓÄÊ 531.395

Ê ÂÎÏÐÎÑÓ Î ÏÎÄÚÅÌÅ ØÀÉÁÛ

ÏÎ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÌÓ ÑÒÅÐÆÍÞ ÏÐÈ ÅÃÎ

ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÈ

Å.Â. Ìÿëî

Ââåäåíèå

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìíîãèõ ñàìûõ ðàç-

ëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîäâåðæåííûõ âèá-

ðàöèîííûì âîçäåéñòâèÿì, ìîãóò áûòü îïèñà-

íû è èññëåäîâàíû íà îñíîâå ñòåðæíåâûõ ðàñ-

÷åòíûõ ìîäåëåé.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è î

äâèæåíèè òâåðäûõ òåë, ñâîáîäíî ñêîëüçÿùèõ

âäîëü óïðóãèõ è ãèáêèõ ñòåðæíåé, ïðè èõ âû-

íóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Â ðàáîòàõ [1, 2] îïèñàíî äâèæåíèå  ñâî-

áîäíî ñêîëüçÿùåé ìàññû âäîëü ãîðèçîíòàëü-

íîãî ñòåðæíÿ, ñîâåðøàþùåãî èçãèáíûå êîëå-

áàíèÿ, è, âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ýôôåêò ãà-

øåíèÿ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî äâèæåíèå

òâåðäîãî òåëà ââåðõ ïî âèáðèðóþùåìó ñòåðæ-

íþ äàæå ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ.

Âïåðâûå ïîäúåì øàéáû ïî ïåðåâåðíóòîìó

ìàÿòíèêó, îñü ïîäâåñà êîòîðîãî ñîâåðøàåò âåð-

òèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, ýêñïåðè-

ìåíòàëüíî íàáëþäàë Â.Í. ×åëîìåé [3]. Îäíàêî

â ïðåäëîæåííîé èì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íå

ó÷èòûâàëàñü ìàëàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿ-

þùàÿ êîëåáàíèé; â ïîñëåäóþùåì åå âëèÿíèå

áûëî ó÷òåíî â ðàáîòàõ [4, 5], ÷òî ïîçâîëèëî

êà÷åñòâåííî îïèñàòü íàáëþäàåìûé ýôôåêò. Â

ðàáîòàõ [5, 6] òàêæå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî øàéáà

ïðè ïîäúåìå ïî óïðóãîìó ñòåðæíþ ìîæåò çà-

âèñíóòü ëèáî â ïó÷íîñòè, ëèáî â óçëå ïîïåðå÷-

íûõ êîëåáàíèé.

Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ðàáîò, â òîì

÷èñëå è öèòèðîâàííûõ âûøå [1–6], àíàëèçèðî-

âàëèñü âîçìîæíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ è óñëî-

âèÿ óñòîé÷èâîñòè øàéáû íà ñòåðæíå ïðè åãî

âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó-

÷àé ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ âåðòèêàëü-

íîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ, êîãäà ïîäúåì øàéáû

âîçìîæåí òîëüêî â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî ðåçîíàíñà.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà âåðòèêàëüíî

óñòàíîâëåííîãî ñòåðæíÿ, ïîäâåðæåííîãî âíåø-

íåìó âèáðàöèîííîìó âîçáóæäåíèþ. Íèæíèé

êîíåö ñòåðæíÿ æåñòêî çàêðåïëåí íà îñíîâàíèè,

ñîâåðøàþùåì âåðòèêàëüíûå ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ. Ïðè äîñòèæåíèè ÷àñòîòû âîçáóæäå-

íèÿ â äâà ðàçà áîëüøåé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ è îïðåäåëåí-© Å.Â. Ìÿëî, 2008

ÌßËÎ
Åâãåíèÿ
Âëàäèìèðîâíà

Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè âèáðîìåõàíèêè

Èíñòèòóòà ìàøèíîâåäåíèÿ èì. À.À. Áëàãîíðàâîâà

ÐÀÍ. Îêîí÷èëà Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõ-

íè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ý. Áàóìàíà ïî ñïå-

öèàëüíîñòè «Äèíàìèêà è ïðî÷íîñòü ìàøèí». Ñïå-

öèàëèçèðóåòñÿ â îáëàñòè ïðèêëàäíîé òåîðèè íå-

ëèíåéíûõ êîëåáàíèé è äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè. Àâòîð 8 íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé.
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Å.Â. Ìÿëî

íîé àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ, âîçìîæíû ïîòå-

ðÿ óñòîé÷èâîñòè âåðòèêàëüíîé îñè ñòåðæíÿ è

âûõîä íà ðåæèì ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðå-

çîíàíñà. Åñëè íà ñòåðæåíü èçíà÷àëüíî íàäåòü

øàéáó, òî (êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå), ïðè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû è âîçáóæäå-

íèÿ, øàéáà ìîæåò ïîäíÿòüñÿ ïî ñòåðæíþ è «çà-

âèñíóòü» â îáëàñòè ïó÷íîñòè ñòåðæíÿ; ïðè ýòîì

ñíèæàþòñÿ àìïëèòóäû åãî ïîïåðå÷íûõ êîëåáà-

íèé.

Ê ïîäîáíîé ðàñ÷åòíîé ñõåìå ñâîäÿòñÿ íå-

êîòîðûå çàäà÷è äèíàìèêè ðàçíîîáðàçíûõ óñò-

ðîéñòâ è êîíñòðóêöèé, â ÷àñòíîñòè: âèáðàöè-

îííûõ ïîäúåìíèêîâ, òðóáíûõ âèáðîêëàïàíîâ,

÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âèáðîäàò÷èêîâ, âèá-

ðîäâèãàòåëåé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå

Ñòàëüíîé ñòåðæåíü 1 êðóãëîãî ïîïåðå÷íî-

ãî ñå÷åíèÿ çàêðåïëÿëñÿ â êóëà÷êîâîì ïàòðîíå

2, æåñòêî óñòàíîâëåííîì íà ïëàòôîðìå 3 âèá-

ðîñòåíäà òèïà ÂÝÄÑ (ðèñ. 2). Ïëàòôîðìà âèá-

ðîñòåíäà ìîæåò ñîâåðøàòü âåðòèêàëüíûå êî-

ëåáàíèÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå àìïëèòóä è ÷àñ-

òîò. Äëÿ èçìåðåíèÿ àìïëèòóäû óñêîðåíèÿ êî-

ëåáàíèé ïëàòôîðìû èñïîëüçîâàëñÿ ïüåçîýëåê-

òðè÷åñêèé àêñåëåðîìåòð òèïà KD-35 (çíà÷åíèÿ

ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è ðåæèìîâ

êîëåáàíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1).

Íà ñòåðæåíü íàíèçûâàëàñü ýáîíèòîâàÿ

øàéáà 4,  ñïîñîáíàÿ ñâîáîäíî ñêîëüçèòü âäîëü

ñòåðæíÿ. Â ñòåðæíå âîçáóæäàëèñü ïàðàìåòðè-

÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïî âòîðîé èçãèáíîé ôîðìå

(ðèñ. 2, á), ò.å. ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ áûëà â äâà

ðàçà áîëüøå âòîðîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êî-

ëåáàíèé ñòåðæíÿ. Øàéáà, íàõîäÿñü íà ñòåðæíå

ïðè âèáðàöèè îñíîâàíèÿ, íà÷èíàëà õàîòè÷åñêè

ïîäñêàêèâàòü. Íà îïðåäåëåííîé âûñîòå øàéáà

«çàõâàòûâàëàñü», è íà÷èíàëñÿ åå ïîäúåì ïî âèá-

ðèðóþùåìó ñòåðæíþ (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ

«çàõâàòûâàíèÿ» è ïîñëåäóþùåãî ïîäúåìà øàé-

áó íóæíî áûëî ïðåäâàðèòåëüíî ðàçìåñòèòü íà

íåáîëüøîé âûñîòå îò çàäåëêè ñòåðæíÿ, ïðèìåð-

íî íà ðàññòîÿíèè 0,1–0,2 åãî äëèíû). Äâèæå-

íèå øàéáû ïî ñòåðæíþ ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé ïå-

ðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ìîíîòîííî èçìåíÿ-

þùåéñÿ ñðåäíåé ñêîðîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî â

äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íå íàáëþäàëèñü çàìåò-

íûå âðàùåíèÿ øàéáû îòíîñèòåëüíî îñè ñòåð-

Ðèñ. 1. Âòîðàÿ ôîðìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ

êîëåáàíèé ñòåðæíÿ

Ðèñ. 2. Ôîòîãðàôèè ðàçëè÷íûõ ôàç

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èñïûòûâàåìîé
ñèñòåìû è åå êîëåáàíèé
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Ãàøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîäâèæíîé ìàññîé

æíÿ. Ïîäúåì øàéáû çàêàí÷èâàëñÿ âáëèçè ïó÷-

íîñòè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, ãäå åå

ïîëîæåíèå ñòàáèëèçèðîâàëîñü, èíà÷å ãîâîðÿ,

øàéáà íà âèáðèðóþùåì ñòåðæíå ïðèîáðåòàëà

íîâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (äèíàìè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè). Ïðè ïîïûòêàõ ïðèíóäèòåëüíîãî

âûâåäåíèÿ øàéáû èç ýòîãî ïîëîæåíèÿ îíà

âíîâü âîçâðàùàëàñü â ïîëîæåíèå äèíàìè÷åñ-

êîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðèîáðåòåíèå óñòîé÷èâîãî

ïîëîæåíèÿ øàéáû íà âèáðèðóþùåì ñòåðæíå

àíàëîãè÷íî ÿâëåíèþ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâî-

ñòè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ñ âèáðèðóþùåé

îñüþ ïîäâåñà [3].

Ýôôåêò ïîäúåìà øàéáû è åå çàâèñàíèå âáëè-

çè ïó÷íîñòè ñîïðîâîæäàåòñÿ çàìåòíûì óìåíüøå-

íèåì àìïëèòóä ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ

ïðèìåðíî â 1,5–2 ðàçà (ðèñ. 2, â), ÷òî ñâèäåòåëü-

ñòâóåò î ðîëè øàéáû êàê äèíàìè÷åñêîãî ãàñèòåëÿ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ.

Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü

Ãèáêèé âåðòèêàëüíûé ïðÿìîëèíåéíûé îä-

íîðîäíûé ñòåðæåíü ïîñòîÿííîãî êðóãëîãî ïî-

ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ äëèíîé L è èçãèáíîé æåñò-

êîñòüþ EI=const ñ âåðòèêàëüíîé ïðîäîëüíîé

îñüþ íèæíèì ñâîèì êîíöîì æåñòêî çàêðåïëåí

íà ïîäâèæíîì îñíîâàíèè (ðèñ. 3, à), êîòîðîìó

ñîîáùàþòñÿ âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ ïî çàêî-

íó U(t)=bcosωt, ãäå b, ω – ñîîòâåòñòâåííî àìï-

ëèòóäà è ÷àñòîòà âîçáóæäåíèÿ, t – âðåìÿ. Äâè-

æåíèå ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ â ïîäâèæíîé ñèñ-

òåìå êîîðäèíàò x0y, íà÷àëî êîòîðîé æåñòêî ñâÿ-

çàíî ñ âèáðèðóþùåé çàäåëêîé ñòåðæíÿ. Íàòó-

ðàëüíàÿ êîîðäèíàòà îñè ñòåðæíÿ S îòñ÷èòûâà-

åòñÿ îò çàäåëêè. Îñü ñòåðæíÿ ñ÷èòàåòñÿ íåðàñ-

òÿæèìîé, èíåðöèåé âðàùåíèÿ ïîïåðå÷íûõ ñå-

÷åíèé ñòåðæíÿ ïðåíåáðåãàåì, íî ó÷èòûâàåì êî-

íå÷íûå ïîâîðîòû åãî ñå÷åíèé. Âíóòðåííåå òðå-

íèå â ìàòåðèàëå ñòåðæíÿ îïèñûâàåòñÿ ìîäå-

ëüþ Ôîéõòà (ñ êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ d
I
).

Âíåøíåå òðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî àáñîëþòíîé

ñêîðîñòè ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ êî-

ýôôèöèåíòîì äåìïôèðîâàíèÿ d.

Íà ñòåðæåíü áåç çàçîðà è íàòÿãà íàíèçàíà

øàéáà, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷-

êà ìàññîé Ì, ïîëîæåíèå êîòîðîé çàäàåòñÿ íà-

òóðàëüíîé êîîðäèíàòîé S
m
=S

m
(t) âäîëü îñè

ñòåðæíÿ, îòñ÷èòûâàåìîé îò åãî çàäåëêè.

Âçàèìîäåéñòâèå øàéáû ñî ñòåðæíåì

(ðèñ. 3, á) ó÷èòûâàåòñÿ ñèëîé íîðìàëüíîé ðå-

àêöèè F
n
=F

n
(S

m
,t) è ñèëîé ñóõîãî òðåíèÿ

       F
t 
(S

m
,t)=–f|F

n
(S

m 
,t)|sign(

m
)            (1)

(òî÷êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî

âðåìåíè t).

Ïðè äâèæåíèè øàéáû áóäåì òàêæå ó÷èòûâàòü

ñèëó âíåøíåãî òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíóþ àáñî-

ëþòíîé ñêîðîñòè øàéáû ñ êîýôôèöèåíòîì d
e
.

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åòíàÿ ìîäåëü
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Å.Â. Ìÿëî

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ. Çàäà÷à î

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ âåðòèêàëüíî óñòàíîâ-

ëåííîãî óïðóãîãî ñòåðæíÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè

ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè ñ ó÷åòîì êî-

íå÷íûõ ïîâîðîòîâ ñå÷åíèé ñòåðæíÿ ïîäðîáíî

áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [7]. Äëÿ ó÷åòà ñèë

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñòåðæíåì è øàéáîé â

óðàâíåíèå ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, ïðè-

âåäåííûõ â [7], íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñîñðå-

äîòî÷åííûå ñèëû F
n
 è F

t
, êîòîðûå áóäóò ââåäå-

íû ñ ïîìîùüþ äåëüòà-ôóíêöèè.

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî ýëåìåíòà ñòåðæíÿ â ïðîåêöèÿõ

íà îñè x è y ïðèîáðåòàþò âèä:

         (2)

,

ãäå u – ñìåùåíèå ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ ïðîòèâ ïî-

ëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè x, ν – ïðîãèá

ñòåðæíÿ; ϑ – óãîë ïîâîðîòà îñè ñòåðæíÿ;

N è Q – âíóòðåííèå íîðìàëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ

ñèëû; m – óäåëüíàÿ ìàññà ñòåðæíÿ; g – óñêîðå-

íèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; δ(S – S
m
) – äåëüòà-

ôóíêöèÿ Äèðàêà; øòðèõàìè îáîçíà÷åíî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå S.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðèâåäåííûì â ñòàòüå

[7], óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì ñèë

âçàèìîäåéñòâèÿ ñ øàéáîé ïðèíèìàþò âèä:

                                                                    (3)

ãäå

      

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

S = 0: ν = 0, ν′ = 0, S = L: ν′′ = 0, ν′′′ = 0.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïðèâåäåì óðàâ-

íåíèå (3) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, èñïîëüçóÿ ñëå-

äóþùèå ìàñøòàáû [7]:

            ,

�
�

��

�

�
�� ,

�

�
��

�

�
� � .              (4)

Òîãäà óðàâíåíèå (3) çàïèøåòñÿ â âèäå:

                                                                    (5)

ãäå  

ðàñïðåäåëåííàÿ áåçðàçìåðíàÿ âíåøíÿÿ íàãðóç-
êà îò ïåðåíîñíûõ ñèë èíåðöèè è ñèëû òÿæåñòè;
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– áåçðàçìåðíûå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ñ øàéáîé;

     
  
      

(6)

– áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû.

Òî÷êàìè îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå

ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ, øòðèõàìè – äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå ïî áåçðàçìåðíîé äóãîâîé êî-

îðäèíàòå ζ. Ñîîòâåòñòâåííî, êðàåâûå óñëîâèÿ

çàïèøóòñÿ â âèäå:

           ζ=0: ξ=0, ξ′=0; ζ=1: ξ′′=0, ξ′′′=0.
Ïðè âûáðàííîé íîðìèðîâêå ïàðàìåòð ε âõî-

äèò ìíîæèòåëåì ïåðåä íåëèíåéíûìè ñëàãàåìû-

ìè, áëàãîäàðÿ ÷åìó ñòàíîâèòñÿ áîëåå î÷åâèä-

íûì âêëàä òîãî èëè èíîãî ñëàãàåìîãî. Îáåçðàç-

ìåðèâàíèå äëÿ ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ áûëî ïðè-

íÿòî òàêèì, ÷òîáû â óðàâíåíèÿõ ïîïåðå÷íûõ êî-

ëåáàíèé îíè áûëè ïîðÿäêà ìàëîñòè íå âûøå,

÷åì äëÿ ñëàãàåìûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê ãåîìåòðè÷åñ-

êîé íåëèíåéíîñòè ñòåðæíÿ. Òåì ñàìûì ôèçè-

÷åñêè ïîä÷åðêèâàåòñÿ âòîðîñòåïåííîñòü âëèÿ-

íèÿ øàéáû íà êîëåáàíèÿ ñòåðæíÿ ïî ñðàâíåíèþ

ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè íåëèíåéíîñòÿìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåëèíåéíîå óðàâ-

íåíèå (5) òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïåðåìåùå-

íèÿì, îïèñûâàþùåå ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ øàéáîé.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ øàéáû. Ïîëîæåíèå

øàéáû êàê òî÷å÷íîé ìàññû çàäàåòñÿ ðàäèóñ-

âåêòîðîì R=Xi+Yj,  ãäå i, j – åäèíè÷íûå îðòû

îñåé x, y íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xÎy,

,                (7)

(çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî S
m
=S

m
(t)).

Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ øàéáû â âåêòîð-

íîì âèäå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

            .            (8)

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèè óðàâíåíèÿ íà íîð-

ìàëü è êàñàòåëüíóþ ê ñòåðæíþ (ðèñ. 3, á), ïðè

ýòîì ó÷òåì, ÷òî

n=–cosϑj+sinϑi, t=sinϑj+cosϑi.

Ïîëó÷èì

    

    

èëè â êîîðäèíàòíîì âèäå

         

               (9)

Èç îïðåäåëåíèÿ óãëà ïîâîðîòà îñè ñòåðæ-

íÿ ñëåäóåò, ÷òî 

Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âûøå òðåòüå-
ãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì:

                                                                    (10)
Óðàâíåíèÿ (9) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (10) ïðè-

ìóò âèä:

                                                                   (11)
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11) óìíîæèì

íà , âòîðîå – íà ν′ è ñëîæèì. Òîãäà,

ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè âûøå òðåòüåãî ïîðÿä-
êà ìàëîñòè, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ øàéáû âäîëü ñòåðæíÿ:

 (12)



48

Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 
È

 
Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 

Ì
Î

Ä
Å

Ë
È

Ð
Î

Â
À

Í
È

Å
 

Ì
À

Ø
È

Í
 

È
 

Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Å.Â. Ìÿëî

Äàëåå ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11) óì-

íîæèì íà ν′, âòîðîå – íà  è âû÷òåì.

Êàê è ðàíåå, ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè âûøå
òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ íîðìàëüíîé ñèëû:

  

       (13)

Âûðàæåíèå (13) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçüþ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ (3) è øàéáû (12).

Ââåäåì â óðàâíåíèÿ (12), (13) ìàñøòàáû
(4), áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû (6) è íîâûå áåç-
ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû:

 – áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó øàéáû;

 – îòíîøåíèå ìàññ øàéáû è ñòåðæíÿ.

Òîãäà óðàâíåíèå (11) çàïèøåòñÿ â âèäå:

           (14)

ãäå

                        (15)

Âûðàæåíèå (13) äëÿ íîðìàëüíîé ñèëû âûã-
ëÿäèò êàê

(16)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå êîìï-

ëåêñû:

       ,

       

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàìêíóòóþ

ñèñòåìó èç äâóõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (5) è (14), ïîçâîëÿþùóþ îïðå-

äåëèòü âñå êèíåìàòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äâèæå-

íèÿ øàéáû è êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñ ó÷åòîì âû-

ðàæåíèÿ (16).

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé îðèåíòèðîâàíî íà âû÷èñëåíèå ïàðàìåò-

ðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ äâèæåíèå øàéáû âäîëü

ñòåðæíÿ è àìïëèòóäû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé

ñòåðæíÿ ïðè ïîäúåìå è ñòàáèëèçàöèè øàéáû â

çîíå åå óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé

Ðåøåíèå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷è-

òåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Ñ

öåëüþ îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð

âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò ïðèâåñòè ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Êðîìå

òîãî, äëÿ çàìåíû ðàçðûâíîé ôóíêöèè ñèëû ñó-

õîãî òðåíèÿ (15) ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ (ò.å.

çàìåíèì ðàçðûâíóþ ôóíêöèþ ñèãíóì íà ãèïåð-

áîëè÷åñêèé òàíãåíñ):

Äàííàÿ îïåðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè è

ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííîé è çíà÷èòåëüíî

îáëåã÷àåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé (ñðàâíèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè äîïó-

ñòèìîñòü ïîäîáíîé çàìåíû).

Òàê êàê â îïèñàííîì ýêñïåðèìåíòå êîëå-

áàíèÿ ñòåðæíÿ âîçáóæäàëèñü âáëèçè âòîðîãî

ðåçîíàíñà (ïî âòîðîé ôîðìå), òî ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (5)  èùåì â âèäå îäíîìîäîâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ:

                                    (17)

ãäå q(τ) – àìïëèòóäíàÿ ôóíêöèÿ; ϕ(ζ) – êîîðäè-

íàòíàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âòîðîé ôîð-

,
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ìå ñâîáîäíûõ ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ,

ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ôóíêöèé Êðûëîâà [8].

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (17) â óðàâíåíèå (5) è

ïîñëåäóþùåé îðòîãîíàëèçàöèè íåâÿçêè ñ êî-

îðäèíàòíîé ôóíêöèåé íà èíòåðâàëå ξ∈[0,1], ïî-

ëó÷àåì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå äëÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè q(τ):

.                         (18)

Çäåñü  – îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò

êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè ϕ(ζ) è åå ïðîèçâîäíûõ:

J
1-6

 – ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7],

 

 ,

Â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòåðæíÿ (18) è øàéáû

(14) ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë âçàèìîäåé-

ñòâèÿ (15) è (16). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:

              ,         (19)

ãäå f
1
, f

2
 – íåëèíåéíûå îïåðàòîðû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñèñòåìó äâóõ íå-

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðå-

òüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî ïîïåðå÷-

íûõ ñìåùåíèé ñòåðæíÿ, îïèñûâàþùèõ äâèæå-

íèå ñèñòåìû. Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íåèçâåñòíûìè

ÿâëÿþòñÿ ïîïåðå÷íîå ïåðåìåùåíèå ñòåðæíÿ

q(ζ
m
,τ) è êîîðäèíàòà ïîëîæåíèÿ øàéáû íà ñòåð-

æíå ζ
m
(τ).

Äàííóþ ñèñòåìó íåâîçìîæíî ðàçðåøèòü

îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé . Ïîýòî-

ìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìå-

òîäà Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà,  íà êàæäîì øàãå

èíòåãðèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíî ðåøàåì íåëè-

íåéíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

         

ãäå  –

÷èñëà, ïîëó÷åííûå îò çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñ ïðå-

äûäóùåãî øàãà.

Ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ

 íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ìàòåìàòè-

÷åñêîì ïàêåòå Matlab R2006a ñ ïîðÿäêîì îòíî-

ñèòåëüíîé è àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòåé ðàâíûì

10-8. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí:

      γ=0,12, β=0,0022, Ω=43,5, μ=0,064, ε=1,

      .

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîçáóæäåíèÿ β, Ω è

ñèñòåìû γ, μ, ñîîòâåòñòâîâàëè ïðèíÿòûì â ýêñ-

ïåðèìåíòå. Èäåíòèôèêàöèÿ êîýôôèöèåíòà

âíóòðåííåãî òðåíèÿ ψ
I
 ïðîèçâîäèëàñü ïðè íó-

ëåâîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà âíåøíåãî òðå-

íèÿ ψ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ðàñ÷åòíîé (ïî óðàâ-

íåíèþ (18)) àìïëèòóäû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé

ñòåðæíÿ åå ýêñïåðèìåíòàëüíîìó çíà÷åíèþ.

Çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé àìïëèòóäå ïîïåðå÷-

íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ â ïó÷íîñòè:

q
antinode

=0,0225 (äëÿ ñòåðæíÿ áåç øàéáû) è

q
antinode_disk

=0,0125 (äëÿ ñòåðæíÿ ñ øàéáîé).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (19) íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ çàäàâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè äëÿ

ñòåðæíÿ è åå ïðîèçâîäíîé ñîîòâåòñòâîâàëè
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Å.Â. Ìÿëî

óñëîâèÿì âîçíèêíîâåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ñ ïåðèîäîì 4π/Ω (ðèñ. 4), à êîîðäèíàòà

íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ øàéáû è ñêîðîñòü øàé-

áû ñîîòâåòñòâîâàëè èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì

çíà÷åíèÿì: ζ
m
(0)=0,1  è 

m
(0)=0.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ áûëè

ïîñòðîåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè

àìïëèòóäíîé ôóíêöèè äëÿ ñòåðæíÿ (ðèñ. 5, à),

ïîëîæåíèÿ øàéáû íà ñòåðæíå (ðèñ. 5, á) è íîð-

Ðèñ. 4. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè ñòåðæíÿ

Ðèñ. 5. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ (à), ïåðåìåùåíèå øàéáû (á) è íîðìàëüíàÿ

ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ (â) ïðè μ=0,064

a)

á)

â)

ìàëüíîé ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ øàéáû ñî ñòåð-

æíåì (ðèñ. 5, â). Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ãðà-

ôèêîâ, ïî ìåðå ïîäúåìà øàéáû àìïëèòóäà ïî-

ïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ñíèæàåòñÿ. Íà îï-

ðåäåëåííîì ðàññòîÿíèè îò çàäåëêè øàéáà íà-

ñòîëüêî ãàñèò àìïëèòóäó êîëåáàíèé ñòåðæíÿ,

÷òî íå ìîæåò óäåðæàòüñÿ è ïàäàåò.

Îäíàêî ïðè ìåíüøåì çíà÷åíèè ìàññû øàé-

áû μ=0,012 ïðèíÿòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
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Ãàøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé âåðòèêàëüíîãî ñòåðæíÿ ïîäâèæíîé ìàññîé

îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû, íàáëþäàåìîå

â ýêñïåðèìåíòå: øàéáà ïîäíèìàåòñÿ è ñòàáè-

ëèçèðóåòñÿ â îáëàñòè ïó÷íîñòè 

(ðèñ. 6, á). Ïðè ýòîì àìïëèòóäà ïîïåðå÷íûõ êî-

ëåáàíèé ñòåðæíÿ óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà

(ðèñ. 6, à), ÷òî ïîêàçûâàåò ðîëü øàéáû êàê äè-

íàìè÷åñêîãî ãàñèòåëÿ êîëåáàíèé. Âîïðîñ î

âëèÿíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ òðåíèÿ è èõ ïàðàìåò-

ðîâ íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ øàéáû âäîëü ýëå-

ìåíòà ñòåðæíÿ êàê æåñòêîãî öåëîãî îáñóæäàë-

ñÿ â ðàáîòå [10].

Çàêëþ÷åíèå

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ìî-

äåëü íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó îïèñàíèÿ íàáëþ-

äàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå ýôôåêòîâ è íå ó÷èòûâà-

åò âñå âîçìîæíûå ìåõàíèçìû âçàèìîäåéñòâèÿ

Ðèñ. 6. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ (à), ïåðåìåùåíèå øàéáû

(á) è íîðìàëüíàÿ ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ (â) ïðè μ=0,012

ñòåðæíÿ è øàéáû. Íàáëþäàåìîå ðàñõîæäåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ

äàííûìè ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îáúÿñíèòü, â ÷àñ-

òíîñòè: ïðåíåáðåæåíèåì ðåàëüíûìè ðàçìåðà-

ìè øàéáû, âîçìîæíûìè ñîóäàðåíèÿìè, à òàê-

æå ïðèíÿòîé ìîäåëüþ âíóòðåííåãî òðåíèÿ, â êî-

òîðîé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé. Â äåéñòâèòåëüíîñòè âíóòðåííåå òðå-

íèå ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò äåôîðìà-

öèé (íàïðÿæåíèé) [9], îïðåäåëÿåìûõ àìïëèòóäîé

ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ. Â ðàññìàòðèâà-

åìîì ñëó÷àå ýòà àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ ïðè

ïîäúåìå øàéáû è êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðå-

íèÿ äîëæåí èìåòü ïåðåìåííîå âî âðåìåíè çíà-

÷åíèå. Êðîìå òîãî, íà êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòà-

òû ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæåò ïîâëèÿòü è ââåäåíèå â

ìîäåëü ñòåðæíÿ åãî íà÷àëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ.
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Å.Â. Ìÿëî

Òåì íå ìåíåå, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü âïîë-

íå àäåêâàòíî îïèñûâàåò íàèáîëåå ñóùåñòâåí-

íûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ èññëåäóåìîé ñèñ-

òåìû, â ÷àñòíîñòè, ïîäúåì øàéáû ïî ñòåðæíþ,

ñòàáèëèçàöèþ åå ïîëîæåíèÿ è ãàøåíèå àìïëè-

òóä ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé, íàáëþäàåìûå â ýê-

ñïåðèìåíòå.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü

ïðîôåññîðàì À.Ì. Ãóñüêîâó è Ã.ß. Ïàíîâêî çà

ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â åå ðåøåíèè.
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