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ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÎ-ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ*

À.Ê. Áðèòåíêîâ, Í.Ñ. Ñòåïàíîâ

Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ 
îáîáùåííûìè ðÿäàìè Ôóðüå, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿìè íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ 
ïîëèíîìîâ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, îñëîæíÿåòñÿ ïðîáëåìàìè íàðóøåíèÿ 
îðòîãîíàëüíîñòè ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè è ïîòåðè ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ 
óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ ÿâëåíèé ïðåäëîæåí ìåòîä, òî÷íîñòü êîòîðîãî ïðåâûøàåò 
òî÷íîñòü àíàëîãè÷íûõ ìåòîäîâ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ 
ïî èñïîëüçîâàíèþ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íåïðåðûâíîãî 
àðãóìåíòà äëÿ îïèñàíèÿ âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è ïîäàâëåíèÿ ðåâåðáåðàöèè 
â ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñëàáîäèñïåðãèðóþùåé ñðåäå. Ïîêàçàíû 
ïðåèìóùåñòâà ýòîãî êëàññà îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé â äàííûõ çàäà÷àõ ïî ñðàâíåíèþ 
ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû îáðàáîòêè ïðèìåíèìû 
äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñèãíàëîâ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííûé ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, êëàññè÷åñêèå 
îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è ôóíêöèè, ìàòðèöà Ãðàìà, ôóíêöèè Ëàãåððà, ïîëèíîìû 
Ýðìèòà, êâàäðàòóðû Ãàóññà, ðåâåðáåðàöèÿ, ñëàáîäèñïåðãèðóþùàÿ ñðåäà, 
ãèäðîàêóñòèêà.

Ââåäåíèå
Íà ôîíå øèðîêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñïåê-

òðàëüíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî Ôóðüå-àíàëèçà [1] 
äðóãèå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé ïðî-
äîëæàþò îñòàâàòüñÿ ìàëîèññëåäîâàííûìè, 
îñîáåííî â ïðèëîæåíèè ê âû÷èñëèòåëüíûì çà-
äà÷àì. Îäíàêî òðàäèöèîííî ïðèìåíÿåìûé â îá-
ðàáîòêå ñèãíàëîâ ãàðìîíè÷åñêèé Ôóðüå-àíàëèç 
íå âñåãäà ýôôåêòèâåí äëÿ îïèñàíèÿ êîðîòêèõ 
èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâ. Ïðè ýòîì òðèãîíîìå-
òðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ 
÷àñòíûì ñëó÷àåì îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé. 
Òàê, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå 
ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûé 
ñëó÷àé ôóíêöèé ßêîáè [2]. Ðàçðàáîòêà è ñîâåð-
øåíñòâîâàíèå àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè ñèãíàëîâ 
è ïîòîêîâ äàííûõ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ 

áàçèñîâ íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íå-
ïðåðûâíîãî àðãóìåíòà ðàñøèðÿåò âîçìîæíî-
ñòè îáîáùåííîãî ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî 
ìåòîäà (ÎÑÀÌ), ðàçðàáîòàííîãî â êîíöå ÕÕ 
âåêà Ô.Ô. Äåäóñîì [2] äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, 
ðàñïîçíàâàíèÿ ñèãíàëîâ [3] è ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ ïîòîêîâ äàííûõ. Ñõîäñòâî êëàññè÷åñêèõ 
îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ ÎÑÀÌ ñ ðåàëüíûìè 
ðàäèîòåõíè÷åñêèìè è çâóêîâûìè ñèãíàëàìè 
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ÎÑÀÌ â 
çàäà÷àõ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè. Â çàäà÷àõ âè-
áðîàêóñòèêè è èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñèãíà-
ëîâ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé òàêæå öåëå-
ñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè 
íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íåïðåðûâ-
íîãî àðãóìåíòà.

* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ, ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð 2.1615.2011 ÍÈÐ «Èññëåäîâàíèå ñëîæ-
íûõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ñîâðåìåííûìè ðàäèîôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè».



Àíàëèç çâóêîâûõ è âèáðàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ 
îáîáùåííîãî ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà
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Îáðàáîòêà èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ðàçëî-
æåíèÿ ñèãíàëîâ îáîáùåííûìè ðÿäàìè Ôóðüå 
ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè îñëîæíÿåòñÿ 
òàêèìè ïðîáëåìàìè, êàê íàðóøåíèå îðòîãî-
íàëüíîñòè è ïîòåðÿ ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 
èñïîëüçîâàíèè áàçèñíûõ ôóíêöèé âûñîêîãî 
ïîðÿäêà. Óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîì-
ïüþòåðîâ íå ðåøàåò ýòó ïðîáëåìó, à ïðåäúÿâ-
ëÿåò ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê àëãîðèòìàì 
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé äëÿ èññëåäîâàíèÿ è 
îáðàáîòêè ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ, ÷òî ïîäòâåðæ-
äàåòñÿ ðàáîòàìè Äæ. Øåíà [4] è äðóãèõ ó÷åíûõ. 
Ñòðåìëåíèå ê ïîâûøåíèþ èíôîðìàòèâíîñòè 
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà [1] ïðèâåëî ê âîçíèê-
íîâåíèþ è ðàçâèòèþ âåéâëåò-àíàëèçà, ïåðåñå-
êàþùåãîñÿ â íåêîòîðûõ àñïåêòàõ ñ ÎÑÀÌ. Íà-
ïðèìåð, â ðàáîòå Á.Ï. Ãðàôîâà è È.Â. Ãðàôîâîé 
[5] ðàññìàòðèâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé 
Ëàãåððà â êà÷åñòâå âåéâëåòîâ [6], à â ðàáîòàõ 
À.Ë. Âèðîâëÿíñêîãî, À.À. Ñòðîìêîâà è äðóãèõ 
àâòîðîâ [7] îòðàæåíî ïðèìåíåíèå ýìïèðè÷å-
ñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé, íàèáîëåå ïîäõî-
äÿùèõ äëÿ îïèñàíèÿ è îáðàáîòêè ãèäðîàêóñòè-
÷åñêèõ ñèãíàëîâ.

Â êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà â ïîäàâëÿþùåì 
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóåòñÿ áûñòðîå 
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÁÏÔ) â ñî÷åòàíèè ñ 
îêîííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [8]. Íî, êàê ïîêà-
çàíî â ðàáîòàõ Â.À. Çâåðåâà, õàðàêòåð îêîííîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè íåêîððåêòíîì èñïîëüçîâà-
íèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ 
èíôîðìàöèè [9]. Äî ðàáîò Íèêèôîðîâà À.Ô., 
Óâàðîâà Â.Á. [10] (60-70-e ãîäû ÕÕ âåêà) êëàñ-
ñè÷åñêèå ïîëèíîìû è ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî 
àðãóìåíòà, ñîñòàâëÿþùèå ÿäðî ÎÑÀÌ, íàçû-
âàëè ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè [11]. ÎÑÀÌ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì 
ïðîåêöèè ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà íà ëþáóþ 
îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé [12]. Êëàñ-
ñè÷åñêèå ïîëèíîìû è ôóíêöèè íåïðåðûâíîãî 
àðãóìåíòà, ñîñòàâëÿþùèå íàáîð îñíîâíûõ áà-
çèñîâ ÎÑÀÌ, èñïîëüçóþòñÿ â ðàäèîòåõíèêå, 
îïòèêå, ìåõàíèêå è âõîäÿò â ïàêåòû îáùåóïî-
òðåáèòåëüíûõ ïðîãðàìì, íî ñèñòåìíî êàê 
êëàññ îñòàþòñÿ ìàëîèññëåäîâàííûìè. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – èññëåäîâàíèå íå-
êîòîðûõ îñîáåííîñòåé ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè 
áàçèñíûõ ôóíêöèé ÎÑÀÌ, òàêèõ êàê íàðóøå-
íèå îðòîãîíàëüíîñòè è ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè 
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð – ñâÿçàíà ñ ïîèñ-
êîì ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì äëÿ ïðàêòè-
÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÎÑÀÌ äëÿ îïèñàíèÿ 

âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è ìîäåëèðîâàíèÿ 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñëàáîäèñïåðãèðóþ-
ùåé ñðåäå ñî ñëàáûì çàòóõàíèåì ïðè íàëè÷èè 
äèñêðåòíûõ îòðàæåíèé.

Îáîáùåííûå ðÿäû Ôóðüå 
è êëàññè÷åñêèå 
îðòîãîíàëüíûå áàçèñû
Îáùèé âèä îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ 

(ðÿäà Ôóðüå) – ïðîåêöèÿ èíòåãðèðóåìîé â ïðî-
ñòðàíñòâå L2 ñ êâàäðàòîì íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè – íà ñèñòåìó îðòîãîíàëüíûõ (ñ âåñîì ρ(t)) 
áàçèñíûõ ôóíêöèé {ϕϕ

n
(t)}

                      0
( ) ( )

N

n n
n

f t A t
=

= ϕ∑ ,                   (1)

ãäå ïîñòîÿííûå A
n
 – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-

íèÿ f(t) ïî áàçèñó {ϕ
n
(t)}, óäîâëåòâîðÿþùåìó 

óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè 

( ), ( ) 0i jt tϕ ϕ =  ïðè i j≠

è ( ), ( ) 0i jt tϕ ϕ ≠  ïðè i j=               (2)

â ñìûñëå ôóíêöèîíàëà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ ,x y  c âåñîì ρ(t)>0 íà îòðåçêå [a, b] 

             
, ( ) ( ) ( )

b

a

x y x t y t t dt= ρ∫ ,                  (3)

ãäå a≥–∞, b≤+∞.
Êîýôôèöèåíòû A

n
 â (1) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòå-

ìîé óðàâíåíèé, îáðàçóþùèõ ìàòðèöó Ãðàìà, è 
ïîëó÷åííîé óìíîæåíèåì ðÿäà (1) íà ñèñòåìó 
áàçèñíûõ ôóíêöèé {ϕ

n
(t)}:

       0
, ,

N

n i n n
i
A f

=

ϕ ϕ = ϕ∑ ,  n=0, ..., N.      (4) 

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (2) áàçèñà {ϕ
i
(t)} 

ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ýëåìåíòîâ òàêîé 
ìàòðèöû äî åäèíñòâåííîé äèàãîíàëè

           
2

( ), ( )

( )
n

n
n

f t t
A

t

ϕ
=

ϕ
 äëÿ n=0, ..., N.     (5)

Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ 
â ðÿä Ôóðüå (1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
Áåññåëÿ (ðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà-Ñòåêëîâà ïðè 
N→®∞R), õàðàêòåðèçóþùåå ïîëíîòó ñèñòåìû 
{ϕj

i
(t)}

                      

2 22

0
( )

N

n n
n

f t A
=

≥ ϕ∑ ,     
  

        (6)

ãäå îïðåäåëåíà íîðìà ôóíêöèè

                     
( ) ( ), ( )f t f t f t= .              (7)

Ôîðìóëà (1) çàòðàãèâàåò íåêîòîðûå ôóíäà-
ìåíòàëüíûå âîïðîñû òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ 
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ðÿäîâ, à èìåííî, íîðìèðîâêó îðòîãîíàëüíûõ 
áàçèñîâ è âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-
Ýéëåðà. Äëÿ ôóíêöèé f è g, ïðåäñòàâëåííûõ 
ðÿäàìè (1), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

                   

2

0
, n n n

n
f g A B

∞

=

= ϕ∑ ,               (8)

êîòîðîå ââîäèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðî-
ñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ è óñòà-
íàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó èñõîäíûì ôóíê-
öèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì è ïðîñòðàíñòâîì 
êîýôôèöèåíòîâ {A

n
}. Ñîãëàñíî (8) äëÿ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3), êîýôôèöèåíòû ðàçëîæå-
íèÿ â îðòîãîíàëüíûé ðÿä (1) ÿâëÿþòñÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Ôóðüå â ïðîñòðàíñòâå Ãèëüáåðòà 
[1]:

            
( ) ( ) ( )2

n n nA f t t t dt
∞

−

−∞

= ϕ ϕ ρ∫ .        (9)

Ðåøåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 
                A(t)y′′+ B(t)y′ + λ

k
y = 0,           (10)

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû A(t) è B(t) íå çàâèñÿò 
îò k, à λ

k
 íå çàâèñèò îò t, ïîðîæäàåò îðòîãî-

íàëüíûå ïîëèíîìû íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, 
íàçûâàåìûå êëàññè÷åñêèìè [11]. Òàêèå ïîëèíî-
ìû, òàêæå êàê è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíêöèè 
[14], óäîâëåòâîðÿþò ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì 

      1 1( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nt a b t t c t+ −ϕ = + ϕ + ϕ ,     (11)

ãäå a
n
, b

n
, c

n
 – êîýôôèöèåíòû, íå çàâèñÿùèå îò t. 

Çíà÷åíèÿ äëÿ òàêèõ ïîëèíîìîâ íà÷àëüíîãî 
ïîðÿäêà, âû÷èñëÿåìûõ ñîãëàñíî (11), ñëåäóþ-
ùèå:

                1 0( ) 0, ( ) 1t t−ϕ = ϕ = .             (12)

Îáùèå ñâîéñòâà êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ [12] îáúåäèíÿþò èõ â îòäåëü-
íûé êëàññ ôóíêöèé. Óäîáñòâî èñïîëüçîâàíèÿ 
òàêèõ áàçèñîâ â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èíôîðìà-
öèè è ñèíòåçà ñèãíàëîâ ñâÿçàíî ñ èõ ñïåöèôè-
÷åñêèìè êà÷åñòâàìè, íàïðèìåð, ôîðìîé áàçèñ-

íûõ ôóíêöèé {ϕϕ
n
(t)} (ðèñ. 1, 2) è ñõîäñòâîì ñ 

ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ìàòåìàòè÷åñêèõ 
îïåðàöèé (íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-
ñà). Ôîðìà l

n
(t) ñîâïàäàåò ñ èìïóëüñíîé ïåðå-

õîäíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû èç 
R, L, C– ýëåìåíòîâ, à òàêæå õîðîøî ïîâòîðÿåò 
Ë×Ì-ñèãíàë [9].

Íà ðèñóíêå 2 ïðîñëåæèâàåòñÿ ÿâíîå ñõîä-
ñòâî ôîðìû ôóíêöèè h

n
(t) è õàðàêòåðíîãî ðàäè-

îèìïóëüñà.

Îïèñàíèå è ñèíòåç 
âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ
Ñðàâíåíèå ñïåêòðîâ (ãàðìîíè÷åñêîãî Ôóðüå-

àíàëèçà) áàçèñíûõ ôóíêöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà 
[13] íà îñíîâå êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íåïðå-
ðûâíîãî àðãóìåíòà [13, 14] è âèáðîàêóñòè÷å-
ñêèõ ñèãíàëîâ äåìîíñòðèðóåò ÿâíîå ñõîäñòâî 
íåêîòîðûõ òàêèõ ôóíêöèé [10] ñ ðåàëüíûìè 
ñèãíàëàìè óêàçàííîãî êëàññà. Ìíîãèå îðòî-
ãîíàëüíûå ôóíêöèè [1] íàïîìèíàþò ðåàëüíûå 
çâóêè, è íà èõ îñíîâå óäîáíî ñèíòåçèðîâàòü 
ïîäîáíûå èì ñèãíàëû [15]. Íàïðèìåð, ïîêàçàí-
íûå íà ðèñ. 1 ôóíêöèè Ëàãåððà

            0,5
3

0

!( ) ( )
!

n
mt k

n
k

nl t me mt
k

−

=

= −∑ ,         (13)

ãäå m>0 – ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò, èçìåíÿ-
þùèé ýôôåêòèâíóþ äëèíó l

n
(t). Ýòè ôóíêöèè 

èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ â ðàäèî-
òåõíè÷åñêèõ öåïÿõ. Êðîìå òîãî, îíè óäîáíû 
äëÿ àïïðîêñèìàöèè çâóêîâ òèïà çâîíà êîëîêî-
ëà èëè âûñòðåëà èç ðóæüÿ. Ôóíêöèè Ëàãåððà 
îïòèìàëüíû òàêæå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðå-
õîäíûõ ïðîöåññîâ è ñèãíàëîâ âèäà f(t)=1–η(t), 
ãäå η(t) – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Íàïîìèíàþùèå 
ðàäèîèìïóëüñû ôóíêöèè Ýðìèòà (ðèñ. 2)

    

[ ]/2
2 2

0

( 1) !( ) exp( ) (2 )
!( 2 )!

n k
n k

n
k

nh x x x
k n k

−

=

−
= −

−∑     (14)

Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ Ëàãåððà l
n
(t) ïîðÿäêà n=50, m=1 Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ Ýðìèòà h

n
(t) ïîðÿäêà n=50 
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ïðè èõ àêóñòè÷åñêîì âîñïðîèçâåäåíèè çâó÷àò 
ïîõîæå íà ìÿóêàíüå, èëè ðå÷åâûå ôîíåìû. 

Óïðîùåíèå è îïòèìèçàöèÿ îïèñàíèÿ 
äàííûõ ïðåäïîëàãàåò èñêëþ÷åíèå ðàçëîæåíèÿ 
(1) çàòóõàþùåãî ñèãíàëà âîçðàñòàþùèìè îðòî-
ãîíàëüíûìè áàçèñàìè è íàîáîðîò (îïèñàíèÿ 
âîçðàñòàþùåãî èëè îñöèëëèðóþùåãî ñèãíàëà 
çàòóõàþùèìè ôóíêöèÿìè), à òàêæå àïïðîêñè-
ìàöèè çàòóõàþùèõ èëè âîçðàñòàþùèõ ñèãíà-
ëîâ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî, 
ñîãëàñîâàíèå äëèòåëüíîñòè ñèãíàëà è ýôôåê-

òèâíîãî ðàäèóñà áàçèñíîé ôóíêöèè [19] ñîêðà-
ùàåò äëèíó ðÿäà (1). Îáû÷íî îðòîãîíàëüíûå 
áàçèñû (êàê è ðåàëüíûå ñèãíàëû) îïðåäåëåíû 
íà êîíå÷íîì èëè ïîëóáåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå. 
Îðòîãîíàëüíûå áàçèñû, îïðåäåëåííûå íà [0, T ], 
ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ïîäñòàíîâêè 
T

c
=T. Äëÿ áàçèñà {ϕ

i
(t)}, îïðåäåëåííîãî íà [0, ∞], 

íåëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà âèäà x=1–2e–mt, ãäå x 
– íîâûé àðãóìåíò, è èçìåíåíèå ìàñøòàáíîãî 
êîýôôèöèåíòà m ïðèâîäèò ê ñæàòèþ èëè ðàñ-
òÿæåíèþ «ýôôåêòèâíîãî» äèàïàçîíà {ϕ

i
(t)} ïî 

îñè àáñöèññ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðàâèëüíî âû-
áðàííûé ìàñøòàáíûé êîýôôèöèåíò m îáåñïå-
÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ äëèíó ðÿäà N=N

min
 ïðè 

íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè. Òàêàÿ 
îïòèìèçàöèÿ âîçìîæíà ñ ïîìîùüþ âû÷èñëå-
íèÿ îòíîñèòåëüíîé èíòåãðàëüíîé êâàäðàòè÷-
íîé îøèáêè θ

N
(m) êàê ôóíêöèè ìàñøòàáíîãî 

êîýôôèöèåíòà m è äëèíû ðÿäà N:
 2

00

2

0

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

T N

n n
n

N T

f t A m mt t dt
m

f t dt

=

⎡ ⎤
− ϕ ρ⎢ ⎥

⎣ ⎦θ =
∑∫

∫
,     (15)

ãäå ρ(t) – âåñîâàÿ ôóíêöèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé 
{ϕ

i
(t)}. 
Ìèíèìóì θ

n
(m) çàäàåò îïòèìàëüíûé ìàñ-

øòàá m = m
opt

 ïðè çàäàííîé äëèíå N ðÿäà (1):

                   
0

( ) min ( )N opt Nm
m m

>
θ = θ .             (16)

Ïîñêîëüêó îøèáêà θ
n
(m) ìîíîòîííî óáûâà-

åò ïðè óâåëè÷åíèè N (õîòÿ åå çàâèñèìîñòü îò 
m ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé [1]), ïðè m

opt
 è çà-

äàííîé òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè ñîêðàùàåòñÿ 
è äëèíà ðÿäà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü êâàäðàò ôóíêöèè êàê 
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ñðåäíèé ðàäèóñ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [13]. 
Òàê, äëÿ ôóíêöèé Ëàãåððà ýôôåêòèâíàÿ äëè-
òåëüíîñòü ëèíåéíî çàâèñèò îò N:

                  2

0

( ) 2 1t
Nt L t e dt N

∞
− = +∫ .              (17)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (16) èñïîëüçó-
åòñÿ çíà÷åíèå m, ïîëó÷åííîå ïðè ñîãëàñîâàíèè 
ýôôåêòèâíûõ èíòåðâàëîâ àïïðîêñèìèðóåìîé 
ôóíêöèè è áàçèñíîé ôóíêöèè ìàêñèìàëüíîãî 
ïîðÿäêà. Ðàñ÷åò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ 

ôóíêöèé Ýðìèòà (14) ïîêàçàë, ÷òî ýôôåêòèâ-
íàÿ äëèòåëüíîñòü èìååò áîëåå ñëîæíóþ çàâè-

ñèìîñòü îò n 

   ( )
1

2 1 3
3 0

0

( 0,4)2 ! ( 1, 2 )
!

kn
n

k
R n k tn k

+
∞+

=

−
= Γ +∑ ,     (18)

ãäå Ã – ãàììà-ôóíêöèÿ [11]. 
Çàâèñèìîñòü (18) ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïîä-

ñòðîéêó èíòåðâàëà äëÿ îïòèìèçàöèè ðàçëîæå-
íèÿ. 

Ïîäñòðîéêà áàçèñà ñ ïîìîùüþ òàêèõ àäàï-
òèâíûõ ïðîöåäóð ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ýô-
ôåêòèâíóþ äëèíó îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà äî 30 
÷ëåíîâ äëÿ 4500 îòñ÷åòîâ ñèãíàëà ïðè îïèñà-

Ðèñ. 3. Ãàðìîíè÷åñêèé Ôóðüå-ñïåêòð çâóêîâ à è á 

à

á
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íèè ðå÷åâûõ ôîíåì è ñóáôîíåì äëèòåëüíîñòüþ 
äî 0,5–1 ñåê ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ îêîëî 
5–8%. Äëÿ òàêîãî æå ñèãíàëà ãàðìîíè÷åñêîìó 
ðÿäó Ôóðüå ïîòðåáóåòñÿ íà ïîðÿäîê áîëüøåå 
÷èñëî ÷ëåíîâ, ïîñêîëüêó ðå÷ü ñîäåðæèò ÷àñòî-
òû âûøå 1,2–3 êÃö (ðèñ. 3). Äëèòåëüíîñòü ñèã-
íàëîâ 1,8 ñåê, äèñêðåòèçàöèÿ è êâàíòîâàíèå ïî 
óðîâíþ 12 êÃö, 16 áèò. Íàëè÷èå âûñîêèõ ÷àñòîò 
(2,5 êÃö è âûøå) â ñïåêòðå òðåáóåò áîëüøîãî 
êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ïðè îïèñàíèè òðèãîíîìå-
òðè÷åñêèìè ðÿäàìè.

Òåì íå ìåíåå, äëÿ àïïðîêñèìàöèè äëèòåëü-
íûõ ñèãíàëîâ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ãàðìî-
íèê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû îêàçûâàþòñÿ 
áîëåå ýôôåêòèâíû. Ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü 
ïðåäñòàâëåíèå çâóêîâûõ ñèãíàëîâ: ìóçûêàëü-
íûå ñèãíàëû êîìïàêòíåå àïïðîêñèìèðóþòñÿ 
ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, à ðå÷åâûå è èì-
ïóëüñíûå – êëàññè÷åñêèìè îðòîãîíàëüíûìè 
ìíîãî÷ëåíàìè è ïðîèçâîäíûìè îò íèõ ôóíê-
öèÿìè (Ëàãåððà, Ýðìèòà, Ëåæàíäðà, ×åáûøå-
âà, Ìàéêñíåðà è ò.ä.). Íàèáîëåå ýôôåêòèâíî 
âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé äèñ-
êðåòíîãî àðãóìåíòà ââèäó öèôðîâîãî (äèñêðåò-
íîãî) ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ â êîìïüþòåðíîé 
îáðàáîòêå ñèãíàëîâ.

Íàðóøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè 
áàçèñîâ íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà 
è ïîòåðÿ ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè 
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé âûñîêîãî 
ïîðÿäêà
Ïðè ïðèìåíåíèè îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì 

ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ âû÷èñëèòåëüíûìè 
ïðîáëåìàìè [13], â ÷àñòíîñòè, ñ ïîòåðåé îðòî-
ãîíàëüíîñòè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè 
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5, 9) ξ

n,m
=(ϕ

n
(t)ϕ

m
(t)). 

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíî, ÷òî íàðóøåíèå îðòîãî-
íàëüíîñòè, âûçâàííîå äèñêðåòèçàöèåé íåïðå-
ðûâíîãî àðãóìåíòà, íîñèò ñèñòåìíûé õàðàêòåð 
äëÿ ôóíêöèé 5–15 ïîðÿäêà è âûøå. Èíòåãðèðî-
âàíèå ïðîâåäåíî ìåòîäîì òðàïåöèé íà îòðåçêå 
[0, 1], ñ øàãîì d=0,02.

Îïèñàíèå èññëåäóåìûõ ñèãíàëîâ â âèäå òà-
áëèöû f(t)={ f

1
(t

1
),f

2
(t

2
),..., f

m
(t

m
)} ÿâëÿåòñÿ àíàëî-

ãîì ôóíêöèè äèñêðåòíîãî àðãóìåíòà. Â çàäà÷àõ 
îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ÷àñòî 
òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîå 
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà. Êâàäðàòóðíàÿ ôîð-
ìóëà Ãàóññà [11] àïïðîêñèìèðóåò íåñîáñòâåí-
íûå èíòåãðàëû äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè 
âèäà e–xf(t), ïîýòîìó ìîæíî îïðåäåëèòü äèñ-
êðåòíûé àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3), 

Ðèñ. 4. Èññëåäîâàíèå íàðóøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè 
ôóíêöèé Ëàãåððà, Ýðìèòà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 

(n=1÷20), âûçâàííîå äèñêðåòèçàöèåé
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âõîäÿùåãî â ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (9) â âèäå ñóììû

          
( ) ( ) ( )

1
( ) ( )

b m

i i i
ia

x t y t t dt x t y t w
=

ρ = ∑∫     (19)

íà çàäàííîé ñåòêå ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå m 
óçëîâ t

i
 è âåñîâ w

i
, ïîëó÷àåìûõ äëÿ áàçèñà íà 

îñíîâå îðòîãîíàëüíîãî ïîëèíîìà p
n 

ñòåïåíè n 
[10]

                   1 1

1 1

( ( ), ( ))
( ) ( )

n n n
i

n n i n i

a p t p tw
a p t p t

− −

− −

=
′

,          (20)

ãäå a
n 

– êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè 
p

n
(t), n ≤ 2m – 1. 
Â ðàáîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñëåíèå 

óçëîâ t
i
 ïðîèñõîäèò êàê ïîèñê íóëåé ïîëèíî-

ìà p
n
 [13]. Ïåðåõîä îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ìàññè-

âà çíà÷åíèé { f
k
(t

k
)} ê íåðàâíîìåðíîé ñåòêå {t

i
} 

ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè 
ñòåïåííûì ìíîãî÷ëåíîì.

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ãðàìà (ìåðû 
îðòîãîíàëüíîñòè) ìåòîäîì êâàäðàòóð Ãàóññà–
Ëàãåððà (20) ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïðÿìîó-
ãîëüíèêîâ äëÿ ôóíêöèé íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ 
âûøå. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè Ëàãåððà ýòà 
ðàçíèöà ïðåâûøàåò 9 ïîðÿäêîâ (ðèñ. 5). Ôàêòè-
÷åñêè âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è 
àïïðîêñèìàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ìà-
øèííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë.

Äðóãîé àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé äëÿ âñåõ 
òèïîâ êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ è ôóíêöèé 
íà èõ îñíîâå ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ 
ôóíêöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà [13]. Ïðÿìîå âû÷èñ-
ëåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé ïðèâîäèò ê âîçíèê-
íîâåíèþ ñ÷åòíîé íåóñòîé÷èâîñòè (ðèñ. 6, 7). 
Ïðîáëåìà ñóùåñòâóåò è â ïàêåòàõ ïðèêëàä-
íûõ ïðîãðàìì, ãäå âñòðîåíû íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. Òàê, 
ôóíêöèè l

n
(t) Ëàãåððà (ñì. ðèñ. 1) ïðè ïðÿìîì 

âû÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå (13) ïîäâåðæåíû ïðî-
áëåìå ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè. Èññëåäîâàíèÿ 
ïîêàçàëè, ÷òî ïðè òàêîì âû÷èñëåíèè, íà÷èíàÿ 
ñ 33 ïîðÿäêà, íà îòðåçêå [0, 150] ÷èñëî íóëåé 
l
n
(t) ïðåâûøàåò ïîðÿäîê ôóíêöèè l

n
(t) (ðèñ. 6). 

Ðåçóëüòàòû ïîâòîðÿþòñÿ íà ðàçíûõ êîìïüþ-
òåðíûõ ïëàòôîðìàõ è â îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ 
ïàêåòàõ ïðîãðàìì [13]. Ñîãëàñíî (13) çíà÷åíèå 
ôóíêöèè l

n
(t) îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ìíîæèòåëÿ-

ìè – îñöèëëèðóþùåãî è íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàþùåãî ïîëèíîìà, è çíà÷åíèåì êîðíÿ îò 
óáûâàþùåé âåñîâîé ôóíêöèè e–t. Âîçìîæíî, 
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà t ýòè ìíî-
æèòåëè ïðèâîäÿò ê ïåðåïîëíåíèþ ìàøèííîãî 
ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë è ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè 

Ðèñ. 5. Ïîðÿäîê îøèáêè (ãðàäàöèè ñåðîãî) âû÷èñëå-
íèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ãðàìà äëÿ ôóíêöèé Ëà-

ãåððà (0≤n≤1000, 0≤m≤1000) ìåòîäîì Ãàóññà (à) è 
ìåòîäîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (á). (Ñïðàâà äëÿ êàæäîé 

ìàòðèöû â ñòîëáöå ïðèâåäåíà øêàëà ãðàäàöèè ñåðîãî, 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîðÿäêó îøèáêè)

Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ Ëàãåððà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è çíà-
÷åíèÿ l

n
(t), âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (13) ïðè n=35, 

m=1. (Ïóíêòèðîì ïîêàçàíî èñêàæåíèå ôîðìû l
n
(t) 

èç-çà ïîòåðè ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè âû÷èñëåíèè 
çíà÷åíèé l

n
(t) «íàïðÿìóþ»)

à

á
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âû÷èñëåíèé. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòå [13] ïîêà-
çàíî, ÷òî èõ ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ «õîðîøåé» 
âåëè÷èíîé â ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè.

Íà ðèñóíêå 7 ïðèâåäåí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ 
ôóíêöèè Ëàãåððà 40 ïîðÿäêà ïî ÿâíîé ôîðìó-
ëå (13). Õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàçìàõ êîëåáàíèé â 
îáëàñòè çíà÷åíèé àðãóìåíòà 100–160 ïðåâûøà-
åò çíà÷åíèå íàñòîÿùåé ôóíêöèè l

n
(t) íà 2–3 ïî-

ðÿäêà. Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ l
n
(t) 

íà îñíîâå ñòåïåííîãî ïîëèíîìà èìååò ìíîãî 
áîëüøå íóëåé íà ìàëîì îòðåçêå [40, 40+3·10–12], 
÷åì ïîðÿäîê îáðàçóþùåãî åå ïîëèíîìà n=40. 
Îäíàêî ïîñëå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåí-
òà (íàïðèìåð, äëÿ n=35, t=150) âû÷èñëèòåëü-
íûé ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ ñíîâà óñòîé÷èâûì è, 
îñöèëëèðóÿ, ôóíêöèÿ l

n
(t) çàòóõàåò ïðîïîðöèî-

íàëüíî e–t (ñì. ðèñ. 6), êàê ýòî ñëåäóåò èç (13). 
Äàííûé ôåíîìåí íå èìååò îäíîçíà÷íîãî îáú-
ÿñíåíèÿ, îäíàêî áîëåå âàæíî èñêëþ÷èòü ïîäîá-
íûå ýôôåêòû. Âû÷èñëåíèå l

n
(t) ñ ïîìîùüþ ñî-

îòíîøåíèé (11), êîòîðûå äëÿ ôóíêöèé Ëàãåððà 
èìåþò âèä 

1 1( 1) ( ) (2 1 ) ( ) ( )n n nn l t n t l t nl t+ −+ = + − − ,      (21)

ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàêîïëåíèþ 
îøèáîê. Çíà÷åíèÿ l

n
(t), ïîëó÷åííûå ïî ðåêóð-

ðåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (21) ñ íà÷àëüíûìè 
óñëîâèÿìè (12) è âû÷èñëåííûå èç (13), ñóùå-

ñòâåííî îòëè÷àþòñÿ óæå äëÿ n>30.
Äëÿ óñòîé÷èâîãî ñ÷åòà îðòîãîíàëüíûõ 

ôóíêöèé Ëàãåððà ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì 
ïðèìåíåí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì [13], êîãäà 
íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (21) 
âåëè÷èíû l

n
(t), l

n-1(t) óìíîæàþòñÿ íà e–t/2n. Çà 
n öèêëîâ îáùèé ìíîæèòåëü ñîñòàâëÿåò e–t/2, 
ò.å. âåëè÷èíó ìíîæèòåëÿ âåñîâîé ôóíêöèè äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ l
n
(t) из (13). Òàê ìîæíî âû÷èñëÿòü 

ôóíêöèè l
n
(t) âûøå 1000-ãî ïîðÿäêà, è ïðèíöè-

ïèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìàêñèìàëüíûé ïîðÿ-
äîê íå âûÿâëåíî [13].

Ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà è óñòðà-
íåíèå âûÿâëåííûõ ýôôåêòîâ îñòàåòñÿ àêòó-
àëüíîé çàäà÷åé, íåñìîòðÿ íà ñòðåìèòåëüíûé 
ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, îäíè îðòîãîíàëüíûå ôóíêöèè íà 
îñíîâå êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíî-
ìîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðóãèå, è îòìå÷åííûå 
ïðîáëåìû ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ òèïîâ ïîëèíî-
ìîâ è ôóíêöèé íà èõ îñíîâå.

Ðåâåðáåðàöèÿ â ãèäðîàêóñòè÷åñêîì 
êàíàëå è òåñòèðîâàíèå êàíàëà 
ïåðåäà÷è äàííûõ îðòîãîíàëüíûìè 
áàçèñàìè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà
Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí íà áîëüøèå ðàñ-

ñòîÿíèÿ [16] ðåâåðáåðàöèÿ ïîðîæäàåò øóìû, 
çàòðóäíÿþùèå äåêîäèðîâàíèå ïîëó÷àåìîé èí-
ôîðìàöèè [9] è îãðàíè÷èâàþùèå èíôîðìàöèîí-
íûå âîçìîæíîñòè êàíàëà ïåðåäà÷è äàííûõ. 

Íà ðèñóíêå 9 ïðèâåäåíà ìîäåëü ðàñïðîñòðà-

Ðèñ. 7. Èñêàæåíèå ôîðìû ôóíêöèè Ëàãåððà l
n
(t) 

èç-çà ïîòåðè ñ÷åòíîé óñòîé÷èâîñòè, âû÷èñëåííîé 
«íàïðÿìóþ» ïî ôîðìóëå (13) ïðè n=40, m=1

Ðèñ. 8. Ôóíêöèÿ Ëàãåððà l
n
(t) âû÷èñëåííàÿ «íà-

ïðÿìóþ» íà îòðåçêå [40, 40+δ] ïî ôîðìóëå (13) ïðè 
n=40, m=1, δ=3·10–12. Êîëè÷åñòâî «íóëåé» ôóíêöèè 
íà íåáîëüøîì îòðåçêå ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàåò ïî-

ðÿäîê ôóíêöèè l
n
(t)

Ðèñ. 9.  Ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãèäðîàêóñòè÷åñêèõ âîëí 
â òîíêîì ñëîå. Ìîäåëü ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ 

îäíîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòüþ



Àíàëèç çâóêîâûõ è âèáðàöèîííûõ ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ 
îáîáùåííîãî ñïåêòðàëüíî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà
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íåíèÿ çâóêà â ñëîå ñëàáîäèñïåðãèðóþùåé ñðåäû 
[17], ñîñòîÿùàÿ èç ñâîáîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è 
îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó 
ïðèáëèæåíèþ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ìåëêîé 
âîäû – ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêà â òîíêîì ñëîå. 
Èçëó÷àåìûé èñòî÷íèêîì àêóñòè÷åñêèé ñèãíàë 
S(t) ïîïàäàåò â ïðèåìíèê, ïðîõîäÿ ÷åðåç ñðåäó 
íà ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ê ïðèåìíèêó, êàê áåç 
îòðàæåíèé, òàê è ïîñëå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ 
îòðàæåíèé. Ðåçóëüòèðóþùèé, ò.å. èñêàæåííûé 
ñèãíàë S*(t) â òî÷êå ïðèåìà â ýòîì ñëó÷àå ñîñòî-
èò èç ñóììû äâóõ êîìïîíåíò – ïðÿìîãî ñèãíàëà 
S(t) è îñëàáëåííîãî ñèãíàëà ñ çàäåðæêîé

( )* ( ) ( )S t S t S t= + α − τ , 0 t T≤ ≤ , Tτ << ,    (22)

ãäå α – êîýôôèöèåíò ïîòåðü; τ – çàäåðæêà âî 
âðåìåíè [9]. 

Òàêóþ ìîäåëü ìîæíî óñëîæíèòü, íàïðè-
ìåð, ââîäÿ äîïîëíèòåëüíûå îòðàæåíèÿ  

( ) ( )0
1 0

* ( ) ( )
N N

i i i i
i i

S t S t S t S t
= =

= α + α − τ = α − τ∑ ∑ ,  
(23)

ãäå α
0
, α

i
 – êîýôôèöèåíòû ïîòåðü; τ

i
 – çàäåðæêà 

âî âðåìåíè îäíîãî îòðàæåíèÿ; N – ÷èñëî ïðè-
øåäøèõ â ïðèåìíèê îòðàæåíèé. 

Â ìîäåëè (22) ïðè îòñóòñòâèè äèñïåðñèè 
ìîæíî òàêæå ó÷åñòü ýôôåêò Äîïëåðà, 
âûçûâàåìûé äâèæåíèåì ãðàíèöû. Òàê, 
äåôîðìàöèÿ (èñêàæåíèå) èñõîäíîãî ñèãíàëà 
â ìåëêîé âîäå ïðè îòðàæåíèè îò äâèæóùåéñÿ 
ãðàíèöû è â ïðèñóòñòâèè øóìà

( )ш 0
1

( ) ( ) 1 ( )
N

i
i i

i

vS t S t S t t
c

∗

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
= α + α − τ + + η⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ,

(24)
ãäå c – ñêîðîñòü çâóêà â âîäå; v

i
 – ñêîðîñòü 

äâèæåíèÿ i-òîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè â 
íàïðàâëåíèè ãèäðîàêóñòè÷åñêîãî êàíàëà (ñêî-
ðîñòü ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èëè ñêîðîñòü ïðè-
ïîâåðõíîñòíîãî òå÷åíèÿ); η(t) – àääèòèâíûé 
øóì.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü (24) ñïðàâåä-
ëèâà ëèøü ïðè îòñóòñòâèè äèñïåðñèè D ñðåäû 
[16], ò.å. ïðè D=0. Îïèñàíèå (23) äîïóñêàåò 
îáîáùåíèå è íà ñëó÷àé íåïðåðûâíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ çàäåðæåê, êîãäà â ðåçóëüòàòå ïðåäåëü-
íîãî ïåðåõîäà  

               1( )i- i dΔτ = τ − τ → τ               (25)

ñóììà α
i
S(t–τ

i
) â ìîäåëè (23) ñòðåìèòñÿ ê èíòå-

ãðàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ [9].
Âûäåëåíèå ïîëåçíîãî ñèãíàëà íà ôîíå 

ïîìåõè âîçìîæíî òîëüêî ïðè çàäàííûõ α è τ. 
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ìåòîäîì òåñòîâûõ èìïóëüñîâ, ïðîïóñêàÿ 
÷åðåç ñðåäó ñïåöèàëüíûå ñèãíàëû äî ïåðåäà÷è 
S(t), ðàñïðîñòðàíåííûì â ãèäðî- è âèáðîàêó-
ñòèêå [7, 17]. Â êà÷åñòâå òåñòîâûõ èìïóëüñîâ 
óäîáíî èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíûå áàçèñíûå 
ôóíêöèè âûñîêîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 11). Äîñòàòî÷-
íî âûñîêèé ïîðÿäîê áàçèñíûõ ôóíêöèé íåîáõî-
äèì äëÿ ëîêàëèçàöèè ðàáî÷åãî ó÷àñòêà ñïåê-
òðà (â ñìûñëå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà 
Ôóðüå) â îáëàñòè íèçêîé äèñïåðñèè ñðåäû [15]. 
Äëÿ äèñïåðñèè D çâóêà â ìîðñêîé âîäå 

                             
0

0

c cD
c

∞ −
= ,                   (26)

ãäå ñêîðîñòè äëÿ ãðàíèö àêóñòè÷åñêîãî äèàïà-
çîíà ñ

0
 è ñ∞ 

îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, âåëè÷è-
íà D≤0,01 [18]. Êðîìå òîãî, íèæå ÷àñòîòû ðå-
ëàêñàöèè f

p
=120 êÃö [16] 

 ( )
2 2

2 2
0 02 2( )

1
с c c c∞

ω τ
ω = + −

+ ω τ
,       (27)

Ðèñ. 10. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â 
ôîðìå ôóíêöèè Ýðìèòà (14) â ïëîñêîì ñëîå ñëàáî-

äèñïåðãèðóþùåé ñðåäû ñîãëàñíî (22)

Ðèñ. 11. Ðàñïðîñòðàíåíèå â òîíêîì ñëîå ñëàáîäè-
ñïåðãèðóþùåé ñðåäû ñèãíàëà â ôîðìå ôóíêöèè 
Ëàãåððà l

n
(t), m=1, n=500 (ñëåâà), îïèñûâàåìîå 

ìîäåëüþ (22), è ñèãíàëà âèäå l
n
(t), m=1, n=500, 

çàøóìëåííîãî ðîçîâûì øóìîì (ñïðàâà), ñ ó÷åòîì 
äâèæåíèÿ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè (24), v/ñ=0,05
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ãäå ñ(ω) – çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè çâóêà â ñðåäå 
îò ÷àñòîòû; τ – âðåìÿ ðåëàêñàöèè, çà êîòîðîå 
âåëè÷èíà âîçìóùåíèÿ ñðåäû óìåíüøàåòñÿ 
â e ðàç, ìîæíî ïðèìåíÿòü áàçèñíûå ôóíêöèè 
ÎÑÀÌ â êà÷åñòâå ëîêàöèîííûõ èìïóëüñîâ. 

Çàðàíåå îïðåäåëåííûé âèä òåñòîâîãî èì-
ïóëüñà ïîçâîëÿåò èçâëå÷ü èíôîðìàöèþ èç 
ïðèíÿòîãî ñèãíàëà î âðåìåíè ðåâåðáåðàöèè è 
çàòóõàíèè. Ñïåêòð òåñòîâûõ èìïóëüñîâ öåëå-
ñîîáðàçíî âûáðàòü â ïîëîñå ñ ìèíèìàëüíûì 
åñòåñòâåííûì øóìîâûì ôîíîì. Â ãèäðîàêó-
ñòèêå ýòà ïîëîñà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ÷à-
ñòîòîé ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè îò 200 Ãö è 
âûøå [18].

Òåñòèðîâàíèå ñðåäû, îïèñûâàåìîé ìîäåëüþ 
(23) ñèãíàëîì ϕ

n
(t) â âèäå áàçèñíîé ôóíêöèè 

ÎÑÀÌ, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííûé ïðè-
åìíèêîì ñèãíàë (ñì. ðèñ. 9) ñîäåðæèò èñõîäíûé 
ϕ

n
(t) è N îòðàæåííûõ ñèãíàëîâ:

                   ( ) ( )
0

*
N

n i n i
i

t t
=

ϕ = α ϕ − τ∑ .         (28)

Ëåâàÿ ÷àñòü (28) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà 
ðàçëîæåíèåì â ðÿä (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè A

k
 

ïî ñèñòåìå îðòîãîíàëüíûõ (2) ôóíêöèé{ϕ
n
(t)}. 

Ïîñëå ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ ϕ
n
(t) íà (28) è 

ðàçëîæåíèÿ ϕϕ
n
*(t) â ðÿä (1), ñîãëàñíî (2) 

      ( )
0

0
( ) ( )

T

k k n
kt

A t t t dt
∞

=

ϕ ϕ ρ =∑∫

  

    

      
( )

0
0

( ) ( )
T N

i n i n
it

t t t dt
=

= α ϕ − τ ϕ ρ∑∫ .         (29)

Âûðàæåíèå (29) èìååò ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-
íèÿ [t

0
, T ], âûòåêàþùèå èç ñîîáðàæåíèé ôèçè÷-

íîñòè (23) – îòêëèê íå ìîæåò ïðèéòè ðàíüøå 
ñèãíàëà, à íà áåñêîíå÷íîñòè ñèãíàë çàòóõàåò 
èç-çà îãðàíè÷åííîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé èñ-
òî÷íèêîì. Â ñèëó óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (2) 
ôóíêöèé {ϕ

n
(t)} è â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíè-

åì íîðìû ôóíêöèè (7) èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè 
(29) ïðè k=n ðàâåí êâàäðàòó íîðìû ϕ

n
(t)

0

22 ( ) ( )
T

n n n n
t

A t t dt Aϕ ρ = ϕ =∫

( )
0

0
( ) ( )

TN

i n i n
i t

t t t dt
=

= α ϕ − τ ϕ ρ∑ ∫ .       (30)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè êîððåëÿ-
öèè Kn

ϕ,ϕ(τ) è åå ñèììåòðèè èíòåãðàë â ïðàâîé 
÷àñòè (29) ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ 

Rn
ϕϕ(τ) äëÿ îðòîíîðìàëüíîãî áàçèñà: 

             

2
0

0
( ) ( )

N
n

n n i i
i

A T t Rϕϕ
=

ϕ = − α τ∑ ,

ãäå ( ) ( )n nK Rϕϕ ϕϕτ = τ .                                         (31)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ íîðìû ôóíêöèè (7) 
àíàëîãè÷íî (28), (29) âûðàæåíèå (31) ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôóíêöèè êîððåëÿöèè ìîæíî çàïèñàòü 
êàê

2
0 0

0 1
( ) ( ) ( ) ( )

N N
n n

i i n i i
i i

T t R T t Rϕϕ ϕϕ
= =

− α τ = ϕ + − α τ∑ ∑
(32)

è äàëåå ïðèâåñòè ê âèäó:

       

2
0

1
( 1) ( ) ( )

N
n

n n i i
i

A T t Rϕϕ
=

− ϕ = − α τ∑ .    (33)

Â óðàâíåíèè (33) ñîäåðæèòñÿ 2N íåèçâåñò-
íûõ (â ñëó÷àå N îòðàæåíèé). Ïîñëå òåñòèðî-
âàíèÿ ñðåäû 2N áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè ϕ

n
(t), 

íàïðèìåð, ñ n ïî 2N ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, 
ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó 2N íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé:

2
0

1

2 1
1 1 0

1

2 2
2 2 0

1

( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

...

( 1) ( ) ( )

N
n

n n i i
i

N
n

n n i i
i

N
n N

n N n N i i
i

A T t R

A T t R

A T t R

ϕϕ
=

+
+ + ϕϕ

=

+
+ + ϕϕ

=

⎧
− ϕ = − α τ⎪

⎪
⎪

− ϕ = − α τ⎪
⎨
⎪
⎪
⎪

− ϕ = − α τ⎪
⎩

∑

∑

∑

  (34)

Ðåøåíèÿìè òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ N êî-
ýôôèöèåíòîâ ïîòåðü α

i
 è N âðåìåííûõ çàäåð-

æåê τ
i
. Èñïîëüçîâàíèå îðòîãîíàëüíûõ êëàñ-

ñè÷åñêèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé [12] ïðèâîäèò ê 
àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèÿì ïðàâûõ ÷àñòåé (34). 
Âû÷èñëåíèå íîðìû â ëåâîé ÷àñòè ýòîé ñèñòåìû 
òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæ-
íîñòåé [19] â ñèëó ñâîéñòâ ÎÑÀÌ [2, 12].

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà íà ôîíå ðåâåð-
áåðàöèîííîé ïîìåõè (ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòà ïîòåðü α è çàäåðæêè τ) ñ ïîìîùüþ 
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 

                  ( )( ) * ( )S t S t S t= − α − τ             (35)

â ðàìêàõ ìîäåëè (22) ñ îäíîé îòðàæàþùåé ïî-
âåðõíîñòüþ (ñì. ðèñ. 10), ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ êåïñòðàëüíûì àíàëèçîì [9], ïîñëåäî-
âàòåëüíîé èòåðàöèîííîé ìåòîäèêîé [19] èëè 
ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Â ïîñëåä-
íåì ñëó÷àå îáðàç F(p) ñèãíàëà S(t) âõîäèò â èí-
òåãðàë Ëàïëàñà
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( )*

0

( ) *ptF p e S t dt
+∞

−= ∫ ,           (36)

ãäå F*(p) – îáðàç Ëàïëàñà èñêàæåííîãî ñèãíà-
ëà; p – êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì äëÿ îáðàçà, 
ñìåùåííîãî íà âðåìÿ τ ñèãíàëà 

                     ( ) ( )pS t e F p− τ− τ ⇔ .              (37)
Â ñëó÷àå ìîäåëè (22) äëÿ ñðåäû ñ îäíîé îò-

ðàæàþùåé ïîâåðõíîñòüþ ñïðàâåäëèâî âûðàæå-
íèå 

                 
( )* ( ) 1 ( )pS t e F p− τ⇔ − α ,          (38)

è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ S(t) ñîãëàñíî ôîðìóëå 
Ìåëëèíà îáðàòíîå ê (22) ïðåîáðàçîâàíèå (35)

 ( ) ( )
2

a i
pt

a i

tS t e F p dp
i

+ ∞
∗∗

− ∞

=
π ∫ ,  (39)

ãäå S**(t) – ñèãíàë ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ íà 
îñíîâå çíà÷åíèé τ è α, à òàêæå ïîëó÷åííî-
ãî îáðàçà F(p) èç èçâåñòíîãî «èñêàæåííîãî 
îáðàçà» F*(p) 

                      
* ( )( )

1 p

F pF p
e− τ=

+ α
                   (40)

è

 ( ) * ( )
2 1

a i pt

pt
a i

t eS t F p dp
i e

+ ∞
∗∗

−
− ∞

=
π − α∫ .    (41)

Äëÿ êîððåêòíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà 
S(t) òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ τ äîëæíà ñîñòàâëÿòü 
íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò 1/f

max
, èëè, äðóãèìè 

ñëîâàìè, τ<< 1/f
max

, ãäå f
max 

– ìàêñèìàëüíàÿ ÷à-
ñòîòà â ñïåêòðå S(t) (â ñìûñëå ãàðìîíè÷åñêîãî 
Ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ [1]). Åñëè àíàëîãè÷íî (15) 
ââåñòè ôóíêöèîíàë èíòåãðàëüíîé îøèáêè θα,τ 
âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà S(t) 

                  
2

, ( ) **( )S t S tα τθ = − ,              (42)

òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëå-
íèÿ α â ïðåäåëàõ 10–15% ñîãëàñíî óïðîùåííîé 
ìîäåëè (22) ñ îäíîé îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòüþ 
ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü 
âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà S(t). Ýòî ïðåäîñòàâëÿ-
åò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ìåòîäà â 
êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî èíñòðóìåíòà â çàäà-
÷àõ ïîäàâëåíèÿ ðåâåðáåðàöèè.

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû ðàñ÷å-

òà ôóíêöèé Ëàãåððà âûñîêîãî ïîðÿäêà è ðàç-
ëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ íà ñïåöèàëü-
íî âûáðàííîé ñåòêå ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíûõ 

ôîðìóë Ãàóññà îáåñïå÷èâàþò ýôôåêòèâíîå 
èñïîëüçîâàíèå ÎÑÀÌ â âû÷èñëèòåëüíûõ çà-
äà÷àõ, íàïðèìåð, äëÿ ñèíòåçà è ðàñïîçíàâàíèÿ 
âèáðîàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî 
ðå÷åâûå è èìïóëüñíûå çâóêîâûå ñèãíàëû íàè-
áîëåå êîìïàêòíî ìîãóò áûòü îïèñàíû êëàñ-
ñè÷åñêèìè îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè è 
ïðîèçâîäíûìè îò íèõ ôóíêöèÿìè. Ìîäåëü ãè-
äðîàêóñòè÷åñêîãî êàíàëà è òåñòèðîâàíèå ñ ïî-
ìîùüþ êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé 
íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà ñëàáîäèñïåðãèðóþ-
ùåé ñðåäû ñ ìàëûì çàòóõàíèåì ïðè óñëîâèè 
äèñêðåòíûõ îòðàæåíèé äëÿ ïîèñêà ïàðàìåòðîâ 
ðåâåðáåðàöèè èìååò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ 
íà äðóãèå ñëó÷àè ðåâåðáåðàöèîííûõ èñêàæå-
íèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ÎÑÀÌ äëÿ ïîäàâëåíèÿ 
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ïîìåõ.

Êðîìå çàäà÷ âèáðîàêóñòèêè è àïïðîêñèìà-
öèè ïåðåõîäíûõ ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, 
óêàçàííûå êëàññû ôóíêöèé íàõîäÿò ïðèìåíå-
íèå è â äðóãèõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, â îïòèêå. 
Òàê, ñ çàäà÷åé ãåíåðàöèè ñâåòîâûõ ïîëåé òåñíî 
ñâÿçàíà çàäà÷à èõ ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è 
ðàçëîæåíèÿ ïî íàáîðó ìîä (îðòîãîíàëüíîìó 
áàçèñó). Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ëèíåéíûå 
îïòè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå ôóíêöèÿ-
ìè Ãàóññà-Ýðìèòà è Ãàóññà-Ëàãåððà, ìîäîâûå 
ïó÷êè ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáà ñîõðàíÿþò 
ñâîþ êîíôèãóðàöèþ íà ëþáîì ðàññòîÿíèè [20]. 
Îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé Ýðìèòà è Ëàãåððà 
îïðåäåëÿåò êîíå÷íûé ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ 
îïèñûâàåìûõ ïó÷êîâ è îáåñïå÷èâàåò èõ òî÷íîå 
âîñïðîèçâåäåíèå â îïòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà ïîäòâåðæäà-
åòñÿ ðàáîòàìè, ïîñâÿùåííûìè ðåøåíèþ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [4], èññëåäîâàíèþ 
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ðàçâèòèþ âåéâëåò-
àíàëèçà [5]. Ïîòåíöèàëüíûå âîçìîæíîñòè, 
çàëîæåííûå â îáîáùåííîì ñïåêòðàëüíî-
àíàëèòè÷åñêîì ìåòîäå, ïîçâîëÿþò óñïåøíî èñ-
ïîëüçîâàòü åãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, ñâÿçàííûõ 
ñ îáðàáîòêîé ðàçëè÷íîãî êëàññà ñèãíàëîâ: â 
ðàäèîôèçèêå – àêóñòè÷åñêèõ [21], èìïóëüñíîãî 
ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà [22], ìîäîâûõ 
ñâåòîâûõ ïîëåé [20] è íåëèíåéíîé îïòèêè [23]; 
â áèîôèçèêå – ëàçåðíîé äîïëåðîâñêîé ôëîó-
ìåòðèè [24]; â áèîëîãèè – ãåíîìíûõ òàíäåìîâ 
[25]; â ýíåðãåòèêå – ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåð-
ãèè ïðîìûøëåííûì ïðåäïðèÿòèåì [26, 27].
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