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ÓÄÊ 539.384.6 

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÁÎËÎ×Å×ÍÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

Î.À. Ðóñàíîâ 

Â ñòàòüå èçëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøåíèþ 
ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ îöåíêè 
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ 
êîíñòðóêöèé. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ïîêàçàëî, ÷òî 
ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü è óñòîé÷èâóþ 
ñõîäèìîñòü â íåëèíåéíîì àíàëèçå òîíêèõ îáîëî÷åê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîíêîñòåííûå êîíñòðóêöèè, íåëèíåéíîå äåôîðìèðîâàíèå, 
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, äèíàìè÷åñêèé àíàëèç.

Ââåäåíèå
Òîíêîñòåííûå ìåòàëëè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, 

èñïîëüçóåìûå âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ ìàøèíî-
ñòðîåíèÿ, ÷àñòî èìåþò îòíîñèòåëüíî íèçêóþ 
æåñòêîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè èõ ñòà-
òè÷åñêîé ïðî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè è ïðåäåëü-
íîé íåñóùåé ñïîñîáíîñòè  ïðèìåíåíèÿ òîëüêî 
ëèíåéíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà íåäîñòàòî÷íî. Îò-
êëîíåíèå îò ëèíåéíûõ çàêîíîâ â ïðîöåññàõ 
äåôîðìèðîâàíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîä äåé-
ñòâèåì äàæå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé íàãðóçêè 
âñëåäñòâèå ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ôîðìû 
îáúåêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâîíà÷àëüíîé, 
à òàêæå èç-çà ïåðåõîäà ìåòàëëà â ïëàñòè÷åñêîå 
ñîñòîÿíèå ïðè èçãèáå òîíêèõ ñòåíîê. Ñàìè ïðî-
öåññû â îáîëî÷êå ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè 
è ïîñëåäóþùåì çàêðèòè÷åñêîì äåôîðìèðîâà-
íèè íåðåäêî èìåþò âûðàæåííûé äèíàìè÷åñêèé 
õàðàêòåð (ýôôåêò ïðîõëîïûâàíèÿ), è òîãäà îíè 
äîëæíû èçó÷àòüñÿ ñ ïîçèöèé íåëèíåéíîé äèíà-
ìèêè. Ñîâðåìåííûé óðîâåíü ðàçâèòèÿ êîìïüþ-
òåðíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ äåôîðìèðî-
âàíèÿ òîíêîñòåííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóê-
öèé â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå.

Â äàííîé ðàáîòå èçëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå 
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ê ðåøå-
íèþ ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ 
äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ îöåíêè íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ  (ÍÄÑ) êîíñòðóê-
öèé èç òîíêèõ îáîëî÷åê.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 
Â îáùåì ñëó÷àå ÍÄÑ íåëèíåéíîé ñèñòåìû 

çàâèñèò îò èñòîðèè åå íàãðóæåíèÿ. Âåñü ïóòü 
äåôîðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû – îò íà÷àëüíîãî 
ê êîíå÷íîìó åå ñîñòîÿíèþ – ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîñòàòî÷íî áëèçêî 
ðàñïîëîæåííûõ äðóã ê äðóãó ðàâíîâåñíûõ ñî-
ñòîÿíèé. Äâèæåíèå ïî äàííîìó ïóòè ñ íåêîòî-
ðûì øàãîì ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû 
ñòàòè÷åñêîãî è äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. 
Ýòî äâèæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâî-
êóïíîñòü ïåðåõîäîâ èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ â äðóãîå ñìåæíîå ÷åðåç ïðèðàùåíèÿ 
õàðàêòåðèñòèê ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà (íàãðóçêè, 
ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé).  

Â îñíîâó ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè àíàëèçà 
â ïðèðàùåíèÿõ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû ïîëîæåí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, èñïîëü-
çóþùèé ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä Ëàãðàíæà 
[1]. 

Îáîëî÷êà ïðåäñòàâëåíà â îáùåì ñëó÷àå êàê 
äåôîðìèðóåìîå òâåðäîå òåëî, íàõîäÿùååñÿ 
â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîä äåéñòâèåì ñîâîêóï-
íîñòè ðàñïðåäåëåííûõ îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñò-
íûõ íàãðóçîê. Íà åå íåäåôîðìèðîâàííîé êîíôè-
ãóðàöèè ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, 
îñè õ, y, z êîòîðîé ñâÿçàíû ñ ìàòåðèàëüíûìè 
òî÷êàìè òåëà. 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå ñèñòåìû â íåêî-
òîðîé ïðîìåæóòî÷íîé  òî÷êå íà ïóòè íàãðóæå-
íèÿ ïîä äåéñòâèåì íàêîïëåííûõ íà ïðåäûäóùèõ 

∗ Ñòàòüÿ ïîäãîòîâëåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè» 
íà 2009 – 2013 ãîäû, ïðîåêò ¹ 16.740.11.0134

© Î. À. Ðóñàíîâ, 2011
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øàãàõ çíà÷åíèé îáúåìíîé  è ïîâåðõíîñòíîé  
íàãðóçîê. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ 
ââîäèòñÿ îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ äåôîðìèðîâàííîìó òåëó) ñ îáúåìîì òåëà 
V, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ S. Äëÿ îïèñà-
íèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷åê òåëà â îòñ÷åòíîé êîíôè-
ãóðàöèè èñïîëüçóþòñÿ äåêàðòîâû êîîðäèíàòû 
X, Y, Z, îòëè÷àþùèåñÿ îò êîîðäèíàò x, y, z òåõ 
æå òî÷åê â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè íà âå-
ëè÷èíû ïåðåìåùåíèé u, v, w ñîîòâåòñòâåííî. 

Äåéñòâóþùèì íà òåëî îáúåìíîé  è ïîâåðõ-
íîñòíîé  íàãðóçêàì íà òåêóùåì øàãå íàãðó-
æåíèÿ äàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïðèðàùåíèÿ , 

. Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ìîäèôèöèðîâàííîìó ïîäõîäó Ëàãðàíæà, 
âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

  

 

_

 
                              (1)

ãäå  – ìîäèôèöèðîâàííûé òåíçîð íà-
ïðÿæåíèé Êèðõãîôà, ñîñòîÿùèé èç ñóììû 
êîìïîíåíò  òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ýéëåðà 
(äëÿ îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè) è êîìïîíåíò 

 ìîäèôèöèðîâàííîãî òåíçîðà ïðèðàùåíèé 
íàïðÿæåíèé Êèðõãîôà îòíîñèòåëüíî îòñ÷åò-
íîé êîíôèãóðàöèè;  – ìîäèôèöèðîâàííûé 
òåíçîð ïðèðàùåíèé äåôîðìàöèé Êîøè – Ãðèíà 
(îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå ïðèðàùå-
íèé ïåðåìåùåíèé ïî êîîðäèíàòàì X, Y, Z);

,  – ñóììàðíûå îáúåìíûå è ïî-
âåðõíîñòíûå íàãðóçêè, äîñòèãíóòûå íà øàãå íà-
ãðóæåíèÿ;  – ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé íà 
øàãå íàãðóæåíèÿ (âàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû); 
 – ñèìâîë âàðèàöèè;  – ñèìâîë ïðèðàùåíèÿ 

âåëè÷èíû íà øàãå íàãðóæåíèÿ.
Îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå íàãðóçêè ( , 

) îòíåñåíû ê åäèíè÷íûì îáúåìó è ïîâåðõíî-
ñòè òåëà â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåì îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. 

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ 
ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 
íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 
Â ôîðìóëèðîâêå ÌÊÝ äëÿ àíàëèçà íåëè-

íåéíûõ ñèñòåì â ïðèðàùåíèÿõ íà îñíîâå óðàâ-
ëíåíèÿ (1) èñïîëüçîâàíà âåêòîðíàÿ ñèìâîëèêà. 
Ââåäåí âåêòîð êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé , îáúåäè-
íÿþùèé êîìïîíåíòû òåíçîðà . 

Íà ïóòè íàãðóæåíèÿ ðàññìîòðåíû äâà ñî-
ñåäíèõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èç êîòîðûõ 
áîëåå ðàííåå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðàìè óçëîâûõ 

ïåðåìåùåíèé , íàïðÿæåíèé , äåôîðìàöèé 
, óçëîâûõ íàãðóçîê  (âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðè-

âåäåííûå ê óçëàì ïîâåðõíîñòíûå è îáúåìíûå 
íàãðóçêè). Ïåðåõîä â ïîñëåäóþùåå ñìåæíîå 
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ çàäàåòñÿ ïðèðàùåíèÿ-
ìè ïåðå÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ( , , , ) 
è èçìåíåíèåì êîíôèãóðàöèè äåôîðìèðóåìîãî 
òåëà. 

Ïîñòóëèðóåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðèðàùåíèÿìè 
äåôîðìàöèé è íàïðÿæåíèé: 
                                  .                      (2)

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà ïðåäíàçíà-
÷åíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ äåòàëåé èç øèðîêî ïðè-
ìåíÿåìûõ â ìàøèíîñòðîåíèè êîíñòðóêöèîííûõ 
ìàòåðèàëîâ – ñòàëåé è ñïëàâîâ. Ãèïåðóïðóãèå 
ìàòåðèàëû íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äëÿ ëèíåéíî 
óïðóãîãî ìàòåðèàëà ìàòðèöà óïðóãîñòè  â 
ñîîòíîøåíèÿõ (2) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî èçâåñòíûì 
ñîîòíîøåíèÿì óïðóãîñòè è çàäàííûì êîíñòàí-
òàì ìàòåðèàëà – ìîäóëþ Þíãà è êîýôôèöèåíòó 
Ïóàññîíà. Äëÿ ìàòåðèàëà ñ óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè ìàòðèöà  ôîðìèðóåòñÿ 
íà îñíîâå òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïî ìå-
òîäèêå, îïèñàííîé â ðàáîòå [2].  

Ìåòîäèêà íåëèíåéíîãî êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîãî àíàëèçà èçëîæåíà ïðèìåíèòåëüíî ê ýëå-
ìåíòàì òîíêîé ïëàñòèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ãèïîòåç Êèðõãîôôà. Â íåäåôîðìèðîâàííîì ñî-
ñòîÿíèè ñðåäèííàÿ ïëîñêîñòü ïëàñòèíû ñîâïà-
äàåò ñ ïëîñêîñòüþ  äåêàðòîâîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Îñü z ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ïëàñòèíå. 
Ïåðåìåùåíèÿ â íàïðàâëåíèè îñåé x, y, z îáî-
çíà÷åíû êàê u, v, w ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîð êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé  ñëîÿ ïëàñòè-
íû ñ êîîðäèíàòîé z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
ñóììû òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ :   

                          

                     (3)

, 

 

, 

 

,

 

.
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Àíàëîãè÷íî äëÿ îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè 
â âåêòîðå ïðèðàùåíèÿ êîíå÷íûõ äåôîðìà-
öèé  âûäåëåíû ñîñòàâëÿþùèå è ñãðóïïèðî-
âàíû â îòäåëüíûå âåêòîðû . Ïðè 
ýòîì âìåñòî àáñîëþòíûõ ïåðåìåùåíèé u, v, 
w èñïîëüçóþòñÿ èõ ïðèðàùåíèÿ , 
à äèôôåðåíöèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî êîîðäè-
íàòàì X, Y, Z. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

                        .               (4)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðèðàùåíèå íà-
ïðÿæåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

    .  (5)

Â âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ââîäÿòñÿ âèðòóàëü-
íûå ïåðåìåùåíèÿ, ïîä êîòîðûìè ïîíèìàþòñÿ 
ëþáûå óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì 
ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ. Ïåðåìåùåíèÿ ñãðóïïèðî-
âàíû â âåêòîðå  ( ). Âèðòóàëüíûì ïåðåìå-
ùåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò äåôîðìàöèè â ñèñòåìå:

           .       (6)

Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî ïîäõîäà Ëàãðàíæà â ïðèðàùåíèÿõ (1) ìîæíî 
ïåðåïèñàòü äëÿ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà â âåêòîð-
íîé ôîðìå: 

.
(7)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé (4), (5), (6) 
â óðàâíåíèå (7) è ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ 
ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ðàçâåðíó-
òîì âèäå:

.            (8)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8) 

îòðàæàåò ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíûå êîìïîíåí-
òû ìåìáðàííîé è èçãèáíîé æåñòêîñòè ýëåìåíòà 
è ïîçâîëÿåò ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè 
ýëåìåíòà îáîëî÷êè, â êîòîðîé ïðèìåíèòåëüíî 
ê ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûì çàäà÷àì ó÷òåíî âçàèì-
íîå âëèÿíèå êîìïîíåíò ìåìáðàííîé è èçãèáíîé 
æåñòêîñòè ïðè íåñèììåòðè÷íîì (îòíîñèòåëüíî 
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè) ïðîÿâëåíèè òåêó÷åñòè 
â ñëîÿõ, ïàðàëëåëüíûõ ñðåäèííîìó ñëîþ. 

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà 
(8)   

,

ãäå  – ìàòðèöû êàñàòåëüíîé æåñòêîñòè 
è ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè ýëåìåíòà  â êîí-
ôèãóðàöèè äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé 
ïðåäûäóùåìó øàãó íàãðóæåíèÿ (îòñ÷åòíîé 
êîíôèãóðàöèè). Ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå æåñòêî-
ñòè ñèñòåìû âñëåäñòâèå ïðåäâàðèòåëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
ìàòðèöû ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè. 

Ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà 

                        
ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü íåóðàâíîâåøåííóþ 
íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ íàãðóæåíèÿ ÷àñòü 
âíåøíåé íàãðóçêè è ïî ïðåâàðèòåëüíî âû-
÷èñëåííûì ïðèâåäåííûì ê óçëàì ñèëàì ïî 
èçãèáíûì è ìåìáðàííûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû 
ýëåìåíòà îò íàêîïëåííûõ ðàíåå íàïðÿæåíèé, 
à òàêæå íåëèíåéíûõ êîìïîíåíò äåôîðìàöèé.

Îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû áåðóò-
ñÿ ïî îáúåìó è ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîãî 
òåëà â êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíî-
âåñíîìó ñîñòîÿíèþ íà÷àëà øàãà íàãðóæåíèÿ. 

Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ 
ôîðìóëèðîâêà  ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà 
Ëàãðàíæà â ïðèðàùåíèÿõ (1) äëÿ ýëåìåíòà çà-
ïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

, 

ãäå  - âåêòîð íåóðàâíîâåøåííîé ÷àñòè âíåø-
íåé íàãðóçêè äëÿ ïðåäûäóùåãî øàãà íàãðóæå-
íèÿ.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïðèðàùåíèé ïåðåìåùå-
íèé, íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íà òåêóùåì 
øàãå íàãðóæåíèÿ äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó 
øàãó íàãðóæåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóììèðîâà-
íèå ïåðåìåùåíèé, ïðåîáðàçîâàíèå êîíôèãó-
ðàöèè îáúåêòà (êîððåêöèÿ êîîðäèíàò óçëîâ), 
à òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå ñóììàðíûõ íàïðÿæå-
íèé ïðèìåíèòåëüíî ê íîâîé îòñ÷åòíîé êîíôè-
ãóðàöèè.

Ïðèâåäåííûå îáùèå ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçî-
âàíû äëÿ ðàçðàáîòêè îñíîâíûõ ìàòðèö è âåêòî-
ðîâ òðåóãîëüíîãî ïëîñêîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà 
òîíêîé îáîëî÷êè ñ òðåìÿ óçëàìè è 18-þ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû ïðèìåíèòåëüíî ê ãåîìåòðè÷åñêè 
è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîìó àíàëèçó îáîëî÷åê.
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Èññëåäîâàíèÿ íåóñòàíîâèâøèõñÿ 
êîëåáàíèé îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóê-
öèé âî âðåìåíè
Ðàâíîâåñèå â ìîìåíò âðåìåíè  äèíà-

ìè÷åñêîé ñèñòåìû ÌÊÝ (àíñàìáëÿ êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ) ñ ó÷åòîì èíåðöèîííûõ è äèññèïà-
òèâíûõ ñèë (ïðîïîðöèîíàëüíûõ óñêîðåíèÿì 
è ñêîðîñòÿì äâèæåíèÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî), 
íåëèíåéíûõ ñâîéñòâ (ïëàñòè÷íîñòü ìàòåðèàëîâ, 
êîíå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè) îïèñû-
âàåòñÿ  ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì â ïðèðàùåíèÿõ:

                                                                            (9)
ãäå ,  – ãëîáàëüíûå ìàòðèöû ìàññ è äåìï-
ôèðîâàíèÿ ñèñòåìû ÌÊÝ; ,  – âåê-
òîðû ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé óçëîâ ìîäåëè; 

 – âåêòîð ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé 
( ) íà øàãå ïî âðåìåíè îò t 
ê ;  – âåêòîð ïðèðàùåíèÿ âíåøíåé 
íàãðóçêè ( ). 

Â íåëèíåéíîì àíàëèçå ìàòðèöà æåñòêîñòè 
ñîäåðæèò â êà÷åñòâå  ñîñòàâëÿþùèõ âû÷èñëåí-
íûå â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè êàñàòåëüíóþ 
ìàòðèöó æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè  è ìàòðèöó 
ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè , ðàññ÷èòàííóþ 
ïî íàïðÿæåíèÿì, íàêîïëåííûì íà ïðåäûäóùèõ 
øàãàõ íàãðóæåíèÿ. Âåêòîð íåóðàâíîâåøåííûõ 
ñèë  ïðåäñòàâëÿåò íåóðàâíîâåøåííóþ âíó-
òðåííèìè óñèëèÿìè ÷àñòü âíåøíåé íàãðóçêè 
â ìîìåíò âðåìåíè t. 

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (9) ïî âðå-
ìåíè âûáðàí ìåòîä Õîóáîëòà (Houbolt) [3], 
ðåàëèçóþùèé ïðÿìóþ íåÿâíóþ ñõåìó èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàþùóþ ðàâíîâåñèå ìîäåëè 
â ìîìåíò âðåìåíè , äëÿ êîòîðîãî ñîñòîÿ-
íèå ïîêà íåèçâåñòíî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 
â áîëåå ðàííèå ìîìåíòû âðåìåíè ýòî ñîñòîÿ-
íèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî. Â äàííîì ìåòîäå 
èñïîëüçóåòñÿ ïðèâåäåíèå ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè (ñêîðîñòåé 

 è óñêîðåíèé ), âûðàæåííîãî ÷åðåç 
ïðèðàùåíèÿ ïåðåìåùåíèé  è ïåðåìåùå-
íèÿ  íà ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ 
øàãàõ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

 (10)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèé 
ïåðåìåùåíèé  íà øàãå èíòåãðèðîâàíèÿ  

 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé: 

,

,

  (11)

ãäå  – ñîîòâåòñòâåííî ýôôåêòèâíàÿ ìà-
òðèöà êàñàòåëüíîé æåñòêîñòè è ýôôåêòèâíûé 
âåêòîð ïðèðàùåíèÿ íàãðóçêè íà øàãå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî âðåìåíè . 

Ñèñòåìà (11) ðåøàëàñü ìåòîäîì  ðàç-
ëîæåíèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îïðåäåëÿëè âðåìåííûå 
çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîãî ñî-
ñòîÿíèÿ îáúåêòà. Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè 
íåëèíåéíûå ïåðåìåùåíèÿ óòî÷íÿëèñü ìåòîäîì 
Íüþòîíà. Èçëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçîâàíà 
â âèäå ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé â êîìïëåêñå ïðî-
ãðàìì ìåòîäîâ êîíå÷íûõ è ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ [4] è ïðîøëà ïðîâåðêó ïðè ðåøåíèè òåñòî-
âûõ çàäà÷.

Òåñòîâûå ðàñ÷åòû òîíêîñòåííûõ 
îáîëî÷íûõ êîíñòðóêöèé 
Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïàíåëü ïîä äåéñòâèåì 

ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à 
äåôîðìèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè, íà-
ãðóæåííîé â öåíòðå ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé, 
ìåíÿþùåéñÿ âî âðåìåíè [5]. Ïî ïðÿìûì òîðöàì 
ïàíåëü èìååò øàðíèðíûå çàêðåïëåíèÿ, êðèâî-
ëèíåéíûå òîðöû ñâîáîäíû. Äåôîðìèðîâàíèå 
ïàíåëè ïðè ðîñòå íàãðóçêè ñîïðîâîæäàåòñÿ 
ýôôåêòîì ïðîõëîïûâàíèÿ. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî 
â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Ìà-
òåðèàë ïàíåëè – ëèíåéíî óïðóãèé ñ ìîäóëåì 
óïðóãîñòè , êîýôôèöèåíòîì 
Ïóàññîíà .

Ïàíåëü èìååò ñëåäóþùèå ðàçìåðû (ðèñ. 1):
, , , , 

.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëîãóþ ñèììå-

òðè÷íóþ ôîðìó ïàíåëè è ñïîñîá åå íàãðóæå-
íèÿ, ñäåëàëè äîïóùåíèå î âîçìîæíîñòè ó÷åòà 
â ðàñ÷åòíîé ñõåìå òîëüêî ¼ ÷àñòè ïàíåëè. 
Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ¼ ÷àñòè ïàíåëè 
ñîäåðæèò 400 ýëåìåíòîâ. Çíà÷åíèå ñîñðå-
äîòî÷åííîé ñèëû, ïðèõîäÿùåéñÿ íà ¼ ÷àñòü 
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ïàíåëè, ïðèíÿòî ëèíåéíî âîçðàñòàþùèì îò 0 
äî P

max
=3 êÍ íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0 äî 0,2 ñ. 

Âûïîëíåí íåëèíåéíûé àíàëèç äåôîðìèðîâà-
íèÿ ïðè ñòàòè÷åñêîì íàãðóæåíèè ñ ðàçëè÷íû-
ìè øàãàìè ïðèðàùåíèÿ íàãðóçêè, à òàêæå ïðè 
äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïðè ïðîõëîïûâàíèè 
ïàíåëè ñ ðàçëè÷íûìè øàãàìè èíòåãðèðîâàíèÿ 
ïî âðåìåíè.

Ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëåíà íàèìåíüøàÿ 
÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé íåäåôîðìèðî-
âàííîé ïàíåëè 97,4 Ãö, ïîçâîëèâøàÿ âûáðàòü 
â êà÷åñòâå îðèåíòèðà äëÿ øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ 
çíà÷åíèå ñ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðè-
áëèçèòåëüíî 50 øàãàì íà ïåðèîä. Ïðè ýòîì 
ó÷òåíî, ÷òî ïîñëå ïðîùåëêèâàíèÿ ïàíåëè åå 
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äîëæíû âîçðàñòàòü âñëåä-
ñòâèå óâåëè÷åíèÿ æåñòêîñòè ñèñòåìû çà ñ÷åò 
âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé. 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè èçìåíåíèÿ 
âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â öåíòðå ïëàñòè-
íû (òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû) â çàâèñèìîñòè îò 
âðåìåíè. Ðàñ÷åòû ïðè ñòàòè÷åñêîì ïîøàãîâîì 
íàãðóæåíèè âûïîëíåíû ñ ïðèðàùåíèåì íàãðóç-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèì âðåìåííûì øàãàì 0,01 
è ñ. Ðàñ÷åòû äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ìå-
òîäîì Õîóáîëòà âûïîëíåíû ñî çíà÷åíèÿìè øàãà 
ïî âðåìåíè ñ è ñ. Ïðåäñòàâëåííûå 
ðåçóëüòàòû õîðîøî êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé. 

Ïîñëå ïðîùåëêèâàíèÿ êîëåáàòåëüíûé ïðî-
öåññ âîêðóã ëèíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 
ïðîèñõîäèò ñ ïîñòåïåííûì óâåëè÷åíèåì ÷àñòî-
òû êîëåáàíèé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì 
æåñòêîñòè â ñèñòåìå ñ ðîñòîì íàãðóçêè. Ðîñò 
æåñòêîñòè â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïðîãèáîâ 
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåîäèíàêîâûõ ðàç-

ìàõîâ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïîëîæèòåëü-
íóþ è îòðèöàòåëüíóþ ñòîðîíó îòíîñèòåëüíî 
ñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè÷èíîé 
âîçíèêíîâåíèÿ êîëåáàíèé è íàëè÷èÿ â ñèñòåìå 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ âûñâîáîæäåíèå 
ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïðîùåëêèâàíèè 
ïàíåëè – ñêà÷êîîáðàçíîì ïåðåõîäå åå ê íîâîé 
òî÷êå ðàâíîâåñèÿ íà ëèíèè ðàâíîâåñíûõ êîíôè-
ãóðàöèé. 

Â âûïîëíåííîì íåëèíåéíîì àíàëèçå ìåòîä 
Õîóáîëòà ïîêàçàë âûñîêóþ óñòîé÷èâîñòü, î ÷åì 
ñâèäåòåëüñòâóåò ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñîâïàäå-
íèå ãðàôèêîâ ïðîöåññîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ðàçíû-
ìè øàãàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé 
ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ íåëèíåéíûõ àëãî-
ðèòìîâ è ðåøåíèÿ [5] ýòîé æå çàäà÷è  íà îñíîâå 
àíàëèçà ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé (êðèâàÿ 5),
íå ó÷èòûâàþùåãî äèíàìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ. 
Àíàëèç ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé âåñüìà èí-
òåðåñåí â òåîðåòè÷åñêîì àñïåêòå. Íà ïðàêòèêå 
ïðîùåëêèâàíèå òîíêîñòåííîé êîíñòðóêöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ âûðàæåííûì äèíàìè÷åñêèì ïðîöåññîì, 
èññëåäîâàíèå êîòîðîãî òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ 
äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ, 
ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [5] è â äî-
ïîëíåíèå ê íèì ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ýôôåêòû 
íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ 
êîíñòðóêöèé ñ èíûõ ïîçèöèé. 

Ñôåðè÷åñêèé êóïîë ïîä äåéñòâèåì ñî-
ñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à 
äåôîðìèðîâàíèÿ æåñòêî çàäåëàííîãî ïî êîí-
òóðó ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ñîñðåäîòî÷åííîé â 
åãî âåðøèíå ñèëîé ïåðåìåííîé âåëè÷èíû [6]. 
Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé 
ïîñòàíîâêå. Ìàòåðèàë ëèíåéíî óïðóãèé ñî ñëå-
äóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: ,

. Êóïîë èìååò ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû (ðèñ. 3):

, , , 
, 

.

Ïî óñëîâèÿì ñèììåòðèè ïðèíÿòî äîïóùåíèå 
î âîçìîæíîñòè ó÷åòà â ðàñ÷åòíîé ñõåìå ¼ ÷àñòè 
îáîëî÷êè, êîòîðàÿ ñìîäåëèðîâàíà êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ñåòêîé èç 536 ýëåìåíòîâ. Ñîñðåäî-
òî÷åííàÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ¼ ÷àñòü êóïîëà, 
ëèíåéíî âîçðàñòàåò îò 0 äî = 100,08 Í 
íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0 äî 0,01 ñ. Âûïîë-
íåí àíàëèç ñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, à òàêæå 

Ðèñ. 1. Ñõåìà öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè
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èññëåäîâàíû âî âðåìåíè (ìåòîäîì Õîóáîëòà) 
äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ïðè äåôîðìèðîâàíèè 
êóïîëà. 

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, âûáîð øàãà 
èíòåãðèðîâàíèÿ îñóùåñòâëåí íà îñíîâå ïðåä-
âàðèòåëüíîãî àíàëèçà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé 
êóïîëà. Íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà åãî ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé ñîñòàâèëà 8699 Ãö. 

Äîïîëíèòåëüíî â ëèíåàðèçîâàííîé ïî-
ñòàíîâêå âûïîëíåí ðàñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü 
(â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ) è îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà 
P

êð 
. Ýòîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò 

ìîìåíò âðåìåíè 0,005358 ñ, êîòîðûé ìîæåò 
ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè àíàëèçå äèíàìè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ êàê ïðèáëèæåííûé îðèåíòèð äëÿ 
íà÷àëà ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â ñèñòåìå. 

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé 
âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ w â öåíòðå êóïîëà 
(â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ ñèëû) îò âðåìåíè. Íåëè-
íåéíûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ïðè ñòàòè÷åñêîì 
ïîøàãîâîì íàãðóæåíèè ñ ïðèðàùåíèåì íà-
ãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèì âðåìåííîìó øàãó 

ñ. Òàêîé æå øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèíÿò 
äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ñòàòè÷åñêîãî 
íåëèíåéíîãî àíàëèçà ïðîäåìîíñòðèðîâàë 
ñõîäèìîñòü â èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0 
äî 0,0055 ñ, äàëåå ðàñõîæäåíèå. Äèíàìè-
÷åñêèé àíàëèç ìåòîäîì Õîóáîëòà ïîêàçàë 
õîðîøóþ ñõîäèìîñòü âî âñåì ðàññìàòðèâàå-
ìîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. 

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðîãèáà w â öåíòðå ïëàñòèíû îò âðåìåíè:
1 – ñòàòè÷åñêèé àíàëèç, ; 2 – ñòàòè÷åñêèé àíàëèç, ;

3 – äèíàìè÷åñêèé àíàëèç, ; 4 – äèíàìè÷åñêèé àíàëèç, ;
5 – ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ðàáîòû [5]

Ðèñ. 3. Ñõåìà ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà 

Ðàñ÷åòíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6] õîðîøî 
ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âûïîëíåííîãî ÷èñ-
ëåííîãî àíàëèçà (ñì. ðèñ. 4). Ðàçðàáîòàííûå 
àëãîðèòìû â öåëîì îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íóþ 
òî÷íîñòü è óñòîé÷èâóþ ñõîäèìîñòü ïðè íå-
ëèíåéíîì àíàëèçå îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé 
è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå 
ñëîæíûõ è ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷. 

Ïîëóñôåðè÷åñêèé ñîñóä äàâëåíèÿ ñ ðàäè-
àëüíûì ïàòðóáêîì. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ÍÄÑ äàííîãî ñîåäè-
íåíèÿ ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ 
ïðèâåäåíû â ðàáîòå [7]. Ðàçìåðû èñïûòàííîé 
ìîäåëè ïîêàçàíû íà ðèñ. 5, à. Ìàòåðèàë îáî-
ëî÷åê èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: 
Å=200,8 ÃÏà, , ïðåäåë òåêó÷åñòè ìàòå-
ðèàëà .
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                à                           á

Ðèñ. 5. Ñõåìà ïîëóñôåðè÷åñêîãî 
ñîñóäà äàâëåíèÿ ñ ðàäèàëüíûì ïàòðóáêîì:

à – ðàçìåðû ñîåäèíåíèÿ; 
á – ãåîìåòðèÿ ñâàðíîãî øâà

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îñåñèììå-
òðè÷íîé. Ïî ïðèíÿòîìó äîïóùåíèþ â ðàñ÷åò-
íîé ìîäåëè îòðàæåíà òîëüêî ÷åòâåðòü ñîñóäà. 
Â ðàñ÷åòàõ ó÷òåíû ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè 
íåëèíåéíûå îñîáåííîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ñè-
ñòåìû. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèà-
ëà ñìîäåëèðîâàíû íà îñíîâå òåîðèè ïëàñòè÷å-
ñêîãî òå÷åíèÿ. Äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ 
ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò èäåàëüíîìó óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîìó ìàòåðèàëó. 

Îáîëî÷êà èìååò çàêðåïëåíèÿ, îòâå÷àþùèå 
óñëîâèÿì ñèììåòðèè. Äîïîëíèòåëüíî çàïðå-
ùåíû âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïî íèæíåìó 
êîíòóðó ïîëóñôåðû. 

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò 9693 
òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòà, êîòîðûå ðàñ-
ïîëîæåíû â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. 
Ïîâûøåíèå æåñòêîñòè â çîíå ñâàðíîãî óçëà 
(âñëåäñòâèå óâåëè÷åíèÿ îáùåé òîëùèíû îáî-
ëî÷êè çà ñ÷åò íàïëàâëåííîãî ìåòàëëà ñâàðíîãî 
øâà) îòðàæåíî â ìîäåëè èçëîìîì â ìåðèäèî-
íàëüíîì íàïðàâëåíèè îáðàçóþùåé ñðåäèííîé 
ïîâåðõíîñòè, â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ýëåìåíòû, 
è óâåëè÷åíèåì òîëùèíû ýëåìåíòîâ, áëèçêî ðàñ-
ïîëîæåííûõ ê øâó.

Âíóòðåííåå äàâëåíèå, êàê ôàêòîð íàãðóæå-
íèÿ, ëèíåéíî âîçðàñòàåò îò 0 äî P =10 ÌÏà 
(ñ øàãîì 0,1 ÌÏà) â èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0 
äî 1 ñ. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ñòàòè÷åñêîå íàãðóæå-
íèå îáîëî÷êè.

Çàâèñèìîñòè âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé 
v çîíû ñâàðíîãî óçëà (â òî÷êå À, ñì. ðèñ. 5) 
îò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Êðèâàÿ 1 ñî-
îòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ðåøåíèþ ÌÊÝ, êðèâàÿ 
2 – ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîìó 

ðåøåíèþ ÌÊÝ ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêå, 
êðèâàÿ 3 (îáîçíà÷åííàÿ êðóæêàìè) – ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòå 
(íåëèíåéíîãî àíàëèçà) [7]. Íàáëþäàåòñÿ õîðî-
øåå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå èçëîæåí äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä 

íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøå-
íèþ ôèçè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ïðîãèáà â öåíòðå êóïîëà îò âðåìåíè:
1 – ëèíåéíûé ñòàòè÷åñêèé àíàëèç; 2 – íåëèíåéíûé ñòàòè÷åñêèé àíàëèç;

3 – íåëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé àíàëèç; 4 – ðåçóëüòàòû ðàáîòû [6]

p
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ v òî÷êè A ñîñóäà îò äàâëåíèÿ:
1 – ëèíåéíûé ðàñ÷åò; 2 – íåëèíåéíûé ðàñ÷åò; 3 – äàííûå èñïûòàíèé [7]

äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ îöåíêè íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííûõ 
ìåòàëëè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé. Ðàçðàáîòàííûå 
àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â âèäå âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîãðàìì è ïðîøëè ïðîâåðêó ïðè ðåøå-
íèè ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ 
ïîêàçàëî, ÷òî ýòè àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò äî-
ñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü è óñòîé÷èâóþ ñõîäèìîñòü 
â íåëèíåéíîì àíàëèçå òîíêèõ îáîëî÷åê è ìîãóò 
áûòü ïðèìåíåíû íà ïðàêòèêå â èññëåäîâàíèÿõ 
êîíñòðóêöèé ìàøèí è îáîðóäîâàíèÿ. 
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