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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß 
ÏËÎÑÊÈÕ ÇÀÄÀ× ÒÅÎÐÈÈ ÓÏÐÓÃÎÑÒÈ 
ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÒÅË 

Í. À. Ðîãàíîâà, Ã. Ç. Øàðàôóòäèíîâ 

Ââåäåíèå
Ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ è ýêñ-

ïëóàòàöèè ìàøèí, êîíñòðóêöèé, ðàçëè÷íîãî 
ðîäà ñîîðóæåíèé òðåáóþò àäåêâàòíîãî ó÷åòà 
õàðàêòåðèñòèê ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, â ÷àñòíî-
ñòè èõ íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ. Íåîäíîðîäíîñòü 
ìàòåðèàëîâ âîçíèêàåò ïðè èõ èçãîòîâëåíèè, 
íàïðèìåð, ïðè íåðàâíîìåðíîì îõëàæäåíèè ìå-
òàëëè÷åñêèõ îòëèâîê èëè çàñòûâàíèè áåòîíà; 
ïîä âëèÿíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû (òåðìè÷åñêîå 
âëèÿíèå, ðàäèàöèîííîå èçëó÷åíèå, âîçäåéñòâèå 
àãðåññèâíûõ ñðåä è â ðÿäå äðóãèõ ñëó÷àåâ). Íå-
îäíîðîäíîñòü ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåðèàëîâ ìîæåò âîçíèêàòü òàêæå â ïðîöåññå 
äåôîðìàöèè [1–6]. 

Â îáùåì ñëó÷àå èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíî-
ãî òåëà âñå óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà 
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò, îäíàêî íåçàâè-
ñèìûõ ñðåäè íèõ âñåãî äâå — îñòàëüíûå îäíî-
çíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âûáðàííóþ ïàðó [1]. 
Â ñòàòüå â êà÷åñòâå òàêîé ïàðû âûáèðàåòñÿ 
ìîäóëü ñäâèãà μ è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν. 
Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷, íåñîìíåííî, 
äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû ðåàëüíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè ìàòåðèàëîâ, îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ 
âîçíèêàåò ïðîáëåìà èõ îïðåäåëåíèÿ, è ïî ýòîé 
ïðè÷èíå îíè âûáèðàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, â óïðî-
ùåííîì âèäå. Â ÷àñòíîñòè, â àíàëèòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ íåîäíîðîäíûå ìîäóëè óïðóãîñòè 

© Í. À. Ðîãàíîâà, Ã. Ç. Øàðàôóòäèíîâ, 2009

ÐÎÃÀÍÎÂÀ 
Íàòàëüÿ 
Àíàòîëüåâíà

Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû îáùåé è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÈÓ.  Îñíîâíîå íàïðàâ-
ëåíèå íàó÷íîé ðàáîòû – òåîðèÿ óïðóãîñòè, ìå-
õàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Àâòîð 
÷åòûðåõ íàó÷íûõ ðàáîò.

ØÀÐÀÔÓÒÄÈÍÎÂ 
Ãåííàäèé 
Íèêîëàåâè÷

Äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, âåäó-
ùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ Ìåõàíèêè ÌÃÓ 
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòå-
ðåñîâ – òåîðèÿ óïðóãîñòè, ìåõàíèêà äåôîðìè-
ðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 
áîëåå 100 íàó÷íûõ ðàáîò, â òîì ÷èñëå îäíà ìî-
íîãðàôèÿ è 15 ó÷åáíûõ ïîñîáèé.
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ïðèíèìàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé, ýêñïîíåíöèàëü-
íîé èëè ñòåïåííîé ôóíêöèè [1–4]; â ïîñëåäíåì 
ñëó÷àå, êàê ïðàâèëî, íåâûñîêîé ñòåïåíè. 

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ 
è ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïëîñêîé äåôîðìàöèè íå-

îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà. Êîìïîíåíòû âåêòî-
ðà ïåðåìåùåíèé 1 2 3( , , )u u u u=  â ïðÿìîóãîëü-
íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä: 

1 1 1 2( , ),u u x x=  2 2 1 2( , ),u u x x=  3 0u = . 
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ , 0ij jσ =  ïðè îòñóò-

ñòâèè ìàññîâûõ ñèë ïðèíèìàþò âèä:

          

11 12 12 22

1 2 1 2

0; 0
x x x x

∂σ ∂σ ∂σ ∂σ
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
,

ãäå ijσ  — êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. 
Êîìïîíåíòû ijε  òåíçîðà äåôîðìàöèé îïðå-

äåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè

            

1
2

ji
ij

j i

uu
x x

⎛ ⎞∂∂
ε = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,   i, j=1, 2, 3.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â ýòîì 
ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ 

           
2 2 2

11 22 12
2 2
2 1 1 2

2 .
x x x x

∂ ε ∂ ε ∂ ε
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
              (1)

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â âèäå ij j iL

l pσ = , ãäå 
L  – ãðàíèöà íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè 

;S  jl  – íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íîðìàëè ê ãðà-
íèöå; ip  — êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé. 

Íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà çàäàäèì â òàêîì 
âèäå:

              const,ν =  0 1 2( , ),M x xμ = μ  
             1 20 ( , ) 1,M x x≤ ≤ 1 2( , ) ,x x S∈  

ãäå 0μ  — ðàçìåðíûé ìíîæèòåëü [6, 7]. 
Ââåäåì áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà 

íàïðÿæåíèé τ
ij

 

, ñâÿçàííûå ñ ðàçìåðíûìè êîìïî-
íåíòàìè σ

ij
 ýòîãî òåíçîðà ñîîòíîøåíèÿìè

1 2 1 2 1 2 0 1 2 1 2( , ) 2 ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )ij ij ijx x x x x x M x x x xσ = μ τ = μ τ .
Çàêîí Ãóêà â ýòîì ñëó÷àå çàïèøåì â âèäå 

   
( )11 11 22 11 22

1 1 (1 ) ;
E
+ ν

ε = ⎡ − ν σ − νσ ⎤ = − ν τ − ντ⎣ ⎦

( )22 22 11 22 11
1 1 (1 ) ;

E
+ ν

ε = ⎡ − ν σ − νσ ⎤ = − ν τ − ντ⎣ ⎦
 
(2)

                        
,

ãäå Å – ìîäóëü Þíãà. 
Áóäåì ñ÷èòàòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü 

ôóíêöèè íåïðåðûâíûìè âìåñòå ñ ïðîèçâîäíû-
ìè òðåáóåìîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, 

âûðàæåííûå îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí τ
ij
, ïðèíè-

ìàþò âèä [7]:

11 12 1 2 1 2
11 12

1 2 1 2

ln ( , ) ln ( , ) ;M x x M x x
x x x x

∂τ ∂τ ∂ ∂
+ = −τ − τ

∂ ∂ ∂ ∂

 12 22 1 2 1 2
12 22

1 2 1 2

ln ( , ) ln ( , ) ;M x x M x x
x x x x

∂τ ∂τ ∂ ∂
+ = −τ − τ

∂ ∂ ∂ ∂

 
(3)

                       0 1 22 ( , ) .ij j iL
M x x l pμ τ =

Ñ ó÷åòîì çàêîíà Ãóêà (2) è óðàâíåíèé ðàâíî-
âåñèÿ (3) óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè (1) ïîëó÷èò âèä 
[7]:

( )2
11 22 11 12

1 1 2

ln ln(1 ) M M
x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− ν ∇ τ + τ = − τ + τ −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

  
12 22

2 1 2

ln ln ,M M
x x x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− τ + τ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦                           

(4)

ãäå 
2 2

2
2 2
1 2x x

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
 – äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëà-

ïëàñà. 

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è 
ïëîñêîé äåôîðìàöèè
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íà-

õîæäåíèþ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, 
óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (3) è (4) è ñî-
îòâåòñòâóþùèì ñòàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3), (4) ìîæåò áûòü 
÷èñëåííî ðåøåíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè, â òîì 
÷èñëå è ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà 
îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé. Çàïèøåì óêàçàííóþ ñèñòåìó 
â ñëåäóþùåì âèäå [7]: 

      
( 1) ( 1)

( ) ( )11 12
11 12

1 2 1 2

ln ln ;
k k

k kM M
x x x x

+ +∂τ ∂τ ∂ ∂
+ = −τ − τ

∂ ∂ ∂ ∂

    
( 1) ( 1)

( ) ( )12 22
12 22

1 2 1 2

ln ln ;
k k

k kM M
x x x x

+ +∂τ ∂τ ∂ ∂
+ = −τ − τ

∂ ∂ ∂ ∂    
(5)

     
( )2 ( 1) ( 1) ( )

11 22 11
1 1

ln(1 ) k k k M
x x

+ + ⎡∂ ∂
− ν ∇ τ + τ = − τ +⎢∂ ∂⎣

     

( ) ( ) ( )
12 12 22

2 2 1 2

ln ln ln .k k kM M M
x x x x

⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ τ − τ + τ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎦ ⎣ ⎦
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè âñåõ óðàâíåíèé 

ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íóëü êàê â ñëó÷àå îäíîðîä-
íîãî ìàòåðèàëà, òàê è ïðè çàäàíèè íóëåâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ (0) 0ijτ = . Íå êîíêðåòèçèðóÿ âûáîð 
íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü ïðàâûå 
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÷àñòè âñåõ òðåõ óðàâíåíèé ðàâíûìè íóëþ. 
Â ëþáîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé 
äëÿ îäíîðîäíîãî òåëà: 

           

(1) (1) (1) (1)
11 12 12 22

1 2 1 2

0; ... 0;
x x x x

∂τ ∂τ ∂τ ∂τ
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂

            
( )2 (1) (1)

11 22... 0.∇ τ + τ =
Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî óäî-

âëåòâîðÿþòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ ôóíêöèè íàïðÿ-
æåíèé 1 1 2( , )x xΦ :

     

2 2 2
(1) (1) (1)1 1 1
11 22 122 2

2 1 1 2

, , .
x x x x

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
τ = τ = τ = −

∂ ∂ ∂ ∂    
(6)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ 
áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 
ôóíêöèè íàïðÿæåíèé 1 1 2( , )x xΦ . Äîïóñòèì, ÷òî 
ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïî-
ëó÷åíî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé 
çàäà÷è.  Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ñõåìó [7], 
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà 0,1, 2, ...k =   èìååì

          ( )
2

( 1) 1
11 2

0 2

ln1 ;
!

nk
nk k n

n

M
n x

+ − +

=

∂ Φ
τ = −

∂∑

         ( )
2

( 1) 1
22 2

0 1

ln1 ;
!

nk
nk k n

n

M
n x

+ − +

=

∂ Φ
τ = −

∂∑          (7)

          ( )
2

1( 1) 1
12

0 1 2

ln1 ;
!

nk
nk k n

n

M
n x x

++ − +

=

∂ Φ
τ = −

∂ ∂∑

( )
11

4 2 2
1

0

ln(1 ) (1 ) 1
( 1)!

nk
n

k k n
n

M
n

+−

+ −
=

− ν ∇ Φ = − ν ∇ − ∇ Φ +
+∑  

     
( )

2 1 21

01 2 1 2

ln2 1
( 1)!

nk
n k n

n

M
x x n x x

+−
−

=

⎡ ⎤∂ ∂ Φ
+ − −⎢ ⎥∂ ∂ + ∂ ∂⎣ ⎦

∑

     
( )

2 1 21

2 2
01 2

ln1
( 1)!

nk
n k n

n

M
x n x

+−
−

=

⎡ ⎤∂ ∂ Φ
− − −⎢ ⎥∂ + ∂⎣ ⎦

∑

     
( )

2 1 21

2 2
02 1

ln1 .
( 1)!

nk
n k n

n

M
x n x

+−
−

=

⎡ ⎤∂ ∂ Φ
− −⎢ ⎥∂ + ∂⎣ ⎦

∑
                   

(8)

Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé äëÿ áåçðàçìåðíûõ 
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì

        

2
(1)1
112

2

;
x

∂ Φ
= τ

∂  

2
(2) (1)2
11 112

2

ln ;M
x

∂ Φ
= τ + τ

∂

        

2 2
(3) (2) (1)3
11 11 112

2

lnln ;
2!

MM
x

∂ Φ
= τ + τ + τ

∂

           

2
( 1)1
112

02

ln... .
!

nk
k nk

n

M
x n

− ++

=

∂ Φ
= τ

∂ ∑

Àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâèì:

 
       

2
(1)1
222

1

;
x

∂ Φ
= τ

∂  

2
(2) (1)2
22 222

1

ln ;M
x

∂ Φ
= τ + τ

∂

        

2 2
(3) (2) (1)3
22 22 222

1

lnln ;
2!

MM
x

∂ Φ
= τ + τ + τ

∂

           

2
( 1)1
222

01

ln... .
!

nk
k nk

n

M
x n

− ++

=

∂ Φ
= τ

∂ ∑
Îòñþäà íàõîäèì

           
   

2 2
2 (1) (1)1 1
2 1 11 222 2

1 2

;
x x

∂ Φ ∂ Φ
+ = ∇ Φ = τ + τ

∂ ∂  

( )
2 2

2 (2) (2) (1) (1)2 2
2 2 11 22 11 222 2

1 2

ln ;M
x x

∂ Φ ∂ Φ
+ = ∇ Φ = τ + τ + τ + τ

∂ ∂

( )
2 2

2 (3) (3) (2) (2)3 3
2 3 11 22 11 222 2

1 2

ln M
x x

∂ Φ ∂ Φ
+ = ∇ Φ = τ + τ + τ + τ +

∂ ∂

( )2 (1) (1)
11 22

1 ln .
2

M+ τ + τ .

Èòîãîâîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

      
( )2 ( 1) ( 1)

2 1 11 22
0

ln .
!

nk
k n k n

k
n

M
n

− + − +
+

=

∇ Φ = τ + τ∑ .

Òàê êàê ñóììà ( 1) ( 1)
11 22( )k n k n− + − +τ + τ  óäîâëåòâîðÿ-

åò òðåòüåìó óðàâíåíèþ (5), òî â ñèëó ïðèíöèïà 
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ îíà ïî àáñîëþòíîìó çíà÷å-
íèþ íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ñóììû íàïðÿæåíèé 
íà ãðàíèöå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Îáîçíà÷àÿ

    

11 22 11 22

0 0 0

max , ,
2 2 2

A
M M M

⎧ ⎫σ σ σ + σ
= ⎨ ⎬μ μ μ⎩ ⎭

íà ãðàíèöå îäíîñâÿçíîé îáëàñòè S , èìååì ñëå-
äóþùèå îöåíêè:

2
( 1)1
112

0 02

ln ln ;
! !

n nk k
k nk

n n

M M A MA A
x n n

− ++

= =

∂ Φ
= τ ≤ = ≤

∂ ∑ ∑
2

( 1)1
222

0 01

ln ln ;
! !

n nk k
k nk

n n

M M A MA A
x n n

− ++

= =

∂ Φ
= τ ≤ = ≤

∂ ∑ ∑

     
∇ = τ + τ τ ≤( )

n
2 ( 1) ( 1) ( 1)
2 k 1 11 22 11

0

ln
Φ                                                                 

n!

k
k n k n k n

n

M − + − + − +
+

=
∑

     0

ln .
!

nk

n

M A MA A
n=

≤ = ≤∑
Ïðèìåíÿÿ, ê ïðèìåðó, ïåðâóþ èç ïîëó÷åí-

íûõ îöåíîê ê ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ (7), âèäèì, 
÷òî åãî ñõîäèìîñòü ðàâíîñèëüíà ôàêòîðèàëüíîé 
ñõîäèìîñòè ðÿäà âèäà 

2 3ln ln ln ln1 ( 1) ,
1 2! 3! !

n
nM M M M

n
− + − + + − +� �  (9)

ñõîäÿùåãîñÿ ïðè ln M < ∞ . 
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Ïðèìåíåíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî 
ïåðåìåííîãî ïðè ðåàëèçàöèè 
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé 
Óðàâíåíèå (8) äîñòàòî÷íî ñëîæíî äëÿ àíàëè-

òè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî åãî 
ðåøåíèå ìîæåò áûòü íåñêîëüêî óïðîùåíî ïðè 
ïîìîùè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 
[8, 9]. Êðîìå òîãî, òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ôîðìû ïåðâîãî, âòîðî-
ãî è äðóãèõ ïðèáëèæåíèé. Â åãî îñíîâå ëåæèò 
ïðèâåäåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â (8) ê äðóãîé 
êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, ïîçâîëÿþùåé äîñòàòî÷íî 
ïðîñòî ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîñâÿçíîé îáëàñòè, èñïîëü-
çóÿ ðàöèîíàëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè [8]. 

Ïåðåéäåì ê êîìïëåêñíûì ïåðåìåííûì 

1 2z x ix= +  è 1 2z x ix= − , ãäå i – ìíèìàÿ åäèíè-
öà. Çàìåíèâ îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî 
ôîðìóëàì

                     

2 2 2 2

2 2 2
1

2 ;
x z z z z

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                    

2 2 2 2

2 2 2
2

2 ;
x z z z z

∂ ∂ ∂ ∂
= − + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

; 4i
x x z z x x z z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,

ïîñëåäíåå èç óðàâíåíèé (8) çàïèøåì â âèäå:

                 

4
1

2 2
( , )4(1 ) ( , ),k

k
F z z f z z

z z
+∂

− ν =
∂ ∂         

(10)

ãäå

             

2

1( , ) 2(1 2 ) ( , )k kf z z C z z
z z
∂

= − ν +
∂ ∂

             

2 2

2 32 2( , ) ( , );k kC z z C z z
z z

∂ ∂
+ +

∂ ∂

  
( ) ( )

( )

1 2

1
0

ln ( , ) ( , )( , ) 1 ;
1 !

nk
n k n

k
n

M z z F z zC z z
n z z

+

−

=

∂
= −

+ ∂ ∂∑

  
( ) ( )

( )

1 2

2 2
0

ln ( , ) ( , )( , ) 1 ;
1 !

nk
n k n

k
n

M z z F z zC z z
n z

+

−

=

∂
= −

+ ∂∑

  
( ) ( )

( )

1 2

3 2
0

ln ( , ) ( , )( , ) 1 .
1 !

nk
n k n

k
n

M z z F z zC z z
n z

+

−

=

∂
= −

+ ∂∑

Çäåñü îáîçíà÷åíî 1 2( , ) ( , )k k kF F z z x x≡ = Φ .
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçî-

ðà íàïðÿæåíèé ÷åðåç êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû 
[8], ïîëó÷èì êîìáèíàöèè ýòèõ âåëè÷èí:

( )
2

( 1) ( 1) 1
11 22

0

ln ( , ) ( , )4 1 ;
!

nk
nk k k n

n

M z z F z z
n z z

+ + − +

=

∂
τ + τ = −

∂ ∂∑

        

( 1) ( 1) ( 1)
22 11 122k k ki+ + +τ − τ + τ =

        
( )

2
1
2

0

ln ( , ) ( , )4 1 .
!

nk
n k n

n

M z z F z z
n z

− +

=

∂
= −

∂∑
    

 (11)

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîìáèíàöèè äëÿ ðàçìåðíûõ 
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé çàïèøóòñÿ â âèäå:

         
( )( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

11 22 11 222 ( , ) ;k k k kz z+ + + +σ + σ = μ τ + τ

( )( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
22 11 12 22 11 122 2 ( , ) 2 ,k k k k k ki z z i+ + + + + +σ − σ + σ = μ τ − τ + τ

(12)
à ïðè èñïîëüçîâàíèè êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ

              ( ), iz e ϑ= ϖ ς ς = ρ                    (13)

ïîëó÷èì â òàêîé ôîðìå:

     
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

11 22 ;k k k k+ + + +
ρρ ϑϑσ + σ = σ + σ

              

( 1) ( 1) ( 1)2k k ki+ + +
ϑϑ ρρ ρϑσ − σ + σ =

              

2 /
( 1) ( 1) ( 1)
22 11 12 2 /

( )2 .
( )

k k ki+ + + ς ϖ ς⎡ ⎤= σ − σ + σ⎣ ⎦ ρ ϖ ς

Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, â êà÷åñòâå íóëå-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëèáî òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå, ëèáî ñ÷èòàòü ìàòåðèàë îäíî-
ðîäíûì [1]. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ââåäåì íóëåâîå 
ïðèáëèæåíèå êîìïëåêñíîé ôóíêöèè íàïðÿæåíèé 

0 ( , ) 0F z z ≡ . Â ñèëó ýòîãî 0 ( , ) 0f z z = , à óðàâíå-
íèå (10) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

                         

4
1
2 2
( , ) 0.F z z

z z
∂

=
∂ ∂

Åãî ðåøåíèå, âûðàæåííîå ÷åðåç êîìïëåêñ-
íûå ïîòåíöèàëû 1φ  è 1χ , äàåòñÿ ôîðìóëîé 
Ãóðñà [8]

  1 1 1 1 12 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ).F z z z z z z z z= φ + φ + χ + χ
Èñõîäÿ èç ýòîãî ðåøåíèÿ èìååì 

         

2
(1) (1) / /1
11 22 1 14 2 ( ) ( ) ;F z z

z z
∂ ⎡ ⎤τ + τ = = φ + φ⎣ ⎦∂ ∂

   

2
(1) (1) (1) // / /1
22 11 12 1 122 4 2 ( ) ( ) .Fi z z z

z
∂ ⎡ ⎤τ − τ + τ = = φ + χ⎣ ⎦∂

Ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè z=reid äëÿ ïîëÿðíûõ  êî-
îðäèíàò (r,d) è ñîîòíîøåíèÿ 2ij ijσ = μτ , ïîëó÷àåì

           
(1) (1)
11 22 1 14 ( , ) ( ) ( ) ;z z z z⎡ ⎤σ + σ = μ Φ + Φ⎣ ⎦

 
(14)

        

        
ãäå /

1 1( ) ( )z zΦ = φ , 
/ / /

1 1 1( ) ( ) ( )z z zΨ = ψ = χ , à (1)
rrσ  

è (1)
rασ — êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèÿ â ïîëÿðíûõ 

êîîðäèíàòàõ [8]. 
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Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå (13), ñîîòíîøåíèÿ 
(14) ïðèâåäåì ê âèäó:

         

⎣ ⎦
(1) (1) (1) 0 0/ 0
22 11 12 1                      12 4 ( , ) ( ) ( ) ;i ⎡ ⎤σ − σ + σ = μ ς ς ςΦ ς + Ψ ς (15)

       

       
ãäå âåðõíèé íóëåâîé èíäåêñ îçíà÷àåò óêàçàí-
íóþ ôóíêöèþ, âûðàæåííóþ îòíîñèòåëüíî êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ς .

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âèä êîìïëåêñíûõ ïî-
òåíöèàëîâ  êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì 
[8] îïðåäåëåí. Òîãäà, èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå, 
îáðàòíîå îòîáðàæåíèþ (13), è âûðàæåíèÿ (14) 
äëÿ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé, íàõîäèì èõ èñêîìûå çíà÷åíèÿ. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî íàéòè 1( , )f z z , ÷òî 
ñâÿçàíî ñ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè íàïðÿæåíèé 

2 ( , )F z z :
2 2

1 11 212( , ) 2(1 2 ) ( , ) ( , )f z z C z z C z z
z z z
∂ ∂

= − ν + +
∂ ∂ ∂

2

312 ( , ).C z z
z
∂

+
∂
Â ñîîòâåòñòâèè ñ (10) îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 

1( )zΦ  è 1( )zΨ , ïîëó÷åííûå â ïðîöåññå ïåðâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ.

Óðàâíåíèå (10) óæå äëÿ âòîðîãî ïðèáëè-
æåíèÿ, ò.å. ïðè 1k =  ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì 
óðàâíåíèåì, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ñîñòîèò 
èç îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî áèãàð-
ìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ëþáîãî ÷àñòíîãî ðå-
øåíèÿ èñõîäíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. 
Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ãóðñà [8], à ÷àñòíîå ðåøå-
íèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïðè 
ïîìîùè íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì âûáåðåì ( , )M z z  òàê, ÷òîáû 
ôóíêöèÿ ln ( , )M z z  ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé íåêîòî-
ðóþ ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 
(10) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 2 ( , )F z z  èìååò âèä:

[ ]
2 2 2 2 2

11 21 31

2 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2(1 2 ) ( , ) ( , ) ( , ) ,

2(1 )

F z z z z z z z z

T z z T z z T z z

= φ + φ + χ + χ +

+ − ν + +
− ν

 (16)

       
 1 1( , ) ( , )k kz zT z C z z dzd= ∫∫ , 1, 2, 3.k =

Áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû, ñëåäóþùåé èç (11) 
ïðè ó÷åòå îáùåãî ðåøåíèÿ (16): 

     

2 2
(2) (2) 2 1
11 22 4 4ln ( , )F FM z z

z z z z
∂ ∂

τ + τ = − =
∂ ∂ ∂ ∂

     
2 22 ( ) ( )z z⎡ ⎤= Φ + Φ −⎣ ⎦ 1 12ln ( ) ( )M z z⎡ ⎤Φ + Φ +⎣ ⎦

     
[ ]11 21 31

1 2(1 2 ) ( , ) ( , ) ( , ) ;
1

S z z S z z S z z+ − ν + +
− ν

 (17)

[ ]

2 2
(2) (2) (2) 2 1
22 11 12 2 2

/ /
2 2 1 1

41 51 61

2 4 4ln ( , )

2 ( ) ( ) 2ln ( ) ( )

1 2(1 2 ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
1

F Fi M z z
z z

z z z M z z z

S z z S z z S z z

∂ ∂
τ − τ + τ = − =

∂ ∂
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Φ + Ψ − Φ + Ψ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ − ν + +
− ν

 (18)

      
/ / / /

2 2 2 2 2( ) ( ); ( ) ( ) ( );z z z z zΦ = φ Ψ = ψ = χ

  

2 2
11 21

11 21
( , ) ( , )( , ) ; ( , ) ;T z z T z zS z z S z z

z z z z
∂ ∂

= =
∂ ∂ ∂ ∂

                     

2
31

31
( , )( , ) ;T z zS z z

z z
∂

=
∂ ∂

 
(19)

  

2 2
11 21

41 512 2
( , ) ( , )( , ) ; ( , ) ;T z z T z zS z z S z z
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂

                     

2
31

61 2
( , )( , ) .T z zS z z
z

∂
=

∂
Ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (17) è (18) è îòî-

áðàæåíèÿ (13) ñîñòàâèì êîìáèíàöèþ, íåîáõî-
äèìóþ äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

 (20)
Ïîäñòàâëÿÿ èçâåñòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, 

íàõîäèì, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ðÿäîâ Ôóðüå 
èëè èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè [8] êîìïëåêñíûå ïî-
òåíöèàëû 2 ( )zΦ  è 2 ( )zΨ .
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Íà ïðèìåðå âòîðîé èòåðàöèè ëåãêî ïîíÿòü 
ïðèíöèï ïîëó÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé, â ñèëó ÷åãî íåò íåîáõîäèìîñòè îïèñû-
âàòü äàëüíåéøóþ ïðîöåäóðó èõ îïðåäåëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðèìåíå-
íèå äàííîãî ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ê ðåøåíèþ 
äâóõ çàäà÷ ïëîñêîé äåôîðìàöèè. Äëÿ óäîáñòâà 
àíàëèçà ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ äàëåå âñå âå-
ëè÷èíû èñïîëüçóþòñÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. 
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü S, çàíè-
ìàåìàÿ äåôîðìèðóåìûì òåëîì, ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé íåîäíîðîäíîå óïðóãîå ïðîñòðàíñòâî 
ñ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ðàäèó-
ñà R áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè. Ãðàíèöåé L 
äàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
öèëèíäðà.

Äåéñòâèå ðàâíîìåðíîãî äàâëåíèÿ 
íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü 
öèëèíäðè÷åñêîé êðóãîâîé ïîëîñòè 
â íåîäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå 
Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå [10], ðåçóëüòàòû êîòîðîãî 
ñðàâíèì ñ ïåðâûì, âòîðûì è òðåòüèì ïðèáëè-
æåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïðè ïîìîùè îïèñàííîé 
âûøå ïðîöåäóðû. 

Ïóñòü íà ãðàíèöå ïîëîñòè äåéñòâóåò ðàâíî-
ìåðíîå äàâëåíèå P. Íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿ-
æåíèÿ ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ. Íà÷àëî ïðÿ-
ìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
ðàñïîëîæèì â öåíòðå êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ. 
Çäåñü æå óñòàíîâèì íà÷àëî öèëèíäðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò ( )3, ,r xα . Ïðè ýòîì iz re α= . 
Îñü 3Ox íàïðàâèì âäîëü îñè öèëèíäðà. 

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ 
óêàçàííûõ âûøå óðàâíåíèé ïðè ñëåäóþùèõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèÿõ:

              
; 0.rr r ijr R

i Pα = ∞
σ − σ = − σ =

 
      (21)

Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë íåñæèìàåìûì è åãî 
íåîäíîðîäíîñòü çàäàäèì ïðè ïîìîùè äâóõïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé âèäà 

                       

0
1 2 1 2( , ) ( , );x x M x x

m
μ

μ =

                     

32

1 2 2 2
1 2

( , ) exp ;RM x x q
x x

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠

                              

2 2 2 2
1 2 ,x x r R+ = ≥

                

(22)

ãäå 0μ  — ðàçìåðíûé ìîäóëü ñäâèãà; m è q  — 
ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå âèä íåîäíîðîäíîñòè 
ìàòåðèàëà. 

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïàðàìåòð m çàäàäèì â âèäå

                          

, 0,
1, 0.

qe q
m

q
⎧ >

= ⎨
≤⎩

Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîãî ìîäóëÿ ñäâèãà 
M îò òåêóùåãî ðàäèóñà r  ïðè 2R =  (ðèñ. 1) 
ïîêàçûâàþò, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ñâîþ îãðàíè÷åí-
íîñòü, ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñ öåëüþ 
óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé, äàþò âîçìîæíîñòü ìî-
äåëèðîâàòü óïðóãèå ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî øèðî-
êîãî êëàññà íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîãî ìîäóëÿ 
ñäâèãà M  îò ðàäèóñà r  

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà q  

Ïðè 0q =  ïîëó÷èì ( ) 1M r ≡ , ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò îäíîðîäíîìó ìàòåðèàëó. 

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäå-
ëåíèþ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ, êàê ïðàâèëî, â ôîðìå îïðåäåëåííûõ 
ðàçëîæåíèé èëè ïðè ïîìîùè èíòåãðàëà òèïà 
Êîøè [8]. 

Âûáèðàÿ, êàê è óêàçàíî âûøå, òðèâèàëüíîå 
íóëåâîå ïðèáëèæåíèå, ïåðâîå ïðèáëèæåíèå 
îïðåäåëèì, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (21). 
Ñ ýòîé öåëüþ ïåðâîå èç íèõ ïðåäñòàâèì ñîãëàñ-
íî (14) â âèäå:

Ôóíêöèè 1( )zΦ  è 1( )zΨ  ÿâëÿþòñÿ ãîëî-
ìîðôíûìè â îáëàñòè S; â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ 
(21) ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû [8] 
â âèäå ðÿäîâ:

                    
1 2 3

1 2 3( ) ...;A A Az
z z z

Φ = + + +

                    
1 2 3

1 2 3( ) ...B B Bz
z z z

Ψ = + + +
  

           (23)
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Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà êîíòó-
ðå êðóãîâîãî îòâåðñòèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþ-
ùåìó ñîîòíîøåíèþ:

2 21 2 1 2 1
2 2... ...i i i i iA A A A Ae e e e e

R R R R R
− α − α α α − α+ + + + + + +

22
22 ...iA e

R
− α+ + − 1 2 1

2 ... .
2 ( )

i iB B B Pe e
R R R R

α − α− − = −
μ

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû 
ñóìì (23), çà èñêëþ÷åíèåì 2

2 0,5 / ( )B PR R= μ , 
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

       
1( ) 0;zΦ = ,

 

2

1 2... ( ) ,
2 ( )

PRz
R z

Ψ =
μ       

(24)

è ðàçìåðíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé 
èìåþò âèä

2 2
(1) (1)

2 2( ) 2 ( ) ; ( ) 2 ( ) ;
2 ( ) 2 ( )rr

PR PRr r r r
R r R rαασ = − μ σ = μ

μ μ

                                 

(1) ( ) 0.r rασ =

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò òàêæå ïî-
ëó÷èòü ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ 
îäíîðîäíîãî òåëà (ïîëàãàÿ â íèõ ïîñòîÿííûì 
ìîäóëü ñäâèãà):

  

2 2
( ) ( ) ( )

2 2( ) ; ( ) ; ( ) 0.h h h
rr r

R Rr P r P r
r rαα ασ = − σ = σ =

Ïðè ó÷åòå ñîîòíîøåíèé (14) è (24) èìååì

               

2 2 2
1 1

2 2 4 0; 4 .
2 ( )

F F PR
z z z R z

∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ μ

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå 

                          

6

3 3ln ( , ) RM z z q
z z

=
                

(25)

è èñïîëüçóÿ (10), ïîëó÷àåì

          

8

11 21 3 5( , ) 0; ( , ) ;
4 ( )

qPRC z z C z z
R z z

= =
μ

                       

8

31 5 3( , ) .
4 ( )

qPRC z z
R z z

=
μ

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (16), îïðåäåëÿåì 

11 21 31( , ), ( , ), ( , )T z z T z z T z z  è ïðè ïîìîùè (19) 
íàõîäèì:

         

8

11 21 4 4
3( , ) 0; ( , ) ;

16 ( )
qPRS z z S z z
R z z

= =
μ

         

8

31 4 4
3( , ) ;

16 ( )
qPRS z z
R z z

=
μ 41( , ) 0;S z z =

  

8 8

51 615 3 5 3( , ) ; ( , ) .
4 ( ) 4 ( )

qPR qPRS z z S z z
R z z R z z

= =
μ μ

 (26)
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ (24) è (26) ïî-

ëó÷åíû äëÿ êîìáèíàöèé îñíîâíûõ âåëè÷èí, íå-
îáõîäèìûõ ïðè ðåàëèçàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 
Â ðåçóëüòàòå, îïðåäåëèì êîìïëåêñíûå ïîòåí-
öèàëû äëÿ âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ

                                2 ( ) 0;zΦ =

( ) 2

2 2

1 23( )
2 ( ) 16(1 ) ( ) 4(1 ) ( )

qPP qP Rz
R R R z

⎡ − ν ⎤
Ψ = + + =⎢ ⎥μ − ν μ − ν μ⎣ ⎦

          

2

1 2 ,RU
z

=
                                                 (27)

ïîñëå ÷åãî ïðè ïîìîùè (17), (18) íàéäåì êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé.

Â òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé 
áóäåì èñêàòü òðåòüå ïðèáëèæåíèå. Óäîâëåòâî-
ðÿÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (21) íà êîíòóðå êðó-
ãîâîãî îòâåðñòèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ 
êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ 
òðåòüåìó ïðèáëèæåíèþ:

        

2

3 3 1 2( ) 0; ( ) ,Rz z W
z

Φ = Ψ =
         

(28)

ãäå

    

2

1 1
1 1 21

2 2 ( ) 2(1 ) 3
q PW q a

R
⎛ ⎞ − ν⎛= + + − +⎜ ⎟ ⎜μ − ν ⎝⎝ ⎠

    
1 2

1 2 ;
2 7

b b ⎞+ + ⎟
⎠     

2

1
3 ;

32(1 ) ( )
q Pa

R
=

− ν μ

   
( )

2

1 2
(7 8 )1 ; .

8 1 4 ( ) 8(1 ) ( )
q qP q Pb b

R R
⎡ ⎤− ν ν

= + =⎢ ⎥− ν μ − ν μ⎣ ⎦

Äàëåå íàõîäèì êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé â òðåòüåì ïðèáëèæåíèè. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ 
ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëü-
íî âûðàæåíèé (3) (3)

11 22τ + τ  è (3) (3) (3)
22 11 122iτ − τ + τ , êîòî-

ðûå ïîëó÷èëè ïðè ïîìîùè (11). 
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé íåîäíîðîäíîé çàäà÷è 

áûëî ïîëó÷åíî òàêæå òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå [10]. Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü 0 1μ = , 2R = , 

1P = , 1q = . Ãðàôèêè íà ðèñ. 2 è 3 ïîêàçûâàþò, 
÷òî óæå òðåòüå ïðèáëèæåíèå ïðàêòè÷åñêè ñî-
âïàäàåò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. 

Îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå 
íåîäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà 
ñ êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé 
ïîëîñòüþ 
Äîïóñòèì, ÷òî â íåîäíîðîäíîì óïðóãîì ïðî-

ñòðàíñòâå èìååòñÿ êðóãîâàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ 
ïîëîñòü áåñêîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè è ÷òî 
ïðîñòðàíñòâî ïîäâåðãàåòñÿ îäíîîñíîìó ðàñòÿ-
æåíèþ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïðî-
äîëüíîé îñè öèëèíäðè÷åñêîãî âûðåçà çàäàííû-
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ìè íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿìè. 
Ââåäåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò 

(r, α, x
3
) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü 3Ox  áûëà 

íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðè÷åñêîãî âûðåçà. 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è â óêàçàí-
íûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ïðèìóò âèä:

                    11 ; 0.rr r r R
P i α∞ =

σ = σ − σ =
       

(29)

Êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, âçàèìíî îäíî-
çíà÷íî îòîáðàæàþùåå îáëàñòü z R≥  êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè z  íà îáëàñòü 1ς ≥  êîìïëåêñíîé 
ïëîñêîñòè ς , çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ,z R= ς
ãäå ie ϑς = ρ .

Íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà çàäàäèì ïðè 
ïîìîùè ïåðåìåííîãî ìîäóëÿ ñäâèãà 1 2( , )x xμ , 
îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì (22), è ïîñòîÿí-
íîãî êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà. 

Ýòà çàäà÷à, êàê è ïðåäûäóùàÿ, ðåøàåòñÿ ìå-
òîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ïðè÷åì 
â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáåðåì òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ïðè 
îïðåäåëåíèè êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ óäîáíî 
ïðèìåíèòü èíòåãðàë òèïà Êîøè. Êîìïîíåí-
òû òåíçîðà íàïðÿæåíèé ( )rr rσ  è ( )rαασ  áûëè 
ðàññ÷èòàíû äëÿ 1P = , 0 1μ = , 2, 0,33R = ν = , 

1q =  âäîëü ðàäèóñà / 2α = π  (ðèñ. 4 è 5). Êàê 
è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, çäåñü íàáëþäàåòñÿ óäî-
âëåòâîðèòåëüíàÿ ñõîäèìîñòü, èìåííî, âòîðûå 
è òðåòüè ïðèáëèæåíèÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðàêòè-
÷åñêè ñîâïàäàþò. 

Îáðàòèì âíèìàíèå íà óâåëè÷åíèå êîýôôèöè-
åíòà êîíöåíòðàöèè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ íà 
êîíòóðå îòâåðñòèÿ áîëåå ÷åì â äâà ðàçà ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ îäíîðîäíûì ìàòåðèàëîì (ñì. ðèñ. 5). 
Ýòîò ýôôåêò ñâÿçàí ñ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì äå-
ôîðìàöèé ïî âñåìó òåëó â ñëó÷àå íåîäíîðîä-
íîãî ìàòåðèàëà. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìûõ 
óñëîâèÿõ çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ ñäâèãà (êàê è ìîäóëÿ 
Þíãà) â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèÿ ïðåâîñõîäÿò 
èõ çíà÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, òî ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êîíöåíòðàöèè 
îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â íåîäíîðîäíîé çàäà÷å 
ñ çàäàííîé çàâèñèìîñòüþ ìîäóëÿ ñäâèãà îò êî-
îðäèíàòû. Ðàñ÷åòû òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè 
óìåíüøåíèè ìîäóëÿ ñäâèãà ìàòåðèàëà â îêðåñò-
íîñòè öèëèíäðè÷åñêîé êðóãîâîé ïîëîñòè, ïî 
ñðàâíåíèþ ñ åãî çíà÷åíèåì íà áåñêîíå÷íîñòè, 
íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå êîýôôèöèåíòà êîíöåí-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé 
( )rr rσ  ïðè 1:q =

1, 2, 3 – êðèâûå äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ïðèáëèæåíèé ñîîòâåòñòâåííî; 

a  – àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; h  – òî÷íîå ðåøå-
íèå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòè îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé 
( )rαασ  ïðè 1:q =

1, 2, 3 – êðèâûå äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ïðèáëèæåíèé ñîîòâåòñòâåííî; 

a  – àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå; h  – òî÷íîå ðåøå-
íèå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòè ðàäèàëüíûõ íàïðÿæåíèé 
( )rr rσ  ïðè 1:q =

 1, 2, 3 – êðèâûå äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ïðèáëèæåíèé ñîîòâåòñòâåííî;

h  – ðåøåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà
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òðàöèè îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé â îòëè÷èè îò 
îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. 

Çàêëþ÷åíèå
Â ñòàòüå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è 

ïëîñêîé äåôîðìàöèè óïðóãîãî òåëà äëÿ îïðå-
äåëåííîãî âèäà íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà 
ïðè ïîìîùè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëü-
íûå ïðèáëèæåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. 
Ñõîäèìîñòü ìåòîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ ôàêòîðèàëü-
íîé ñõîäèìîñòüþ èñïîëüçóåìûõ ðàçëîæåíèé. 
Ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Ðåçóëü-
òàòû äàííîé ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû 
ïðè íåïîñðåäñòâåííîé îöåíêå íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíñòðóêöèÿõ 
èëè ñîîðóæåíèÿõ (íàïðèìåð, â òîííåëÿõ, ãîðíûõ 
âûðàáîòêàõ è äð.). 

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòè îêðóæíûõ íàïðÿæåíèé
( )rαασ  ïðè 1:q =

 1, 2, 3 – êðèâûå äëÿ ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüå-
ãî ïðèáëèæåíèé ñîîòâåòñòâåííî;

h  – ðåøåíèå äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà
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