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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÑÊÎÐÎÑÒßÕ 
È ÎÑÎÁÛÕ ÏÎËÎÆÅÍÈßÕ
ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÀÍÈÏÓËßÒÎÐÀ 
ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Ñ. Â. Õåéëî, Â. À. Ãëàçóíîâ, Âî Äèíü Òóíã

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è êèíåìàòèêè äëÿ ñôåðè÷åñêîãî 
ìåõàíèçìà ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñ òðåìÿ 
êèíåìàòè÷åñêèìè öåïÿìè. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è î ñêîðîñòÿõ è íàéäåíû 
îñîáûå ïîëîæåíèÿ ìåõàíèçìà ìåòîäîì âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðèâåäåíû 
ïðèìåðû ðàñ÷åòà ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è î ñêîðîñòÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, çàäà÷à î ñêîðîñòÿõ, îñîáûå 
ïîëîæåíèÿ, âèíòîâîå èñ÷èñëåíèå.

Ââåäåíèå
Ìàíèïóëÿòîðû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû 

íàõîäÿò âñå áîëüøåå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ 
îáëàñòÿõ òåõíèêè, òàê êàê ñóùåñòâóåò íåîáõî-
äèìîñòü â ìåõàíèçìàõ ñ ïîâûøåííûìè ïîêàçà-
òåëÿìè ïî ãðóçîïîäúåìíîñòè è òî÷íîñòè [1–3]. 
Äàííûå óñòðîéñòâà ïðèìåíÿþòñÿ â äâèãàòåëü-
íûõ, èçìåðèòåëüíûõ, òåõíîëîãè÷åñêèõ èëè èñ-
ïûòàòåëüíûõ ñèñòåìàõ. 

Äëÿ ðàñ÷åòà ìàíèïóëÿòîðîâ ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû èñïîëüçóþò àïïàðàò òåîðèè âèíòîâ 
è âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò 
íå òîëüêî ñîçäàâàòü óíèâåðñàëüíûå è êîìïàêò-
íûå àëãîðèòìû àíàëèçà ìåõàíèçìîâ, íî è ïîëó-
÷èòü êà÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå 
ñ îñîáûìè ïîëîæåíèÿìè, òî÷íîñòüþ, óãëàìè 
äàâëåíèÿ. Òàê êàê âèíòîâîé ïîäõîä îïåðèðóåò 
ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè áîëåå âûñîêîãî 
ïîðÿäêà, ÷åì îáû÷íûå âåêòîðû, òî â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü îáîáùåíèÿ 
è ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò, íå ïðèáåãàÿ ê ñëîæíûì 
âûêëàäêàì. Ðîäîíà÷àëüíèêîì òåîðèè âèíòîâ 
ÿâëÿåòñÿ Ð. Áîëë [4]. Ïåðâûì òåîðèþ âèíòîâ 
â òåîðèè ìåõàíèçìîâ ïðèìåíèë Ô.Ì. Äèìåíò-

áåðã [5, 6]. Àêòóàëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåîðèè 
âèíòîâ è âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîñòîÿííî 
ðàñòåò, ïîñêîëüêó ñõåìû ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì 
ðîáîòîâ âñå áîëåå óñëîæíÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, 
ìàíèïóëÿòîðû, âûïîëíÿþùèå ñôåðè÷åñêèå äâè-
æåíèÿ, ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íà îñíîâå ðàçíûõ 
êîíñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé, îäíàêî âñå îíè îáëà-
äàþò îäíèì ñâîéñòâîì – èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
ñõåìàìè, â êîòîðûõ îñè êèíåìàòè÷åñêèõ ïàð 
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò 
çàìêíóòîé òðåõ÷ëåííîé ãðóïïå âèíòîâ [5, 6]. 

Ñôåðè÷åñêèå ìàíèïóëÿòîðû ïðèìåíÿþòñÿ 
â óñòðîéñòâàõ äëÿ îðèåíòèðîâàíèÿ àíòåíí, òå-
ëåñêîïîâ, â èñïûòàòåëüíûõ ñòåíäàõ [7–9]. 

Öåëåñîîáðàçíî ðàñïðîñòðàíèòü ìåòîä âèí-
òîâîãî èñ÷èñëåíèÿ íà âåñü øèðîêèé êëàññ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ñôåðè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
óðàâíåíèé ñâÿçåé ïîçâîëèë ðåøèòü çàäà÷ó 
î ñêîðîñòÿõ ñôåðè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà [10], 
îäíàêî ïðè îïðåäåëåíèè åãî îñîáûõ ïîëîæå-
íèé ýòîò ðàñ÷åò âûçûâàåò çàòðóäíåíèÿ. Âñëåä-
ñòâèå ýòîãî ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ðàçâèòèÿ 
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âèíòîâîãî ïîäõîäà, êîòîðûé åùå íåäîñòàòî÷íî 
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàíèïóëÿòîðîâ äàííîãî òèïà. 
Â ÷àñòíîñòè, íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíà ïðèìå-
íèìîñòü ýòîãî ïîäõîäà äëÿ àíàëèçà êèíåìàòèêè 
è îñîáûõ ïîëîæåíèé. Ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà 
ïîçâîëèò áîëåå ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è, 
ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèîíàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè 
óñòðîéñòâ ýòîãî òèïà. Äàííàÿ ðàáîòà ïðèçâàíà 
ñïîñîáñòâîâàòü ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû. Çäåñü 
ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ 
èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñôåðè÷åñêîãî ìåõàíèçìà 
ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, äàíû àëãîðèòìû ðå-
øåíèÿ çàäà÷ î ñêîðîñòÿõ è îñîáûõ ïîëîæåíèÿõ. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
Ñôåðè÷åñêèå ìàíèïóëÿòîðû ïàðàëëåëüíîé 

ñòðóêòóðû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ 
îðèåíòèðóþùèõ äâèæåíèé ðàáî÷åãî îðãàíà. 

Íà ðèñóíêå 1, à ïðåäñòàâëåí ñôåðè÷åñêèé 
ìàíèïóëÿòîð ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû [7], 
ñîñòîÿùèé èç òðåõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé 
ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè ïàð, âûõîäíîå çâåíî 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùàþùóþñÿ âîêðóã òðåõ 
îñåé ïëàòôîðìó. Äðóãîé ïðîñòðàíñòâåííûé 
ñôåðè÷åñêèé ìåõàíèçì [1] (ðèñ. 1, á) ñ òðåìÿ 
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîñòîèò èç îñíîâàíèÿ, âû-
õîäíîãî çâåíà, òðåõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé 
ñ ñîâïàäàþùèìè îñÿìè ïðèâîäíûõ è íåïðèâî-
äíûõ ïàð ðàçëè÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé, 
÷òî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷ î ïîëîæåíèÿõ, íî 
óñëîæíÿåò êîíñòðóêöèþ. Ñõåìû ñôåðè÷åñêèõ 
ìåõàíèçìîâ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ìàíè-
ïóëÿòîðîâ áîëåå ñëîæíîé êîíñòðóêöèè, íàïðè-
ìåð ñ øåñòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ðèñ. 1, â) [8]. 
Àíàëèç âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé çâåíüåâ òàêèõ 
ìàíèïóëÿòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ñôåðè÷åñêèì ìåõà-
íèçìàì. 

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñôåðè-
÷åñêèé ìàíèïóëÿòîð ÷àñòíîãî âèäà (ðèñ. 2), 
â êîòîðîì óãëû ìåæäó îñÿìè ñîñåäíèõ êèíåìà-
òè÷åñêèõ ïàð ñîñòàâëÿþò 90°. Ýòî ðàñïîëîæåíèå 
êèíåìàòè÷åñêèõ ïàð èìååò áîëüøîé ïðàêòè÷å-
ñêèé ñìûñë, òàê êàê äëÿ òàêîãî ìåõàíèçìà óïðî-
ùàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêîðîñòÿõ è ïîëîæå-
íèÿõ, è òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü 
ñòðóêòóðó. Êðîìå òîãî, ê ïîäîáíîé ðàñ÷åòíîé 
ñõåìå îòíîñèòñÿ åùå öåëûé ðÿä ìàíèïóëÿòîðîâ 
[9], èìåþùèõ äðóãóþ êîíñòðóêòèâíóþ ñõåìó.

Êàæäîå âõîäíîå çâåíî öåïè ñîåäèíåíî ñ äâè-
ãàòåëåì. Âûõîäíîå çâåíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ïëàòôîðìó, êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã òðåõ 
îñåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå Î. Âûõîäíûìè 

à

á

â

Ðèñ. 1. Ñôåðè÷åñêèå ìàíèïóëÿòîðû ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû: à – ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû 

è ïåðåñåêàþùèìèñÿ îñÿìè; á –  ñ òðåìÿ ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû è ñîâïàäàþùèìè îñÿìè øàðíèðîâ 
ðàçëè÷íûõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé; â – ñ øåñòüþ 

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
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êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ óãëû ïîâîðîòà ïëàò-
ôîðìû α, β, γ âîêðóã îñåé x, y, z ñîîòâåòñòâåí-
íî. Îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ 
óãëû ϕ

11
, ϕ

21
, ϕ

31
 – ñîîòâåòñòâåííî óãëû ïîâî-

ðîòà âõîäíûõ çâåíüåâ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé 
êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé. 

Â äàííîé ðàáîòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòåé âõîäíûõ è âûõîäíûõ çâåíüåâ ìà-
íèïóëÿòîðà è åãî îñîáûõ ïîëîæåíèé. Èñõîäíû-
ìè äàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ âõîäíûõ èëè 
âûõîäíûõ çâåíüåâ ìàíèïóëÿòîðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêîðîñòÿõ âèíòîâûì 
ìåòîäîì íåîáõîäèìî íàéòè ñèëîâûå è êèíåìà-
òè÷åñêèå âèíòû äëÿ êàæäîé èç êèíåìàòè÷åñêèõ 
öåïåé è îïðåäåëèòü èõ îòíîñèòåëüíûé ìîìåíò. 
Ñîñòàâëåííàÿ èç îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîâ ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ðåøèòü ïðÿìóþ 
çàäà÷ó î ñêîðîñòÿõ, ò.å. îïðåäåëèòü ñêîðîñòè 
âûõîäíûõ çâåíüåâ ïðè èçâåñòíûõ ñêîðîñòÿõ 
âõîäíûõ çâåíüåâ, è îáðàòíóþ çàäà÷ó, à òàêæå 
âûÿâèòü óñëîâèÿ ïîÿâëåíèÿ îñîáûõ ïîëîæåíèé 
ìàíèïóëÿòîðà. 

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 
î ñêîðîñòÿõ ìåòîäîì âèíòîâîãî 
èñ÷èñëåíèÿ
Ïîä îáðàòíîé çàäà÷åé ïîíèìàåòñÿ îïðåäå-

ëåíèå ñêîðîñòåé çâåíüåâ âõîäíîãî çâåíà ïðè 
èçâåñòíûõ ñêîðîñòÿõ âûõîäíîãî çâåíà. Äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ñêîðîñòåé è îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ 
ïîëîæåíèé ìàíèïóëÿòîðà íåîáõîäèìî ðåøèòü 
çàäà÷ó î ïîëîæåíèÿõ, ò.å. çàäàòü óãëû ïîâîðî-
òà âûõîäíîãî çâåíà è ïî íèì îïðåäåëèòü ïîëî-
æåíèÿ âõîäíûõ çâåíüåâ ϕ

11
, ϕ

12
, ϕ

21
, ϕ

22
, ϕ

31
, ϕ

32
. 

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðåíî â ðàáîòå 
[10].

Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæåíèþ âûõîäíîãî çâåíà 
α=1 ðàä, β=1 ðàä, γ=1 ðàä ñîîòâåòñòâóþò óãëû 
ïîâîðîòà âõîäíûõ çâåíüåâ: ϕ

11
=0,242 ðàä; 

ϕ
12

=1,265 ðàä; ϕ
21

=1,237 ðàä; ϕ
22

=0,472 ðàä; 
ϕ

31
=0,081 ðàä; ϕ

32
=0,472 ðàä. Ïîëîæåíèå âûõîä-

íîãî çâåíà çàäàíî òàêîå æå, êàê è ïðè ðåøåíèè 
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì óðàâíåíèé ñâÿçåé [10]. 

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ, 
ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü âûõîäíî-
ãî çâåíà ðàâíà ñóììå óãëîâûõ ñêîðîñòåé øàð-
íèðîâ çâåíüåâ îäíîé öåïè. Äëÿ ïåðâîé êèíåìà-
òè÷åñêîé öåïè ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ:

         11 11 12 12 13 13x x x xω = ω + ω + ω ;

         11 11 12 12 13 13y y y yω = ω + ω + ω ;         (1)

         11 11 12 12 13 13z z z zω = ω + ω + ω ,
ãäå ω

x
, ω

y
, ω

z
 – ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè âûõîä-

íîãî çâåíà íà îñè x, y, z; ω
11

, ω
12

, ω
13

 – óãëîâûå 
ñêîðîñòè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî øàðíèðîâ 
ïåðâîé öåïè ñîîòâåòñòâåííî; (x

11
, y

11
, z

11
) – ïëþê-

êåðîâû êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
11

, ðàñ-
ïîëîæåííîãî âäîëü îñè ïåðâîé ïàðû; (x

12
, y

12
, 

z
12

) – ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåê-
òîðà e

12
, îïðåäåëÿåìûå ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû 

ïîâîðîòà âîêðóã îñè Îx íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, 
ðàñïîëîæåííîãî âäîëü îñè âòîðîé ïàðû â åå íà-
÷àëüíîì ïîëîæåíèè; (x

13
, y

13
, z

13
) – ïëþêêåðîâû 

êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
13

, îïðåäå-
ëÿåìûå  ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðîòà âû-
õîäíîãî çâåíà íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðàñïîëî-
æåííîãî âäîëü îñè òðåòüåé ïàðû â åå íà÷àëüíîì 
ïîëîæåíèè (çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò 
ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè).

Çàäàäèì óãëîâûå ñêîðîñòè âûõîäíîãî çâåíà, 
òàêèå æå, êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïðåäåëå-
íèÿ ñêîðîñòåé äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèé 
ñâÿçè [10]: ω

x
=1 ðàä/c, ω

y
=1 ðàä/c, ω

z
=1 ðàä/c, 

è ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýòèõ ñêîðîñòåé 
âõîäíûõ çâåíüåâ.

Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ ñêî-
ðîñòåé (1) ïðåîáðàçóåì ê ìàòðè÷íîé ôîðìå:

    

,

èç êîòîðîé, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Êðàìåðà, îïðå-
äåëÿåì ñêîðîñòè øàðíèðîâ â êèíåìàòè÷åñêîé 
öåïè. Ñîîòâåòñòâåííî óãëîâûå ñêîðîñòè øàðíè-
ðîâ áóäóò ðàâíû:              

Ðèñ. 2. Êèíåìàòè÷åñêàÿ ñõåìà ñôåðè÷åñêîãî 
ìàíèïóëÿòîðà
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  ω
11

=1,316 ðàä/c, ω
12

=1,21 ðàä/c, ω
13

=2,43 ðàä/c.
Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé äëÿ âòîðîé  

êèíåìàòè÷åñêîé öåïè: 

          21 21 22 22 23 23x x x xω = ω + ω + ω ;

          21 21 22 22 23 23y y y yω = ω + ω + ω ;
      

(2)

          21 21 22 22 23 23z z z zω = ω + ω + ω ,
ãäå ω

21
, ω

22
, ω

23
 – óãëîâûå ñêîðîñòè ñîîòâåò-

ñòâåííî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî øàðíèðîâ 
âòîðîé öåïè; (x

21
, y

21
, z

21
) – ïëþêêåðîâû êîîðäè-

íàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
21

, ðàñïîëîæåííîãî 
âäîëü îñè ïåðâîé ïàðû; (x

22
, y

22
, z

22
) – ïëþêêå-

ðîâû êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
22

, îïðå-
äåëÿåìûå ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðîòà 
âîêðóã îñè Oy íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðàñïîëî-
æåííîãî âäîëü îñè âòîðîé ïàðû â åå íà÷àëüíîì 
ïîëîæåíèè; (x

23
, y

23
, z

23
) – ïëþêêåðîâû êîîð-

äèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
23

, îïðåäåëÿåìûå 
ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðîòà âûõîäíîãî 
çâåíà íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðàñïîëîæåííîãî 
âäîëü îñè òðåòüåé ïàðû â åå íà÷àëüíîì ïîëîæå-
íèè (çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò ïðèâå-
äåíû â Ïðèëîæåíèè).

Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ ñêî-
ðîñòåé ïðåîáðàçóåì ê ìàòðè÷íîé ôîðìå

          

21

21

1 0 cos cos
0 cos cos sin
0 sin sin

x

y

z

ω γ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω = ϕ β γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω ϕ − β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì 
ω

21
=1,312 ðàä/c; ω

22
=1,274 ðàä/c; ω

23
=–0,785 ðàä/c.

Äëÿ òðåòüåé  êèíåìàòè÷åñêîé öåïè óðàâíå-
íèÿ ñêîðîñòåé áóäóò ñëåäóþùèå:

          31 31 32 32 33 33x x x xω = ω + ω + ω ;

          31 31 32 32 33 33y y y yω = ω + ω + ω ;       (3)

          31 31 32 32 33 33z z z zω = ω + ω + ω ,
ãäå ω

31
, ω

32
, ω

33
 – óãëîâûå ñêîðîñòè ñîîòâåò-

ñòâåííî ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî øàðíè-
ðîâ òðåòüåé öåïè; (x

31
, y

31
, z

31
) – ïëþêêåðîâû 

êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
31

, ðàñïî-
ëîæåííîãî âäîëü îñè ïåðâîé ïàðû; (x

32
, y

32
, 

z
32

) – ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåê-
òîðà e

32
, îïðåäåëÿåìûå ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû 

ïîâîðîòà âîêðóã îñè Oz íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, 
ðàñïîëîæåííîãî âäîëü îñè âòîðîé ïàðû â åå íà-
÷àëüíîì ïîëîæåíèè; (x

33
, y

33
, z

33
) – ïëþêêåðîâû 

êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e
33

, îïðåäåëÿå-
ìûå ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðîòà âûõîä-
íîãî çâåíà íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðàñïîëîæåí-
íîãî âäîëü îñè òðåòüåé ïàðû â åå íà÷àëüíîì 
ïîëîæåíèè (çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò 

ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè).
Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ ñêî-

ðîñòåé ïðåîáðàçóåì ê ìàòðè÷íîé ôîðìå:

31

31

0 cos cos sin sin cos sin
0 sin cos cos sin sin sin
1 0 cos sin

x

y

z

ω ϕ γ β α − α γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω = ϕ α γ + α β γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω − β α⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì 
ω

31
=0,532 ðàä/c; ω

32
=1,078 ðàä/c; ω

33
=1,029 ðàä/c. 

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû ñêîðîñòè âõîä-
íûõ çâåíüåâ ñôåðè÷åñêîãî ìàíèïóëÿòîðà.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è 
î ñêîðîñòÿõ ìåòîäîì 
âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ
Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ 

îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè âûõîäíîãî çâåíà ïðè 
èçâåñòíûõ  ñêîðîñòÿõ âõîäíîãî çâåíà. Ïðè 
ðàññìîòðåíèè  ïðÿìîé çàäà÷è î ñêîðîñòÿõ íå-
îáõîäèìî îïðåäåëèòü ñèëîâûå è êèíåìàòè÷å-
ñêèå âèíòû [3]. Ñèëîâîé âèíò R

i
 ñ êîîðäèíàòà-

ìè 0 0 0( , , , , , )ix iy iz ix iy izr r r r r r  ïåðïåíäèêóëÿðåí äâóì 
îðòàì îñåé e

i2
, e

i3
 íåïðèâîäíûõ ïàð. Ýòîò âèíò 

R
i
 óðàâíîâåøåí ñîâîêóïíîñòüþ âèíòîâ – ðåàê-

öèé â ïàðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îðòàì e
i2
, e

i3
. 

Îòíîñèòåëüíûé ìîìåíò mom(R
i
, Ω

i
) – 

ñóììà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé  âåêòîðà ïåð-
âîãî âèíòà íà ìîìåíò âòîðîãî îòíîñèòåëüíî 
íåêîòîðîé òî÷êè è âåêòîðà âòîðîãî âèíòà íà 
ìîìåíò ïåðâîãî îòíîñèòåëüíî òîé æå òî÷êè,  
ãäå Ω

i
 – êèíåìàòè÷åñêèé âèíò âûõîäíîãî çâåíà 

ñ êîîðäèíàòàìè (V
x 
, V

y 
, V

z 
, ω

x 
, ω

y 
, ω

z
), à V

x
, V

y
, 

V
z
  – ëèíåéíûå ñêîðîñòè âûõîäíîãî çâåíà, ì/ñ.
Êèíåìàòè÷åñêèé âèíò âûõîäíîãî çâåíà ðàâåí 

ñóììå êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ çâåíüåâ öåïè 
Ω

i
 = Ω

i1
 + Ω

i2
 + Ω

i3
, ãäå Ω

i1
, Ω

i2
, Ω

i3
 – êèíåìà-

òè÷åñêèå âèíòû ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî 
çâåíüåâ ñ êîîðäèíàòàìè 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1( , , , , , )i i i i i i ix y z x y z ω , 
0 0 0

2 2 2 2 2 2 2( , , , , , )i i i i i i ix y z x y z ω , 
0 0 0

3 3 3 3 3 3 3( , , , , , )i i i i i i ix y z x y z ω  ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà mom(R

i
, Ω

i
)= mom(R

i
, Ω

i1
+R

i
, Ω

i2
+

+R
i
, Ω

i3
).

Ïîñêîëüêó ñèëîâîé âèíò ïåðïåíäèêóëÿðåí 
îðòàì íåïðèâîäíûõ ïàð, òî îòíîñèòåëüíûå 
ìîìåíòû mom(R

i
, Ω

i2
)=0 è mom(R

i
, Ω

i3
)=0. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî çàïèñàòü, ÷òî 
mom(R

i
, Ω

i
)=mom(R

i
, Ω

i1
). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ 

êîîðäèíàò ñèëîâûõ è êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ, 
ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ìîìåíòîâ:

      
0 0 0mom( )R , i i x ix y iy z izr r rΩ = ω + ω + ω ;

      
0 0 0

1 1 1 1 1 1mom( ) ( )R , i i i i ix i iy i i zx r y r z rΩ = ω + + ,
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ãäå (x
i1
, y

i1
, z

i1
) – ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû åäè-

íè÷íûõ âåêòîðîâ e
i1
, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü îñåé 

ïåðâûõ ïàð;  – ìîìåíòíàÿ ÷àñòü ñèëîâîãî 
âèíòà ñ êîîðäèíàòàìè 0 0 0

1 1 1, ,x y zr r r .
Ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ òðåõ êèíå-

ìàòè÷åñêèõ öåïåé:

0 0 0 0 0 0
1 1 1 11 11 1 11 1 11 1( )x x y y z z x y zr r r x r y r z rω + ω + ω = ω + + ;

0 0 0 0 0 0
2 2 2 21 21 2 21 2 21 2( )x x y y z z x y zr r r x r y r z rω + ω + ω = ω + + ;  

0 0 0 0 0 0
3 3 3 31 31 3 31 3 31 3( )x x y y z z x y zr r r x r y r z rω + ω + ω = ω + + .

(4)
Äëÿ ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè êîîðäèíà-

òû ìîìåíòíîé ÷àñòè ñèëîâîãî âèíòà áóäóò ðàñ-
ñ÷èòàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

.
Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò åäèíè÷íûõ 

âåêòîðîâ, ïîëó÷èì ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû ñè-
ëîâîãî âèíòà:

      
0

1 0,301xr = ; 0
1 0,229yr = ; 0

1 0,926zr = − .
Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé 

êîîðäèíàòû ìîìåíòíîé ÷àñòè  ñèëîâûõ âèíòîâ 
0

2r  è 0
3r îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî:

 

,

.
Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò áóäóò 

ðàâíû:

    
0

2 0,149xr = − ,  0
2 0,889yr = , 0

2 0,430zr = ,

    
0

3 0,037xr = , 0
3 0,454yr = − , 0

3 0,891zr = .
Çàäàäèì çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé âõîä-

íûõ çâåíüåâ, ïîëó÷åííûå ðàíåå ω
11

=1,316 ðàä/c, 
ω

21
=1,312 ðàä/c, ω

31
=0,532 ðàä/c. Ïîäñòàâèâ íàé-

äåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ìîìåíòíîé ÷àñòè 
ñèëîâûõ âèíòîâ â óðàâíåíèÿ (4), ïîëó÷àåì çíà-
÷åíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé âûõîäíûõ çâåíüåâ: 

      ω
x
=1 ðàä/c, ω

y
=1 ðàä/c, ω

z
=1 ðàä/c. 

Ïîëó÷åííûå âèíòîâûì èñ÷èñëåíèåì çíà÷å-

íèÿ ñêîðîñòåé ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ïî-
ëó÷åííûìè äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèé 
ñâÿçåé [10], ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíî-
ñòè ðàñ÷åòîâ.

Ðåøåíèå çàäà÷è îá îñîáûõ 
ïîëîæåíèÿõ ìåòîäîì âèíòîâîãî 
èñ÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîé èç
êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñîáîãî ïîëîæåíèÿ 

â ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè ïîäñòàâèì 
â óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé (1) ïëþêêåðîâû êîîð-
äèíàòû (x

13
, y

13
, z

13
)′ åäèíè÷íîãî âåêòîðà e

13
, 

îïðåäåëÿåìûå ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðî-
òà âûõîäíîãî çâåíà âîêðóã ïåðâîé îñè – îñè Ox, 
çàòåì âòîðîé îñè – îñè Oy íà êîîðäèíàòû âåê-
òîðà, ðàñïîëîæåííîãî âäîëü îñè òðåòüåé ïàðû 
â åå íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè (çíà÷åíèÿ ïëþêêåðî-
âûõ êîîðäèíàò ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè).

Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ (1) 
ïðåîáðàçóåì ê ìàòðè÷íîé ôîðìå:

      
.

Íàéäåì çíà÷åíèå óãëà ϕ
12

, ïðè êîòîðîì îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. 
Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå çàâèñèò îò óãëà ϕ

11
, 

à îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ϕ
12

. Îïðåäåëèòåëü ðàâåí 
íóëþ ïðè ϕ

12
=90° è ϕ

12
=180°, â ýòèõ ñëó÷àÿõ 

ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé öåïåé 
ñîâïàäàþò (ðèñ. 3).

Îñîáîå ïîëîæåíèå ìåõàíèçìà îïðåäåëÿåòñÿ 
ïîòåðåé ñòåïåíè ñâîáîäû, òàê êàê òðè êèíåìà-
òè÷åñêèå ïàðû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè – âñå 
âðàùåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü âîêðóã îñè, ëåæà-
ùåé â îäíîé ïëîñêîñòè, à âñå âðàùåíèÿ âîêðóã 
îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ýòîé ïëîñêîñòè, íå-
âîçìîæíû.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñîáûå ïîëî-

Ðèñ. 3. Îñîáîå ïîëîæåíèå 
â ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè
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æåíèÿ äëÿ âòîðîé è òðåòüåé êèíåìàòè÷åñêèõ 
öåïåé. 

Äëÿ âòîðîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè ïîäñòàâèì 
â óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé (2) ïëþêêåðîâû êîîð-
äèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà e

23
, îáîçíà÷èâ èõ 

(x
23

, y
23

, z
23

)′. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ìàòðèöû ïîâîðîòà âûõîäíîãî çâåíà âîêðóã 
ïåðâîé îñè – îñè Oy, çàòåì âòîðîé îñè – îñè Oz 
íà êîîðäèíàòû âåêòîðà, ðàñïîëîæåííîãî âäîëü 
îñè òðåòüåé ïàðû â åå íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè 
(çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò ïðèâåäåíû 
â Ïðèëîæåíèè).

Ïðåîáðàçóåì êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ (1) 
ê ìàòðè÷íîé ôîðìå:

      

.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå çàâèñèò îò 
óãëà ϕ

21
, à îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ϕ

22
. Îïðåäå-

ëèòåëü ðàâåí íóëþ ïðè ϕ
22

=90° è ϕ
22

=180°, 
â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ïåðâîé 
è âòîðîé öåïåé ñîâïàäàþò.

Äëÿ òðåòüåé  êèíåìàòè÷åñêîé öåïè ïîäñòà-
âèì â óðàâíåíèå (3) ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû 
(x

33
, y

33
, z

33
)′ åäèíè÷íîãî âåêòîðà e

33
. Îíè îïðå-

äåëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû ïîâîðîòà 
âûõîäíîãî çâåíà âîêðóã ïåðâîé îñè – îñè Oz, 
çàòåì âòîðîé îñè – îñè Ox íà êîîðäèíàòû âåê-
òîðà, ðàñïîëîæåííîãî âäîëü îñè òðåòüåé ïàðû â 
åå íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè (çíà÷åíèÿ ïëþêêåðî-
âûõ êîîðäèíàò ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè).

Êîîðäèíàòû â óðàâíåíèÿõ ñêîðîñòåé çàïè-
øåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

       

.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû íå çàâèñèò îò 
óãëà ϕ

31
, à îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ϕ

32
. Îïðåäå-

ëèòåëü ðàâåí íóëþ ïðè ϕ
32

=90° è ϕ
32

=180°, 
â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ ïåðâîé 
è âòîðîé öåïåé ñîâïàäàþò.

Ðåøåíèå çàäà÷è îá îñîáûõ 
ïîëîæåíèÿõ ìåòîäîì âèíòîâîãî 
èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ìåõàíèçìà â öåëîì
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ ïîëîæåíèé ìåõà-

íèçìà â öåëîì íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñèñòåìó 
óðàâíåíèé (4) äëÿ òðåõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé.

Äëÿ ïåðâîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè êîîðäèíà-
òû ìîìåíòíîé ÷àñòè ñèëîâîãî âèíòà èìåþò ñëå-

äóþùèå çíà÷åíèÿ:

          
0

1 12cosxr = ϕ ; 0
1 11 12sin sinyr = ϕ ϕ ;

                     0
1 11 12cos sinzr = ϕ ϕ .

Äëÿ âòîðîé è òðåòüåé êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé 
ìîìåíòíûå ÷àñòè  êîîðäèíàò ñèëîâûõ âèíòîâ 
îïðåäåëÿþòñÿ:

     
0

2 21 22cos sinxr = − ϕ ϕ ; 0
2 22cosyr = − ϕ ;

                    0
2 21 22sin sinzr = − ϕ ϕ ;

0
3 31 32sin sinxr = − ϕ ϕ ; 0

3 31 32cos sinyr = ϕ ϕ ; 

                            0
3 32coszr = ϕ .

Ñîñòàâèì ìàòðèöó R èç ìîìåíòíîé ÷àñòè 
ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò ñèëîâûõ âèíòîâ (ïðè-
âåäåíà â Ïðèëîæåíèè).

Ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïëþêêåðîâûõ êî-
îðäèíàò âûðîæäàåòñÿ, ò.å. îïðåäåëèòåëü ìàòðè-
öû ðàâåí íóëþ ïðè ñëåäóþùèõ êîìáèíàöèÿõ 
çíà÷åíèé óãëîâ:

1)  ϕ
12

=0°, ϕ
22

=90°, ϕ
32

=90°;
2)  ϕ

12
=0°, ϕ

22
=90°, ϕ

32
=0°;

3) ϕ
12

=0°, ϕ
22

=0°, ϕ
32

=90°;
4) ϕ

12
=90°, ϕ

22
=0°, ϕ

32
=90°;

5) ϕ
12

=90°, ϕ
22

=90°, ϕ
32

=0°.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òàêèì ïîëîæåíèÿì, â êî-

òîðûõ ïëîñêîñòè èìåþò õîòÿ áû äâå ïàðàëëåëü-
íûå íîðìàëè (ðèñ. 4).

Ïîòåðÿ óïðàâëÿåìîñòè ìàíèïóëÿòîðà îïðåäå-
ëÿåòñÿ òåì, ÷òî òðè ñèëîâûõ âèíòà ñòàëè êîìïëà-
íàðíûìè, ò.å. ïàðàëëåëüíûìè îäíîé ïëîñêîñòè, 
è âðàùåíèå âîêðóã âåêòîðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 
ê ñèëîâûì âèíòàì, ñòàíîâèòñÿ íåóïðàâëÿåìûì.

Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ðàçâèòèå 

òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ âèíòîâîãî èñ-

Ðèñ. 4. Îñîáîå ïîëîæåíèå ñôåðè÷åñêîãî 
ìàíèïóëÿòîðà
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÷èñëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îá-
ðàòíîé çàäà÷ î ñêîðîñòÿõ è îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ 
ïîëîæåíèé ìàíèïóëÿòîðà. Ïðè ýòîì îïðåäåëå-
íû ñèëîâûå âèíòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå îðòàì 
îñåé íåïðèâîäíûõ ïàð, êàæäîé èç êèíåìàòè÷å-
ñêèõ öåïåé. 

Íà îñíîâå íàéäåííûõ ñèëîâûõ âèíòîâ ñîñòàâ-
ëåíû óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå ñêîðîñòè ñôåðè-
÷åñêîãî ìåõàíèçìà ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû. 

Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ïîòåðÿ óïðàâëÿå-
ìîñòè îáóñëîâëåíà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ 
ñèñòåìû ñèëîâûõ âèíòîâ, à ïîòåðÿ îäíîé èëè 
íåñêîëüêèõ ñòåïåíåé ïîäâèæíîñòè ñâÿçàíà 
ñ âûðîæäåíèåì ñèñòåì êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ 
ñîåäèíèòåëüíûõ öåïåé. 

Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà 
àïïàðàòå âèíòîâîãî èñ÷èñëåíèÿ, ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïà-
ðàìåòðîâ ìàíèïóëÿòîðîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû òàêæå 
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ àíàëèçà ôóíêöèî-
íàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìàíèïóëÿòîðîâ.
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11

11

11

1
0
0

x
y
z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   
12

12 11 11 11

12 11 11 11

1 0 0 0 0 0
0 cos sin 1 cos 0,971
0 sin cos 0 sin 0,24

x
y
z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ϕ − ϕ ⋅ = ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

( )
13

13

13

0 sin sin cos cos sin 0,954
0 cos sin sin cos sin 0,072
1 cos cos 0,292

À

x
y
z

α γ + α γ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = α γ β − γ α = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟β α⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

cos cos cos sin sin cos sin sin sin cos cos sin
cos sin cos cos sin sin sin cos sin sin cos sin

sin cos sin cos cos

γ β γ β α − α γ α γ + α γ β⎛ ⎞
⎜ ⎟= β γ α γ + α β γ α γ β − γ α⎜ ⎟
⎜ ⎟− β β α β α⎝ ⎠

A ...

ãäå À – ìàòðèöà, îïèñûâàþùàÿ ïåðåõîä âûõîäíîãî çâåíà îò ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
ê íåïîäâèæíîé [10].

Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (2):

21

21

21

0
1
0

x
y
z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;   
22 21 21 21

22

22 21 21 21

cos 0 sin 0 sin 0,944
0 1 0 0 0 0

sin 0 cos 1 sin 0,327

x
y
z

ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

( )
23

23

23

1 cos cos 0,292
0 cos sin 0,454
0 sin 0,841

À

x
y
z

γ β⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = β γ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− β −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (3):

31

31

31

0
0
1

x
y
z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   
32 31 31 31

32 31 31 31

32

cos sin 0 1 cos 0,996
sin cos 0 0 sin 0,0809

0 0 1 0 0 0

x
y
z

ϕ − ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ϕ ϕ ⋅ = ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

;

( )
33

33

33

0 cos sin sin cos sin 0,072
1 cos cos sin sin sin 0,888
0 cos sin 0,455

À

x
y
z

γ β α − α γ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = α γ + α β γ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− β α⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (1):
/

13 12 12 12

13 11 11 12 11

13 11 11 12 12 11 12

1 0 0 cos 0 sin 0 sin
0 cos sin 0 1 0 0 cos sin
0 sin cos sin 0 cos 1 cos cos

x
y
z

ϕ − ϕ − ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ϕ − ϕ ⋅ ⋅ = − ϕ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (2):
/

23 21 21 22 22 22 21

23 22 22 22

23 21 21 22 21

cos 0 sin cos sin 0 1 cos cos
0 1 0 sin cos 0 0 sin

sin 0 cos 0 0 1 0 cos sin

x
y
z

ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ ϕ ϕ ⋅ = ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (3):
/

33 31 31 32 31

33 31 31 32 32 31 32

33 32 32 32

cos sin 0 1 0 0 0 cos sin
sin cos 0 0 cos sin 1 cos cos

0 0 1 sin cos 0 sin

x
y
z

ϕ − ϕ − ϕ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ϕ ϕ ⋅ ϕ − ϕ ⋅ = ϕ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

Ìàòðèöà ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò ñèëîâûõ âèíòîâ:
0 0 0

1 1 1 12 21 22 31 32
0 0 0

2 2 2 11 12 22 31 32
0 0 0

3 3 3 11 12 21 22 32

cos cos sin sin sin
sin sin cos cos sin
cos sin sin sin cos

x y z

x y y

x y z

r r r
r r r
r r r

⎛ ⎞ ϕ − ϕ ϕ − ϕ ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ϕ ϕ − ϕ ϕ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ϕ ϕ − ϕ ϕ ϕ⎝ ⎠⎝ ⎠

R .

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ
Çíà÷åíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò äëÿ óðàâíåíèÿ (1):


