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ÓÄÊ 534.1, ÓÄÊ 621.914

ÂËÈßÍÈÅ ÐÅÆÈÌÎÂ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÍÀ ÄÈÍÀÌÈÊÓ 
ÏÎÄÀÒËÈÂÎÃÎ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀ ÏÐÈ ÏËÎÑÊÎÌ 
ÔÐÅÇÅÐÎÂÀÍÈÈ

È.È. Èâàíîâ, È.À. Êèñåë â 

Ïðîâåäåí ðàñ÷åòíûé àíàëèç âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ îáðàáîòêè íà êîëåáàíèÿ 
ïîäàòëèâîãî èíñòðóìåíòà è êà÷åñòâî ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè ïðè ôðåçåðîâàíèè. 
Îïèñàí àëãîðèòì ó÷åòà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èíñòðóìåíòà ïðè 
ìîäåëèðîâàíèè ôðåçåðîâàíèÿ. Íà ïðèìåðå êîíöåâîé äâóçóáîé ôðåçû ÷èñëåííî 
ïîëó÷åíû è êà÷åñòâåííî îáúÿñíåíû îñíîâíûå êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû, âîçíèêàþùèå 
ïðè ôðåçåðîâàíèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà ôðåçåðîâàíèÿ, äåôîðìàöèÿ èíñòðóìåíòà.

Ââåäåíèå
Ôðåçåðîâàíèå — øèðîêî ðàñïðîñòðàíåí-

íûé â ìàøèíîñòðîåíèè ïðîöåññ ìåõàíè÷å-
ñêîé îáðàáîòêè, ïðèìåíÿåìûé ïðè ïðîèçâîä-
ñòâå äåòàëåé ñëîæíîé ôîðìû. Äëÿ ñíèæåíèÿ 
çàòðàò ïðîèçâîäñòâà íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå îáîðó-
äîâàíèåì ïàðàìåòðû îáðàáîòêè. Îäíàêî â ýòîì 
ñëó÷àå ÷àñòî âîçíèêàþò âûñîêîàìïëèòóäíûå 
âèáðàöèè èíñòðóìåíòà è çàãîòîâêè, ïðèâîäÿ-
ùèå ê ïîð÷å ôðåçû è îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõ-
íîñòè. Âèáðàöèè ïðè ðåçàíèè îáóñëîâëåíû 
âçàèìîäåéñòâèåì èíñòðóìåíòà è çàãîòîâêè ïðè 
ðåçàíèè.

Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûõ ðåæè-
ìîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ îáðàáîòêè ïðè ñîõðàíåíèè äîïóñòèìîãî 
óðîâíÿ âèáðàöèé, íåîáõîäèìû òåîðåòè÷åñêèå 
è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè 
ïðîöåññà ôðåçåðîâàíèÿ.

Áîëüøèíñòâîì èññëåäîâàòåëåé îñíîâíîé 
ïðè÷èíîé çíà÷èòåëüíîãî íàðàñòàíèÿ àìïëèòóä 
êîëåáàíèé ïðè ðåçàíèè ïðèçíàåòñÿ ìåõàíèçì 
«ðåçàíèÿ ïî ñëåäó» [1, 2]. Âèáðàöèè, âîçíè-
êàþùèå ïî òàêîìó ìåõàíèçìó, íîñÿò àâòîêî-
ëåáàòåëüíûé õàðàêòåð è íå ìîãóò áûòü ñìî-

äåëèðîâàíû áåç ó÷åòà íåëèíåéíîãî õàðàêòåðà 
çàâèñèìîñòè ñèë ðåçàíèÿ îò âçàèìíûõ ïåðåìå-
ùåíèé èíñòðóìåíòà è äåòàëè. 

Âîçíèêàþùèå ïðè îáðàáîòêå ðåçàíèåì ñèëû 
çàâèñÿò îò ñâîéñòâ îáðàáàòûâàåìîãî ìàòåðèà-
ëà, ðåæèìîâ îáðàáîòêè, ãåîìåòðèè èíñòðóìåí-
òà è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Êàê ïîêàçûâàþò èñ-
ñëåäîâàíèÿ [1, 2], íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà ñèëû 
ðåçàíèÿ îêàçûâàåò òîëùèíà ñðåçàåìîãî ñëîÿ. 
Ïîñëåäíÿÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ íå 
òîëüêî âçàèìíûì ïîëîæåíèåì èíñòðóìåíòà è 
îáðàáàòûâàåìîé äåòàëè â òåêóùèé ìîìåíò âðå-
ìåíè, íî è ïîâåðõíîñòüþ äåòàëè, ïîëó÷åííîé 
íà ïðåäûäóùèõ ïðîõîäàõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 
ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ íåîá-
õîäèìû ïðîãðàììíûå ìîäóëè, ìîäåëèðóþùèå 
âèáðàöèè èíñòðóìåíòà è äåòàëè ïîä äåéñòâèåì 
ïðèëîæåííûõ ñèë ðåçàíèÿ, à òàêæå ïðîãðàì-
ìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèë ðåçàíèÿ è èçìåíåíèÿ 
ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè îáðàáàòûâàåìîé ïî-
âåðõíîñòè ñ ó÷åòîì äåôîðìàöèé èíñòðóìåíòà 
è äåòàëè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëüøå ðàáîò [3, 4, 
5] îðèåíòèðîâàíî íà ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè-
êè ïðîöåññà ôðåçåðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñëîæíîé 
ïðîñòðàíñòâåííîé ãåîìåòðèè èíñòðóìåíòà 

© È.È. Èâàíîâ, È.À. Êèñåë â, 2014
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è äåòàëè, ñ îäíîé ñòîðîíû, è âëèÿíèÿ äåôîð-
ìàöèé çàãîòîâêè íà ñèëû ðåçàíèÿ – ñ äðóãîé. 
Îäíàêî âîïðîñ ó÷åòà äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ñòàíêà è èíñòðóìåíòà â ýòèõ ðàáîòàõ 
ðåøåí ëèøü ïðèáëèæåííî.

Â ïóáëèêàöèÿõ [6, 7] àâòîðàìè ïðåäñòàâ-
ëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñ ïðèåìëåìûìè 
âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè ó÷èòûâàòü äè-
íàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîäàòëèâîãî èí-
ñòðóìåíòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôðåçåðîâàíèÿ. 
Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñèë ðåçàíèÿ è èçìåíå-
íèÿ ïîâåðõíîñòè äåòàëè ïðè îáðàáîòêå ïðèâå-
äåíû â ðàáîòàõ [3, 4]. 

Â äàííîé ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðà-
áîòàííîãî àâòîðàìè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà 
ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ ðåæèìîâ îáðàáîòêè 
íà êîëåáàíèÿ êîíöåâîé äâóçóáîé ôðåçû è êà÷å-
ñòâî ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè äåòàëè ïðè ôðå-
çåðîâàíèè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â íåëèíåéíîé íå-
ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêå.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
Íà èíñòðóìåíò äåéñòâóþò ñèëû ðåçàíèÿ, çà-

âèñÿùèå îò òîëùèíû ñðåçàåìîãî ñëîÿ, êîòîðàÿ, 
â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì 
ïîëîæåíèåì ðåæóùèõ êðîìîê ôðåçû è îáðàáà-
òûâàåìîé ïîâåðõíîñòè äåòàëè, ïîñòðîåííîé ñ 
ó÷åòîì ðàíåå ñðåçàííîãî ìàòåðèàëà. Ôîðìè-
ðîâàíèå îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè è îïðåäå-
ëåíèå òîëùèíû ñðåçàåìîãî ñëîÿ âäîëü ðåæó-
ùèõ êðîìîê èíñòðóìåíòà â íàñòîÿùåé ðàáîòå 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà 
òðåõìåðíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
3MZBL [3, 4], ÿâëÿþùåãîñÿ ìîäèôèêàöèåé 
ìåòîäà áóôåðà ãëóáèíû. 

Äèíàìèêà äåôîðìèðîâàíèÿ èíñòðóìåíòà 
ìîäåëèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êî-
ëåáàíèé ôðåçû ïðîâîäèòñÿ ðåäóêöèÿ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîé ìîäåëè (ÊÝ-ìîäåëè) ìåòîäîì 
Ãàéàíà [8] â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå NASTRAN 
[6, 7]. Ñóòü ìåòîäà ðåäóêöèè ñîñòîèò â ñâåäå-
íèè ïîëíîé ÊÝ-ìîäåëè ôðåçû ê íåñêîëüêèì 
óçëàì íà îñè, íàçûâàåìûì óçëàìè êîíäåíñà-
öèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà â ðàáîòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ äâóçóáàÿ êîíöåâàÿ ôðåçà, ÊÝ-ìîäåëü 
êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Êàæäûé èç 
óçëîâ êîíäåíñàöèè èìååò 6 ñòåïåíåé ñâîáîäû 
(3 ïîñòóïàòåëüíûõ, 3 âðàùàòåëüíûõ) è ïîñðåä-
ñòâîì ìíîãîòî÷å÷íûõ ñâÿçåé êðåïèòñÿ ê óçëàì 
òðåõìåðíîé ÊÝ-ìîäåëè. Ðàçìåðíîñòü ïîëíîé 
ìîäåëè èíñòðóìåíòà – 3N, ãäå N – êîëè÷åñòâî 

óçëîâ (êàæäûé èç íèõ èìååò 3 ïîñòóïàòåëü-
íûå ñòåïåíè ñâîáîäû); ðàçìåðíîñòü ðåäóöèðî-
âàííîé ìîäåëè – 6N

cond
, ãäå N

cond
 – êîëè÷åñòâî 

óçëîâ êîíäåíñàöèè. 
Îáùèé àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 2. Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå 
ïðîâîäèòñÿ èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå ñèë ðåçà-
íèÿ ñ ó÷åòîì ïåðåìåùåíèé ôðåçû, âûçâàííûõ 
åå äåôîðìàöèåé ïîä äåéñòâèåì ñèë ðåçàíèÿ. 
Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå 
ñèë ðåçàíèÿ ïî òåêóùèì êîîðäèíàòàì òî÷åê 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåæóùèõ êðîìîê 
è îáðàáàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè, ïðèâåäåíèå 
ñèë ðåçàíèÿ ê óçëàì êîíäåíñàöèè, ðåøåíèå 
ðåäóöèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è è âîñ-
ñòàíîâëåíèå ïåðåìåùåíèé òî÷åê ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ìîäåëè ðåæóùèõ êðîìîê ïî ïåðåìåùå-
íèÿì óçëîâ êîíäåíñàöèè. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ 
ñèë ðåçàíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèçâîäèòñÿ 
îöåíêà èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñèë ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ïðåäûäóùåé èòåðàöèåé. Ïîñëå óäîâëåòâîðå-
íèÿ ðåøåíèÿ êðèòåðèþ ñõîäèìîñòè íà äàííîì 
âðåìåííîì øàãå ïðîèçâîäèòñÿ èçìåíåíèå îáðà-
áàòûâàåìîé ïîâåðõíîñòè ñ ó÷åòîì äåôîðìàöèè 
ôðåçû è ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé øàã, 
ñîïðîâîæäàþùèéñÿ ïåðåìåùåíèåì ïîäà÷è. 

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿ-
åò ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó èíñòðóìåíòà ïðè 
ôðåçåðîâàíèè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ äåôîðìàöèé 
ôðåçû íà ñèëû ðåçàíèÿ è ãåîìåòðèþ ïîëó÷àå-
ìîé ïîâåðõíîñòè. Ìîäåëü ñïîñîáíà âûÿâëÿòü 
àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû, îáóñëîâëåííûå 
ìåõàíèçìàìè êîîðäèíàòíîé ñâÿçè è «ðåçàíèÿ 
ïî ñëåäó».

Íà êàæäîé èòåðàöèè âðåìåííîãî øàãà íå-
îáõîäèìî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíà-
ìèêè ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè èíñòðóìåíòà. 
Ïðîâåäåíèå ðåøåíèÿ â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå 

Ðèñ. 1. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü (ÊÝ-ìîäåëü) 
äâóçóáîé êîíöåâîé ôðåçû
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êîîðäèíàò (ÑÊ) ñîïðÿæåíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ 
ðåãóëÿðíîãî ïîâîðîòà ìàòðèö æåñòêîñòè è 
ìàññ ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè ôðåçû. Â äàííîé 
ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé äèíàìèêè âî âðàùàþùåéñÿ ÑÊ.

Óðàâíåíèå äèíàìèêè â ìàòðè÷íîì âèäå â íå-
ïîäâèæíîé ÑÊ èìååò âèä:

[ ]{ }( ) [ ]{ } [ ]{ }0 0 0 0 0 0
d M u B u G u
dt

+ + +

[ ]{ } { }0 0 0K u F+ =  ,                                       
 (1)

ãäå [ ] [ ] [ ]0 0 0, ,M B K  – ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû 
ìàññ, äèññèïàöèè è æåñòêîñòè, çàïèñàííûå â 
íåïîäâèæíîé ÑÊ; [G

0
] – ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷å-

ñêèõ ñèë; {u
0
} – âåêòîð ïåðåìåùåíèé ðåäóöèðî-

âàííîé ìîäåëè è {F
0
} – âåêòîð ñèë â íåïîäâèæ-

íîé ÑÊ.
Ïåðåìåùåíèÿ óçëîâ ðåäóöèðîâàííîé 

ìîäåëè â íåïîäâèæíîé ÑÊ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç 
ïåðåìåùåíèÿ â ïîäâèæíîé:

                           { } [ ]{ }0u L u= ,                    (2)

ãäå {u} – âåêòîð ïåðåìåùåíèé ðåäóöèðîâàííîé 
ìîäåëè, çàïèñàííûé â ïîäâèæíîé ÑÊ; [L] – ìà-
òðèöà ïîâîðîòà. 

Âåêòîð ñèë ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òîìó æå 
çàêîíó:

                            { } [ ]{ }0F L F= ,                  (3)

ãäå { }F  - âåêòîð ñèë â ïîäâèæíîé ÑÊ.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö æåñòêîñòè, ìàññ è 
äåìïôèðîâàíèÿ ïðè ïîâîðîòå ÑÊ:

[ ] [ ][ ][ ]0
TK L K L= ;  [ ] [ ][ ][ ]0

TM L M L= ;

                      [ ] [ ][ ][ ]0
TB L B L= ,                   (4)

ãäå [M], [B], [K] — ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû 
ìàññ, äåìïôèðîâàíèÿ è æåñòêîñòè, çàïèñàííûå 
â ïîäâèæíîé ÑÊ.

Çàìåòèì, ÷òî: [ ] [ ][ ][ ] [ ]0
TG L G L G= = .

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2), (3), (4) â (1) ïîëó÷à-
åì:

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M u D u C u F+ + = ; 

;

 ,                                
(5)

ãäå [ ]'L  – ïðîèçâîäíàÿ ìàòðèöû ïîâîðîòà ïî 
óãëó; ω – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ôðåçû.

Ìàòðèöû [C], [D] âû÷èñëÿþòñÿ â íà÷àëå ðàñ-
÷åòà, îñòàâàÿñü çàòåì íåèçìåííûìè. ×èñëåííîå 
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (5) îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ïî íåÿâíîé ñõåìå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Ïàðàìåòðû ÷èñëåííîãî 
ýêñïåðèìåíòà 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî 

ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê ìîäåëè-

Ðèñ. 2. Àëãîðèòì ðàáîòû ïðîãðàììû ðàñ÷åòà äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

È.È. Èâàíîâ, È.À. Êèñåë â 

50
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2014, ¹ 3

ðîâàíèþ äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ, â íàñòîÿùåé 
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñ÷åò äèíàìèêè ïðî-
öåññà îáðàáîòêè æåñòêîé äåòàëè ïîäàòëèâîé 
äâóçóáîé êîíöåâîé ôðåçîé. Íà ðèñóíêå 3 ïðè-
âåäåíà ñõåìà ïðîöåññà ôðåçåðîâàíèÿ è ñèñòåìà 
êîîðäèíàò äåòàëè, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïåðåìåùåíèé è âèçóàëèçàöèè ìîäåëåé 
îáðàáîòàííûõ ïîâåðõíîñòåé â äàëüíåéøåì. 

Ïàðàìåòðû ôðåçû ñëåäóþùèå: äèàìåòð – 20 
ìì; äëèíà – 150 ìì; äëèíà ðåæóùåé ÷àñòè – 
100 ìì; êîëè÷åñòâî ðåæóùèõ êðîìîê – 2; óãîë 
íàêëîíà âèíòîâîé ðåæóùåé êðîìêè ê îñè âðà-
ùåíèÿ ñîñòàâëÿåò 300; ìàòåðèàë ôðåçû – ñòàëü; 
ðàäèàëüíàÿ ãëóáèíà ôðåçåðîâàíèÿ – 0,5 ìì; 
ìàòåðèàë çàãîòîâêè – àëþìèíèåâûé ñïëàâ. 

Ìàòðèöà äèññèïàöèè çàäàíà ïðîïîðöèî-
íàëüíîé ìàòðèöå æåñòêîñòè è îáåñïå÷èâàåò 
äåìïôèðîâàíèå â ðàçìåðå 1% îò êðèòè÷åñêî-
ãî íà ïåðâîé  ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé; 
ïåðâûå äâå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé: 
600 è 724 Ãö ñîîòâåòñòâåííî. 

Íà ðèñóíêå 4 ïðèâåäåíà ìîäåëü îáðàáîòàí-
íîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííîé áåç ó÷åòà äåôîð-
ìàöèé èíñòðóìåíòà.

Ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ 
ïðè èññëåäîâàíèè âèáðàöèé ôðåçû
Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ïî-

âåäåíèå âèáðàöèè èíñòðóìåíòà ïðè ôðåçåðîâà-
íèè, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ôðåçû. Äëÿ åå 
èññëåäîâàíèÿ ââåäåì áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð k:

                    k =  ,

ãäå ω – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ôðåçû, ñ-1; p
1
 – ïåðâàÿ 

ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ôðåçû, ñ-1; 
n

z
 = 2 – êîëè÷åñòâî ðåæóùèõ êðîìîê.
Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ãðàôè÷åñêî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ 
ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
k â ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ äèàãðàììà Ïóàíêàðå. Åå 
ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

1) íà äèàãðàììå Ïóàíêàðå ïî îñè àáñöèññ 
îòëîæåí èññëåäóåìûé ïàðàìåòð ïðîöåññà (ïà-
ðàìåòð k), ïî îñè îðäèíàò – ïåðåìåùåíèÿ;

2) ïåðâàÿ ïîëîâèíà èíòåðâàëà âðåìåíè, íà 
êîòîðîì ìîäåëèðóþòñÿ âèáðàöèè ôðåçû, îò-
áðàñûâàåòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó èíòå-
ðåñóþò òîëüêî óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ; 

3) íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ìîäåëèðîâàíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ âñå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè ïåðåìåùå-
íèÿ ôðåçû â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè u

z
;

4) â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýêñòðåìóìó íà 
äèàãðàììå ñòàâèòñÿ òî÷êà, îðäèíàòà êîòîðîé 
ðàâíà åãî âåëè÷èíå, à àáñöèññà – ïàðàìåòðó 
ïðîöåññà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ 
àìïëèòóä êîëåáàíèé èíñòðóìåíòà äîñòèãàþò 
íåäîïóñòèìî áîëüøèõ âåëè÷èí. Ðàñ÷åòíîå ïî-
ëó÷åíèå òàêèõ çíà÷åíèé îáóñëîâëåíî ëèíåéíî-
ñòüþ ìîäåëè ôðåçû, ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè 
íå ó÷èòûâàþòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëíûå âå-
ëè÷èíû àìïëèòóä íà äèàãðàììå Ïóàíêàðå íå 
îòêëàäûâàþòñÿ, à îãðàíè÷èâàþòñÿ 1 ìì. Åñëè 
ïðè íàðàñòàíèè âèáðàöèé ñèëû ðåçàíèÿ ïðåâû-
øàþò çàäàííûé ïîðîã (1000 Í), ðåøåíèå ïðå-
êðàùàåòñÿ, è íà äèàãðàììå îòêëàäûâàåòñÿ îäíà 
òî÷êà ñî çíà÷åíèåì àìïëèòóäû ðàâíîé 0.

Ïðè èññëåäîâàíèè âèáðàöèé âàæíî âûÿñ-
íèòü ôîðìó ïîëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè. Èñïîëü-
çóþòñÿ äâà ñïîñîáà åå ïðåäñòàâëåíèÿ:

- èçîáðàæåíèå òðåõìåðíîé ìîäåëè ïîâåðõ-
íîñòè, ïîëó÷àåìîé ïðè îáðàáîòêå äåòàëè;

- ïðîôèëü äåòàëè â ñðåäíåì åå ñå÷åíèè (â 
äàëüíåéøåì ïðîñòî ïðîôèëü).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ îáðàáîòêè:
- íà ìàëóþ îñåâóþ ãëóáèíó – ðåæåò ÷àñòü 

Ðèñ. 3. Ñõåìà ïðîöåññà ôðåçåðîâàíèÿ è ñèñòåìà 
êîîðäèíàò äåòàëè

Ðèñ. 4. Ìîäåëü îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè, 
ïîëó÷åííàÿ áåç ó÷åòà äåôîðìèðîâàíèÿ ôðåçû
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ôðåçû, ïðèëåãàþùàÿ ê åå êîíöó è èìåþùàÿ 
ïðîòÿæåííîñòü 5 ìì;

- íà áîëüøóþ îñåâóþ ãëóáèíó – ðåæåò ÷àñòü 
ôðåçû, ðàñïîëîæåííàÿ â èíòåðâàëå 50–90 ìì 
îò åå êîíöà (èëè â èíòåðâàëå 60–100 ìì îò çà-
êðåïëåíèÿ).

Ïîäà÷à â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòà ðàâíîé 
0,02 ìì/çóá.

Ôðåçåðîâàíèå 
íà ìàëóþ îñåâóþ ãëóáèíó
Äèàãðàììà Ïóàíêàðå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 

âñòðå÷íîìó ôðåçåðîâàíèþ íà ìàëóþ îñåâóþ 
ãëóáèíó, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.

Íà äèàãðàììå âèäíû îáëàñòè ïîâûøåííûõ 
àìïëèòóä êîëåáàíèé A ïðè k = 0,4…0,5; 0,8…0,9; 
1,25; 1,55; 1,7…1,8; 2,35…2,7; 2,95…3,5. Íàèáîëåå 
áëàãîïðèÿòíûìè ðåæèìàìè ïî êðèòåðèþ íàè-
ìåíüøèõ àìïëèòóä êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿþò-
ñÿ: k = 0,58; 1,0; 1,95.

Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü âåðòè-
êàëüíîãî ñìåùåíèÿ u

z
 îò âðåìåíè äëÿ ðåæèìà 

k=0. 
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî õàðàêòåð êîëåáàíèé 

ïðàêòè÷åñêè ìîíîãàðìîíè÷åñêèé, ÷òî ïîä-
òâåðæäàåòñÿ ñïåêòðîì ïåðåìåùåíèé, ïðèâå-
äåííûì íà ðèñ. 7 (p – ÷àñòîòà, À – àìïëèòóäà 

êîëåáàíèé; p
1
 = 600 Ãö – ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ 

÷àñòîòà êîëåáàíèé ôðåçû). Íà ðèñóíêå 8 ïðåä-
ñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ñèë ðåçàíèÿ F îò âðå-
ìåíè t â ñèñòåìå êîîðäèíàò ôðåçû. Âèäíî, ÷òî 
ðåçàíèå èìååò ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð, íà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäÿùèå ðåæóùèå êðîìêè 
äåéñòâóþò îäèíàêîâûå ñèëû. Â ñïåêòðå ñèë 
ðåçàíèÿ òàêæå ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ãàðìîíè-
êè, êðàòíûå ÷àñòîòå ïðîõîæäåíèÿ çóáüåâ. Â 
äàííîì ñëó÷àå ÷àñòîòà ïðîõîæäåíèÿ ðåæóùèõ 
êðîìîê èíñòðóìåíòà ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ñîá-
ñòâåííîé ÷àñòîòîé ôðåçû, êîòîðàÿ äîìèíèðóåò 
â ñïåêòðå. Êîëåáàíèÿ íîñÿò âûíóæäåííûé õà-
ðàêòåð.

Íà ðèñóíêå 9 ïðåäñòàâëåíà òðåõìåðíàÿ 
âèçóàëèçàöèÿ ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè è åå 
ðàçðåç â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è ôðåçû. 
Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî êà÷åñòâî ïîâåðõíîñòè 
ëèøü íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííî-
ãî ïðè ìîäåëèðîâàíèè áåç ó÷åòà ïîäàòëèâîñòè 
èíñòðóìåíòà. Îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ïîâåðõ-
íîñòè ââåðõ íà 0,014 ìì ìîæåò áûòü êîìïåíñè-
ðîâàíî ïðè çàäàíèè ìàðøðóòà îáðàáîòêè.

Íà ðèñóíêå 10 ïðèâåäåí ñïåêòð ïåðåìåùå-

Ðèñ. 5. Äèàãðàììà Ïóàíêàðå äëÿ ñëó÷àÿ îáðàáîòêè 
íà ìàëóþ îñåâóþ ãëóáèíó 5 ìì

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîãî ñìåùåíèÿ êîíöà 
ôðåçû îò âðåìåíè ïðè k = 1,0:

t – âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, u
z
 – âåðòèêàëüíîå ïåðå-

ìåùåíèå êîíöà ôðåçû

Ðèñ. 7. Ñïåêòð âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé êîíöà 
ôðåçû ïðè k = 1,0 

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòè îêðóæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèë 
ðåçàíèÿ F îò âðåìåíè, ïîëó÷åííûå â ÑÊ ôðåçû 

ïðè k = 1,0
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íèé â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè äëÿ ðåæèìà 
k=1,5 (ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ïðîõîæäåíèÿ 
çóáüåâ 400 Ãö).

Â ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 10 ñïåêòðå íàè-
áîëüøèå ïî àìïëèòóäå ñîñòàâëÿþùèå íà-
áëþäàþòñÿ íà ÷àñòîòå ïðîõîæäåíèÿ ðåæóùèõ 
êðîìîê è åå âòîðîé ãàðìîíèêå. Îäíàêî íàè-

áîëüøèé ïèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷àñòîòå 709 
Ãö, ðàñïîëîæåí âáëèçè âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷à-
ñòîòû. Âîçíèêíîâåíèå çíà÷èòåëüíûõ âèáðàöèé 
íà ÷àñòîòå âáëèçè ñîáñòâåííîé è íå ñîâïàäàþ-
ùåé ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèçíàêîâ âîçíèêíîâåíèÿ 
ðåãåíåðàòèâíûõ âèáðàöèé â ñèñòåìå, âîçáóæ-
äàåìûõ ïî ìåõàíèçìó «ðåçàíèÿ ïî ñëåäó» [2]. 
Íà ñïåêòðå òàêæå âèäíû ïèêè, óäàëåííûå íà 
÷àñòîòó ïðîõîæäåíèÿ ðåæóùèõ êðîìîê îò ÷à-
ñòîòû ÷àòòåðà. 

Íà ðèñóíêå 11 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòü îò 
âðåìåíè îêðóæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèë ðåçà-
íèÿ F, ïîëó÷åííàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò ôðåçû. 
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ðåçàíèå èìååò íåðåãó-
ëÿðíûé õàðàêòåð. Ñèëû ðåçàíèÿ, äåéñòâóþ-
ùèå íà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäÿùèå ðåæóùèå 
êðîìêè, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. 

Íà ðèñóíêå 12 ïðåäñòàâëåíà òðåõìåðíàÿ 
âèçóàëèçàöèÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè ïîâåðõíî-
ñòè äåòàëè è åå ðàçðåç â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ 
ïîäà÷è ôðåçû. Ó îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè 
íèçêîå êà÷åñòâî è áîëüøàÿ âåëè÷èíà îòêëîíå-
íèÿ ïîëîæåíèÿ.

Àíàëèç ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò çà-
êëþ÷èòü, ÷òî â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò âðàùå-
íèÿ (áîëüøèõ k) çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåæèìîâ 
ÿâëÿåòñÿ àâòîêîëåáàòåëüíûìè. Äëÿ ðåæèìîâ, 
ñâîáîäíûõ îò âîçáóæäåíèÿ ðåãåíåðàòèâíûõ âè-
áðàöèé, õàðàêòåðíû âûñîêèå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò 
âðàùåíèÿ.

Ôðåçåðîâàíèå 
íà áîëüøóþ îñåâóþ ãëóáèíó
Íà ðèñóíêå 13 ïðèâåäåíà äèàãðàììà Ïóàí-

êàðå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âñòðå÷íîìó ôðåçåðî-
âàíèþ íà áîëüøóþ îñåâóþ ãëóáèíó. Áîëüøåå 
êîëè÷åñòâî ðåæèìîâ îáðàáîòêè ñ ïðèåìëåìûì 
óðîâíåì âèáðàöèé â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî îáú-
ÿñíèòü òåì, ÷òî îáðàáîòêà âåäåòñÿ ó÷àñòêîì 

á
Ðèñ. 9. Ìîäåëü îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè (à) 

è åå ïðîôèëü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è 
ôðåçû (á) ïðè k = 1,0

Ðèñ. 10. Ñïåêòð âåðòèêàëüíûõ 
ïåðåìåùåíèé ïðè k = 1,5:

p – ÷àñòîòà, A – àìïëèòóäà, 
ω

c
 = 709 Ãö – îñíîâíàÿ ÷àñòîòà àâòîêîëåáàíèé, 

ω
1
=n

z
ω=p

1
/k=400 Ãö – ÷àñòîòà ïðîõîæäåíèÿ 

ðåæóùèõ êðîìîê

à

Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü îêðóæíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèë 
ðåçàíèÿ F îò âðåìåíè t, ïîëó÷åííûå â ñèñòåìå 

êîîðäèíàò ôðåçû ïðè k = 1,5
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Âëèÿíèå ðåæèìîâ îáðàáîòêè íà äèíàìèêó 
ïîäàòëèâîãî èíñòðóìåíòà ïðè ïëîñêîì ôðåçåðîâàíèè
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ôðåçû, ðàñïîëîæåííîì áëèæå ê åå çàêðåïëå-
íèþ, ÷åì ïðè ïîñòðîåíèè äèàãðàììû, ïîêàçàí-
íîé íà ðèñ. 6.  

Íèæå, íà ðèñóíêàõ 14, 15, ïðèâåäåíû òðåõ-
ìåðíûå âèçóàëèçàöèè ïîëó÷åííîé ïîâåðõíî-
ñòè è åå ðàçðåç â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è 
ôðåçû ïðè k = 1,0 è k = 1,7 ñîîòâåòñòâåííî. Â 
ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåìàÿ ïîâåðõíîñòü ïðàê-
òè÷åñêè èäåàëüíà. Âî âòîðîì – îáðàáîòàííàÿ 
ïîâåðõíîñòü ñóùåñòâåííî èñêàæåíà èç-çà çíà-
÷èòåëüíûõ âèáðàöèé ôðåçû. Ïðè ýòîì âèä èñ-
êàæåíèé ïîâåðõíîñòè èçìåíÿåòñÿ âäîëü îñè x, 
ò.å. âäîëü îñè èíñòðóìåíòà, ÷òî ñâèäåòåëüñòâó-
åò î åãî çíà÷èòåëüíîì èçãèáå. 

 

á
Ðèñ. 12. Ìîäåëü îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè (à) 

è åå ïðîôèëü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è 
ôðåçû (á) ïðè k = 1,5

à

à

à

Ðèñ. 13. Äèàãðàììà Ïóàíêàðå äëÿ ñëó÷àÿ îáðàáîòêè 
íà áîëüøóþ îñåâóþ ãëóáèíó 40 ìì

á
Ðèñ. 14. Ìîäåëü îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè (à) è åå 
ïðîôèëü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è ôðåçû (á) 

ïðè k = 1,0

á
Ðèñ. 15. Ìîäåëü îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè (à) 

è åå ïðîôèëü â ïëîñêîñòè äâèæåíèÿ ïîäà÷è 
ôðåçû (á) ïðè k = 1,7
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ìîäåëè-

ðîâàíèÿ äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì 
æåñòêîñòíûõ è èíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê 
ïîäàòëèâîãî èíñòðóìåíòà. Îñîáåííîñòüþ 
ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîå 
èñïîëüçîâàíèå ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè äèíà-
ìèêè ôðåçû, ó÷èòûâàþùåé åå èçãèá, è òðåõ-
ìåðíîãî àëãîðèòìà ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà 
óòî÷íåíèÿ ñèë ðåçàíèÿ ñ ó÷åòîì òåêóùèõ ïå-
ðåìåùåíèé ôðåçû.

Ïðîâåäåííûå â ðàáîòå ðàñ÷åòû íà òåñòî-
âîì ïðèìåðå âûÿâèëè íàëè÷èå áëàãîïðèÿò-
íûõ è íåáëàãîïðèÿòíûõ ðåæèìîâ îáðàáîòêè 
ñ òî÷êè çðåíèÿ óðîâíÿ è õàðàêòåðà âèáðàöèé. 
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä 
î çíà÷èòåëüíîì âëèÿíèè èçãèáà èíñòðóìåíòà 
íà ôîðìó îáðàáîòàííîé ïîâåðõíîñòè ïðè áîëü-
øîé îñåâîé ãëóáèíå îáðàáîòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î öåëåñîîáðàçíîñòè 
ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå ïîäõîäà ê 
ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Êóäèíîâ Â.À. Äèíàìèêà ñòàíêîâ. – Ì.: Ìà-

øèíîñòðîåíèå, 1967. – 357 ñ.
2. Altintas Y. Manufacturing automation. – New 

York: Cambrifge University Press, 2012. – 
366 p.

3. Êèñåëåâ È.À. Ãåîìåòðè÷åñêèé àëãîðèòì 
3MZBL äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ 

îáðàáîòêè ðåçàíèåì. Ìåòîäèêà îïèñàíèÿ 
ïîâåðõíîñòè çàãîòîâêè // Âåñòíèê ÌÃÒÓ 
èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Ìàøèíîñòðîåíèå. 2012. 
¹ 6. Ñ. 158–175. 

4. Âîðîíîâ Ñ.À., Êèñåëåâ È.À. Ãåîìåòðè÷åñêèé 
àëãîðèòì 3MZBL äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ 
ïðîöåññîâ îáðàáîòêè ðåçàíèåì. Àëãîðèòì 
èçìåíåíèÿ ïîâåðõíîñòè è îïðåäåëåíèÿ 
òîëùèíû ñðåçàåìîãî ñëîÿ // Âåñòíèê ÌÃÒÓ 
èì. Í.Ý. Áàóìàíà. Ìàøèíîñòðîåíèå. 2012. 
¹ 6. Ñ. 70–83. 

5. Biermann D., Kersting P., Surmann T. A gen-
eral approach to simulating workpiece vibra-
tions during five-axis milling of turbine blades 
// CIRP Annals. Manufacturing Technology. 
2010. Vol. 59. P. 125–128. 

6. Èâàíîâ È.È., Êèñåëåâ È.À. Ðàçðàáîòêà ìå-
òîäèêè ó÷åòà äåôîðìàöèé èíñòðóìåíòà ïðè 
ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ôðåçåðîâàíèÿ 
// Ñáîðíèê òðóäîâ ÌÈÊÌÓÑ 2013. – Ì.: 
Èçä-âî ÈÌÀØ ÐÀÍ, 2013. Ñ. 119–123.

7. Âîðîíîâ Ñ.À., Èâàíîâ È.È., Êèñåëåâ È.À. 
Èññëåäîâàíèå ïðîöåññà ôðåçåðîâàíèÿ íà 
îñíîâå ðåäóöèðîâàííîé äèíàìè÷åñêîé 
ìîäåëè èíñòðóìåíòà // Ïðîáëåìû ìàøè-
íîñòðîåíèÿ è íàäåæíîñòè ìàøèí. 2014 (â 
ïå÷àòè).

8. Bathe K-J. Finite element procedures. – New 
Jersey: Prentice Hall, 1996. – 1037 p.

Ìàòåðèàë ïîñòóïèë â ðåäàêöèþ 4.04.14

ÊÈÑÅË Â 
Èãîðü Àëåêñååâè÷

E-mail:  i.a.kiselev@yandex.ru
Òåë.: 8(916)8089907

Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÌÃÒÓ 
èì. Í.Ý.Áàóìàíà. Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ, äèíàìèêà 
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Àâòîð 24 ñòàòåé.

ÈÂÀÍÎÂ 
Èëüÿ Èãîðåâè÷

E-mail: ivanovilig@gmail.com
Òåë.: 8(906)0675940

Àñïèðàíò, àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè ÌÃÒÓ èì. Í.Ý. Áàóìàíà. 
Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: äèíàìèêà ôðåçåðîâàíèÿ, ðîòîðíàÿ äèíàìèêà. Àâ-
òîð îäíîé ñòàòüè.




