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ÊÀËÀØÍÈÊÎÂ 
Áîðèñ 
Àëåêñàíäðîâè÷

Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò êàôåäðû 
«Àâèà- è ðàêåòîñòðîåíèå» Îìñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÎìÃÒÓ). 
Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ – äèíàìèêà íåëè-
íåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Àâòîð ìîíîãðà-
ôèè, ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ, áîëåå 50 íàó÷íûõ òðó-
äîâ, 7 èçîáðåòåíèé.

Ââåäåíèå
Èçâåñòíî, ÷òî ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, çàâèñÿ-

ùèå îò ñêîðîñòè, èëè íå îáåñïå÷èâàþò óäîâëåò-
âîðèòåëüíîãî äåìïôèðîâàíèÿ â çîíå ðåçîíàíñà, 
èëè ñîçäàþò ñëèøêîì áîëüøîå äèíàìè÷åñêîå 
âîçäåéñòâèå íà îáúåêò â çàðåçîíàíñíîé çîíå [1]. 
Â ñâÿçè ñ ýòèìè äèíàìè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè 
äëÿ çàùèòû ðÿäà îáúåêòîâ ñîâðåìåííîé òåõíèêè 
öåëåñîîáðàçíî áûëî áû èìåòü â ñèñòåìàõ àìîð-
òèçàöèè (ÑÀ) ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ÷àñòîòíîé 
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî 
çàòóõàíèÿ. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü äîñòèãíóòî 
óâåëè÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà â çîíå íèçêî-
÷àñòîòíîãî ðåçîíàíñà äî çíà÷åíèÿ (0,45–0,5). 
Òàêîé òèï ýòîé çàâèñèìîñòè ìîæíî îáåñïå-
÷èòü ïóòåì âåñüìà áûñòðîãî íàëîæåíèÿ-ñíÿòèÿ 

æåñòêîé ñâÿçè íà ÷àñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà, îñó-
ùåñòâëÿåìûì â îêðåñòíîñòè àìïëèòóäíûõ ïî-
ëîæåíèé îáúåêòà. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìîãóò 
ïðèìåíÿòüñÿ ïíåâìîýëåìåíòû èëè òâåðäûå äå-
ôîðìèðóåìûå òåëà: ïðóæèíû, òîðñèîíû è ò.ä.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ãîëîíîìíîé ñâÿçè êàê 
îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìîãî íà òðàåêòîðèþ 
äâèæåíèÿ òî÷êè èëè ñèñòåìû n  òî÷åê, ïðåäëî-
æåííîå Ð. Êóðàíòîì, çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèïèñûâà-
íèè ñèñòåìå â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ ñâÿçè áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè [2]. 
Â áîëåå ðàííåé ðàáîòå [3] Â.È. Àðíîëüäîì è äð. 
ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåàëèçàöèè 
ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ, 
îñóùåñòâëÿåìûå ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ. Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ íàëîæåíèÿ 
òàêèõ ñòàöèîíàðíûõ êîíå÷íûõ óäåðæèâàþùèõ 
ñâÿçåé ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå ÷èñëà ñòåïåíåé 
ñâîáîäû ñèñòåìû. 

Ìãíîâåííîå óæåñòî÷åíèå óïðóãîãî ýëåìåí-
òà â êà÷åñòâå ñïîñîáà ðåàëèçàöèè ñêëåðîíîì-
íîé ãîëîíîìíîé ñâÿçè [3] ìîæíî òðàêòîâàòü êàê 
çàêëþ÷åíèå ýòîãî ýëåìåíòà â àáñîëþòíî æåñò-
êóþ îáîëî÷êó. Íàëîæåíèå ãîëîíîìíûõ ðåîíîì-
íûõ ñâÿçåé â ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [4, 5] 
èëè â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè [6] 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàêëþ÷åíèå â òàêóþ 
îáîëî÷êó ÷àñòè ýëåìåíòîâ, ñîçäàþùèõ ïîçèöè-
îííûå ñèëû. ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â òàêèõ 
ñèñòåìàõ ñîõðàíÿåòñÿ.

Íåçàâèñèìî îò ãëóáèíû ïóëüñàöèè æåñòêî-
ñòè ïðè àíàëèçå òàêèõ ñèñòåì íå ó÷èòûâàåòñÿ 
âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ýíåðãî- è ìàññîïåðåíîñ 
ìåæäó ÷àñòÿìè ýëåìåíòîâ è ïåðèîäè÷åñêîå ñìå-
ùåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Èçìåíåíèå æåñò-
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êîñòåé îáåèõ ÷àñòåé çà ñ÷åò ýòîãî ñìåùåíèÿ 
â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ ïî ïàðàìåòðè÷åñêèì êîëå-
áàíèÿì [4, 5, 7, 8] íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïîýòîìó 
èçìåíåíèå æåñòêîñòè â ôóíêöèè âðåìåíè èìååò 
ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 
âèä. Ïðè ýòîì íåîáðàòèìûå ïðîöåññû, òàêèå, 
êàê âíóòðåííåå òðåíèå â ìàòåðèàëå ïðóæèíû 
èëè ñìåøèâàíèå ãàçîâ â ïíåâìîýëåìåíòå è èõ 
èíòåíñèôèêàöèÿ íå ó÷èòûâàþòñÿ. Âëèÿíèå âíó-
òðåííåãî òðåíèÿ íà ýôôåêòèâíîñòü äåìïôèðîâà-
íèÿ â ñèñòåìå ñ ïåðåñêîêîì ðàññìîòðåíî â [9].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ïî àíàëîãèè ñ òåðìèíîëîãèåé, ïðèíÿòîé 

â ýëåêòðîòåõíèêå, äîñòàòî÷íî áûñòðóþ ïî 
ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé îïåðàöèþ 
íàëîæåíèÿ-ñíÿòèÿ ðåîíîìíîé ñâÿçè íà ÷àñòü 
óïðóãîãî ýëåìåíòà â îïðåäåëåííûõ ôàçîâûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþùóþ ïîâûøåíèå 
óðîâíÿ äèññèïàöèè ýíåðãèè, ìîæíî íàçâàòü äèñ-
êðåòíîé êîììóòàöèåé (ÄÊ) ÷àñòåé ýëåìåíòîâ. 
Êðàòêîâðåìåííîå ñîåäèíåíèå-ðàçúåäèíåíèå 
÷àñòåé ïíåâìîýëåìåíòà, âûïîëíÿåìîå ïîñðåä-
ñòâîì êëàïàíîâ â àìïëèòóäíûõ ïîëîæåíèÿõ 
îáúåêòà çàùèòû [10], òàêæå ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê íàëîæåíèå-ñíÿòèå ðåîíîìíîé ñâÿçè 
íà îäíó èç åãî ÷àñòåé. Ýòà îïåðàöèÿ îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ íàä ÷àñòüþ ýëåìåíòà, ïîýòîìó óìåíüøåíèÿ 
÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, êàê è â ñëó÷àå ïàðàìå-
òðè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò.

Ýíåðãî- è ìàññîïåðåíîñ, ñîïðîâîæäàþùèé 
äèñêðåòíóþ êîììóòàöèþ ÷àñòåé óïðóãîãî ýëå-
ìåíòà, ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ ñîñòîÿíèÿ ñòà-
òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïåðèîäè÷åñêîå ñêà÷-
êîîáðàçíîå èçìåíåíèå êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåò 
èíòåíñèôèêàöèþ âíóòðåííèõ íåîáðàòèìûõ ïðî-
öåññîâ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî òåëà 
ãàçà â ìîìåíòû äèñêðåòíîé êîììóòàöèè ëþáîå 
ñêîëü óãîäíî ìàëîå åãî êîëè÷åñòâî ìîæåò áûòü 
ïåðåíåñåíî èç ëþáîé îáëàñòè äåôîðìèðóå-
ìîé ÷àñòè 2 â àêêóìóëèðóþùóþ 3 è íàîáîðîò 
(ðèñ. 1, à), â òî âðåìÿ êàê ýëåìåíòû èç òâåðäûõ 
òåë äîïóñêàþò ïåðåíîñ íåêîòîðîé îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè îáåèõ ÷àñòåé (ðèñ. 1, á).

Íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èå, îáóñëîâëåííîå ôèçè-
÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ðàáî÷èõ òåë äâóõ ðàññìà-
òðèâàåìûõ òèïîâ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, ÿâëåíèå 
ìàññîïåðåíîñà ìåæäó ÷àñòÿìè â èçîòåðìè÷åñêîì 
ïðîöåññå îïèñûâàåòñÿ îäèíàêîâî. Äëÿ ýòîãî îáà 
òèïà ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîêà-
çàííûõ íà ðèñ. 1, çàìåíÿþòñÿ îáîáùåííîé ìîäå-
ëüþ (ðèñ. 3), íà êîòîðîé íàêëàäûâàåìàÿ ðåîíîì-

íàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿåòñÿ æåñòêîé îáîëî÷êîé 4 
è æåñòêèì ñúåìíûì äèñêîì 1 (ðèñ. 3, â), çàìå-
íÿþùèì êîììóòàòîðû 1 íà ðèñ. 1.

Â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ áåç-
ðàçìåðíàÿ ñóììàðíàÿ ìàññà ðàáî÷åãî òåëà 
(ãàçà èëè òâåðäîãî äåôîðìèðóåìîãî òåëà) MΣ= 
=M

1,0
+M

2,0
=1+μ ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ÷àñòÿìè 

â íåêîòîðîì îòíîøåíèè 2,0 1,0 2 1,0μ = =M M l l . Äëÿ 
ñõåìû ñ ïíåâìîýëåìåíòîì (ñì. ðèñ. 1, à) ïðèâå-
äåííàÿ äëèíà ñòîëáà ãàçà äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè 
íàõîäèòñÿ ïî âûðàæåíèþ l

1,0
=V

1,0
/S

e
|
qr=0

 (q
r
=q-y – 

îáîáùåííàÿ îòíîñèòåëüíàÿ êîîðäèíàòà).
Ýòî, à òàêæå ïðîèçâîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 

ìàññû ðàáî÷åãî òåëà ìåæäó ÷àñòÿìè ïðè ïåðèî-
äè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì íà-
ëîæåíèÿ ñâÿçè – óñòàíîâêè äèñêà 1 è åãî æåñòêîãî 
ñîåäèíåíèÿ ñ îáîëî÷êîé 4 âñåãäà â îäíîì è òîì æå 
ïîëîæåíèè îáúåêòà (íà ïðÿìîé ab  íà ðèñ. 3). Åñëè 
â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî òåëà â îáîáùåííîé ìîäåëè 
ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàç, òî äëÿ äåìîíñòðàöèè ìàñ-
ñîïåðåíîñà ìåæäó ÷àñòÿìè â ñîñòîÿíèè ñòàòè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ òîíêèé áåç-
ìàññîâûé ïîðøåíü 5. Åñëè äåôîðìèðóåìîå òåëî 
òâåðäîå, òî ðîëü íåïðîíèöàåìîé îáîëî÷êè 4 ìîæåò 
âûïîëíèòü íàáîð ñòåðæíåé, à ïîðøíÿ 5 – íåêîòî-
ðàÿ ìåòêà, óêàçûâàþùàÿ íà ðàçäåëåíèå ýëåìåíòà 
íà ÷àñòè â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 
â îòíîøåíèè μ  è îòìå÷àþùàÿ åãî ïåðèîäè÷åñêîå 
ñìåùåíèå ïðè êîëåáàíèÿõ.

Â íèæíåì è âåðõíåì àìïëèòóäíûõ ñîñòîÿíèÿõ 
îáúåêòà ñâÿçü îñâîáîæäàåòñÿ (óäàëÿåòñÿ äèñê 1), 
ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå ïîðøíÿ (èëè ìåòêè) 5 
âíèç èëè ââåðõ (ïî ñòðåëêå A  èëè B), ïîñëå ÷åãî 
ñâÿçü îïÿòü íàêëàäûâàåòñÿ (ðèñ. 3, â èëè 3, å). 
Ïðè ýòîì ìàññû ðàáî÷åãî òåëà îáåèõ ÷àñòåé íà 
õîäàõ íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè íåïîñðåäñòâåííî 
ïîñëå êîììóòàöèè ðàçëè÷íû è íå ðàâíû ñâîèì 
çíà÷åíèÿì â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, 
ò.å. M M M1 1 1,0≠       ≠l u  è M M M2 2 2,0≠       ≠l u  (ðèñ. 3). 

Êàê è â ñèñòåìå ñ äèñêðåòíîé êîììóòà-
öèåé ÷àñòåé ïíåâìîýëåìåíòà ñ êëàïàíîì-
êîììóòàòîðîì [10] ïðîöåññû âûðàâíèâàíèÿ ñèë 
â ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íî íåîáðàòèìûìè è, 
ñîîòâåòñòâåííî, ñîïðîâîæäàþòñÿ ïðîèçâîäñòâîì 
ýíòðîïèè çà ñ÷åò âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ [11].

Äëÿ ñõåìû ñ ïíåâìîýëåìåíòîì (ñì. 
ðèñ. 1, à) ðàñïðåäåëåíèå ìàññû ãàçà ìåæäó äå-
ôîðìèðóåìîé è àêêóìóëèðóþùåé ÷àñòÿìè, 
ïðîèñõîäÿùåå â ìîìåíòû êîììóòàöèè â ñëó÷àå 
òå÷åíèÿ ãàçà ÷åðåç êëàïàí-êîììóòàòîð [10], 
íè÷åì íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò åå ðàñïðåäåëåíèÿ 
â ìîäåëè íà ðèñ. 3. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿ-
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åòñÿ îáúåäèíÿþùèì îáà òèïà ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé 
óïðóãèõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèì ïîñòðîèòü 
îáùóþ òåîðèþ, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûå äëÿ 
íèõ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Åñëè â êà÷åñòâå ðà-
áî÷åãî òåëà â ñõåìå íà ðèñ. 3 ïðèíÿòü ãàç, òî 
èì áóäåò óðàâíåíèå Êëàïåéðîíà-Ìåíäåëååâà, 
à åñëè òâåðäîå äåôîðìèðóåìîå òåëî ñ ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû ïî äëèíå íå-
çàâèñèìî îò êîíñòðóêòèâíîãî èñïîëíåíèÿ, òî 

– çàêîí Ãóêà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ õàðàêòåðèñòè-
êà ïîçèöèîííîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé: 
â ïåðâîì ñëó÷àå êóñî÷íî-íåëèíåéíîé (ñì. ðèñ. 2, à), 
à âî âòîðîì êóñî÷íî-ëèíåéíîé (ñì. ðèñ. 2, á).

Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé îáîáùåííîé ìîäåëè 
ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à 
îáåñïå÷åíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ÷àñòîòíîé 
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çà-

a à

á
Ðèñ. 1. Ñõåìû ñèñòåì àìîðòèçàöèè ñ äèñêðåòíîé 

êîììóòàöèåé ÷àñòåé ýëåìåíòîâ: 
à – ñ ïíåâìîýëåìåíòîì; á – ñ ýëåìåíòîì 

èç òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë: 
1 – êîììóòàòîð, 2 – äåôîðìèðóåìàÿ ÷àñòü, 

3 – àêêóìóëèðóþùàÿ ÷àñòü, 4 – æåñòêàÿ îáîëî÷êà

á
Ðèñ. 2. Õàðàêòåðèñòèêè ïîçèöèîííîé ñèëû 

÷àñòè 2: à – ïíåâìîýëåìåíòà; 
á – ýëåìåíòà èç òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë.

1, 2 – ëèíèè íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè; 
3 è 4 –  âåðòèêàëè êîììóòàöèè ÷àñòåé; 

5 è 6 – õàðàêòåðèñòèêà âîññòàíàâëèâàþùåé 
ñèëû ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî äåôîðìèðóåìîé 
÷àñòè è îáåèõ ÷àñòåé â ìîìåíòû êîììóòàöèè.
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òóõàíèÿ ñ äîñòèæåíèåì èì â ðåçîíàíñå çíà÷åíèé, 
áëèçêèõ ê ïðåäåëüíûì äëÿ ýòîãî êëàññà ñèñòåì.

Ñìåùåíèå ñîñòîÿíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ îáúåêòà
Èçìåíåíèå ìàññû äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè 1M , 

ïðîèñõîäÿùåå â ìîìåíòû åå êîììóòàöèè ñ àêêó-
ìóëèðóþùåé ÷àñòüþ (ðèñ. 3), îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

 

l l
1 1 1 1

1 2 2
+ −

= + η
u uM M M MM , (1)

ãäå 1
lM  è 1

uM  – ìàññû ýòîé ÷àñòè ïðè åå íàãðó-
æåíèè è ðàçãðóçêå; η  – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ïðè-
íèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1+  íà îòðåçêå ôàçû êîëåáà-
íèé [ ]1 0,ψ = π  è 1−  íà îòðåçêå [ ]2 ,ψ = π 2π .

Ïðèáëèæåííîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ïî êîîðäèíàòå q

r
 ñ ó÷åòîì ðå-

çîíàíñíûõ è ôèëüòðóþùèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû è 
íåñèììåòðè÷íîñòè ïðîöåññà êîëåáàíèé çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå [12]

 , , cos= + ωr q r q rq m a t , (2)

ãäå ,q rm  – ñìåùåíèå öåíòðà êîëåáàíèé; ,q ra  – àì-
ïëèòóäà; ω  – ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèé , 

,1 , 1,0=q q rA a l  îòíîøåíèå ìàññ ÷àñòåé â ìîìåíòû
êîììóòàöèè ïðèíèìàåò âèä

2

1 , ,

μ
μ = =

+ ηc
q r q r

M
M M A

.

Ðàñïðåäåëÿÿ ìàññó ýëåìåíòà ìåæäó åãî ÷à-

ñòÿìè â ñîîòâåòñòâèè ñ μc , ïîñëå íåêîòîðûõ 
ïðåîáðàçîâàíèé (1) ïîëó÷èì

( )1 2 2
, ,

1

q r q r

M
M A

μ +
= ×

μ + −

( ) ( ), , , ,q r q r q r q rM M A A⎡ ⎤× μ + − − ημ⎣ ⎦ . (3)

Â ýòîì âûðàæåíèè äëÿ ìàññû äåôîðìèðóå-
ìîé ÷àñòè ìîæíî âûäåëèòü ñðåäíþþ ìàññó ïî-
ñòîÿííîãî ïîëîæèòåëüíîãî çíàêà 

( )
( ) 2

1 , , ,2 2
, ,

1μ + ⎡ ⎤= μ + −⎣ ⎦μ + −
av

q r q r q r

q r q r

M M M A
M A

è ïåðåíîñèìóþ ìàññó, çíàê êîòîðîé îïðåäåëÿ-
åòñÿ çíàêîì ôóíêöèè Õåâèñàéäà

 

( )
( )

,
1 2 2

, ,

1μ μ +
Δ =

μ + −

q r

q r q r

A
M

M A
. (4)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæå-
íèå (3) ïðèíèìàåò âèä

 
( ) , ,

1
, ,

1
+ η

= μ +
μ + + η

q r q r

q r q r

M A
M

M A
. (5)

Ìàññà àêêóìóëèðóþùåé ÷àñòè íàõîäèòñÿ 
êàê ðàçíîñòü

 

( )
2 1

, ,

1
∑

μ μ +
= − =

μ + + ηq r q r

M M M
M A

. (6)

Â âûðàæåíèÿõ (5) è (6) ìîãóò áûòü âûäåëåíû 
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 

 

( ), ,1
1 ,

,

⎡ ⎤μ +Δ ⎢ ⎥= −
μ ⎢ ⎥⎣ ⎦

q r q rav
q r

q r

M MMM A
A

, (7à)

  
( ),

2 1
,

μ +
= Δ ⋅ q rav

q r

M
M M

A
.  (7á)

Ðèñ. 3. Îáîáùåííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ
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Çàâèñèìîñòü ñðåäíèõ ìàññ îáåèõ ÷àñòåé 1
avM , 

2
avM  îò ïåðåíîñèìîé ìàññû 1ΔM  ïðèäàåò ñè-

ñòåìå â ìîìåíòû êîììóòàöèè íåêîíñåðâàòèâ-
íûå ñâîéñòâà.

Ñóììà ñðåäíèõ ìàññ îáåèõ ÷àñòåé ýëåìåí-
òîâ (7à, á) ñ ó÷åòîì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû 

ïðè êîììóòàöèè 2 1Δ = −ΔM M  ðàâíà ñóììàðíîé 

ìàññå îáåèõ ÷àñòåé ýëåìåíòîâ 1∑ = μ +M  íåçà-
âèñèìî îò èõ òèïà.

Ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ìàññû äåôîðìèðóå-
ìîé ÷àñòè ïðè êîëåáàíèÿõ íåàâòîíîìíîé ÑÀ ñ ÄÊ 
÷àñòåé ñîçäàåò ïåðèîäè÷åñêîå ñìåùåíèå ñîñòîÿíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ 1 1 1 11 1Δ = − ≡ + ηΔ −avL M M M . Áåçðàç-
ìåðíàÿ âåëè÷èíà ýòîãî ñìåùåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëü-
íàÿ èçìåíåíèþ ìàññû ýòîé ÷àñòè è ðàçëè÷íàÿ ïðè 
íàãðóæåíèè è ðàçãðóçêå óïðóãîãî ýëåìåíòà, ìîæåò 
áûòü íàéäåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì (5) êàê 

 

, ,1
1 1

1,0 , ,

1
1

− + ηΔ
Δ = = − = μ

μ + + η
q r q r

q r q r

M AlL M
l M A

. (8)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè äâàæäû ñêà÷-
êîîáðàçíî ìåíÿþùóþñÿ íà ïåðèîäå âåëè÷èíó 

2 2 2 2 1Δ ≡ Δ = − μ ≡ −ΔL l l M L .
Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòà-

òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îáúåêòà (8) îïðåäåëÿåòñÿ 
ñðåäíåé ìàññîé äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè (7à):

 

( )( )
( )

1 1
1

2
, , ,

12 2
, ,

2
1

1.

Δ + Δ
Δ = =

− μ + −
= μ = −

+ μ −

l u
av

q r q r q r av

q r q r

L LL

M M A
M

M A

Àìïëèòóäíîå çíà÷åíèå ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ 
ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ îáúåêòà ðàâíî ïåðåíî-
ñèìîé ìåæäó ÷àñòÿìè ìàññå (4):

( )
( )

,1 1
1 12 2

, ,

1
2

μ μ +Δ − Δ
Δ = = ≡ Δ

+ μ −

l u
q ra

q r q r

AL LL M
M A

.

Ñðåäíèå è àìïëèòóäíûå âåëè÷èíû ñìåùå-
íèé ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â îáåèõ 
÷àñòÿõ ðàâíû äðóã äðóãó ïî ìîäóëþ, íî ïðîòè-
âîïîëîæíû ïî çíàêó

2 1Δ = −Δav avL L  è 2 1Δ = −Δa aL L .

Â àêêóìóëèðóþùåé ÷àñòè ñðåäíÿÿ è íàêëàäû-
âàþùàÿñÿ íà íåå àìïëèòóäíàÿ êîìïîíåíòû ñìå-
ùåíèÿ ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëü-
íûõ óñèëèé, âåëè÷èíà êîòîðûõ çàâèñèò îò òèïà 
óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàáî÷åãî òåëà óïðóãîãî 
ýëåìåíòà è êîíñòðóêòèâíîãî èñïîëíåíèÿ ÑÀ.

Ýêâèâàëåíòíàÿ ëèíåàðèçàöèÿ 
õàðàêòåðèñòèêè ïîçèöèîííîé ñèëû
Ïðè îäíîé è òîé æå àìïëèòóäå ,q rA  ñ èç-

ìåíåíèåì îòíîøåíèÿ ìàññ ýëåìåíòîâ μ  áóäåò 
èçìåíÿòüñÿ ñìåùåíèå öåíòðà êîëåáàíèé ,q rM  
(ñì. ðèñ. 2). Âìåñòå ñ ýòèì, â ñîîòâåòñòâèè 
ñ (8) áóäåò èçìåíÿòüñÿ ñìåùåíèå ñîñòîÿíèÿ ñòà-
òè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 1ΔL , à çíà÷èò, è õàðàêòå-
ðèñòèêà íåêîíñåðâàòèâíîé ïîçèöèîííîé ñèëû 

( )1 ,μrF Q . Âåëè÷èíà 1ΔL  ðàâíà òàêîìó çíà÷å-
íèþ îáîáùåííîé êîîðäèíàòû rQ , ïðè êîòîðîé 

( )1 , 0μ =rF Q  (ñì. ðèñ. 2). Äëÿ îáîèõ òèïîâ 
óïðóãèõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 3) ïîçèöèîííàÿ ñèëà 
â ìîìåíòû ïðîõîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêî-
ãî ðàâíîâåñèÿ ( )1 0

,
=

μ
r

r Q
F Q  ïðÿìî ïðîïîðöèî-

íàëüíà ñìåùåíèþ 1ΔL .
Åñëè â êà÷åñòâå óïðóãîãî ýëåìåíòà â ìîäåëè 

íà ðèñ. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ òâåðäîå äåôîðìèðóå-
ìîå òåëî, òî âûðàæåíèå äëÿ ýòîé ñèëû çàïèñû-
âàåòñÿ â âèäå 

 
( ) ( )1 1 1,μ = − Δr rF Q c Q L , (9)

ãäå c  =1
dimc    /   1

dimc   1,0 – áåçðàçìåðíàÿ æåñòêîñòü äå-
ôîðìèðóåìîé ÷àñòè; – ðàçìåðíàÿ æåñòêîñòü 
ýòîé ÷àñòè â ñîñòîÿíèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Àíàëîãè÷íîå (9) âûðàæåíèå äëÿ êóñî÷íî-
íåëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû íà ðèñ. 3 
â îáùåì âèäå ìîæíî çàïèñàòü êàê

 
( ) ( )( )1 1, ′μ = − Δr r r rF Q F Q Q L , (10)

ãäå ôóíêöèÿ ( )′r rF Q  îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðè-
ñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû òîëüêî äåôîð-
ìèðóåìîé ÷àñòè ïíåâìîýëåìåíòà.

Ïîäñòàâëÿÿ îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó 

, ,1 cos= − + ψr q r q rQ M A  â âûðàæåíèÿ (9) è (10), 
ïîëó÷èì íåêîòîðûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè:

 
( ) ( )1 1 , , 1, 1 cosψ μ = − + ψ − Δq r q rF c M A L , (11)

      ( ) ( )1 , ,, 1 cosr q r q rF F M A′ψ μ = − + ψ ×

       
( ), , 11 cosq r q rM A L× − + ψ − Δ , (12)

êîòîðûå â ñèëó íåñèììåòðèè è íåîäíîçíà÷íî-
ñòè õàðàêòåðèñòèê (ñì. ðèñ. 2) íå áóäóò èìåòü 
ñâîéñòâ öåíòðàëüíîé èëè îñåâîé ñèììåòðèè.

Çàìåíèì ôîðìóëû äëÿ ïîçèöèîííîé ñèëû 
â ôóíêöèè ôàçû ( )1 ,ψ μF  (11), (12) äëÿ îáîèõ 
òèïîâ óïðóãèõ ýëåìåíòîâ (ñì. ðèñ. 1) ëèíåàðè-
çîâàííûì âûðàæåíèåì

 
( )1 ,1 ,1 ,1, cos sinψ μ = + ψ − ψc s

F F FF M A A , (13)

ãäå ,1FM , ,1
c
FA , ,1

s
FA  – íåêîòîðûå áåçðàçìåðíûå
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êîýôôèöèåíòû, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ äëÿ îáîèõ 
òèïîâ õàðàêòåðèñòèêè âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè [12] ïóòåì 
ïîäñòàíîâêè â íèõ (11), (12):

 
( )

2

,1 1
0

1
2

π

= ψ ψ
π ∫FM F d ,  (14à)

 
( )

2

,1 1
0

1 cos
π

= ψ ψ ψ
π ∫c

FA F d ,  (14á)

 
( )

2

,1 1
0

1 sin
π

= ψ ψ ψ
π ∫s

FA F d .  (14â)

Âûðàæåíèå (14à) îïèñûâàåò ïîñòîÿííóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ ïîçèöèîííîé ñèëû, (14á) – àìïëè-
òóäó åå ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé, à (14â) – 
àìïëèòóäó äèññèïàòèâíîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîé 
ñèëû â ôóíêöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåøå-
íèÿ ,q rA , ,q rM  è îòíîøåíèÿ ìàññ μ .

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæå-
íèÿõ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ,1FM , ,1

c
FA , ,1

s
FA  

ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà èñ÷åçàåò. Ýòî îçíà÷àåò, 
â ÷àñòíîñòè, ÷òî íåîäíîçíà÷íûå õàðàêòåðèñòè-
êè ïîçèöèîííîé ñèëû (9), (10) (ñì. ðèñ. 2) ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçàöèè 
ïðåâðàùàþòñÿ â îäíîçíà÷íûå õàðàêòåðèñòèêè 
âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû – ìíîæåñòâà (ñåìåé-
ñòâà) ïðÿìûõ ëèíèé, íà êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ 
ýëëèïòè÷åñêèå ïåòëè ãèñòåðåçèñà. 

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèè (11), (12) íå èìåþò 
íè îñåâîé, íè öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè, ýëåìåíòû 
ýòîãî ìíîæåñòâà ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò âäîëü îñè àáñöèññ – îáîáùåííîé êîîðäè-
íàòû rQ . Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàæäîé èç ïðÿìûõ 
ýòîãî ìíîæåñòâà – ýêâèâàëåíòíóþ, èëè äèíàìè÷å-
ñêóþ æåñòêîñòü – ìîæíî ïîëó÷èòü ïî âûðàæåíèþ 

 
( ), ,1 ,= c

eq q r F q rc A A A . (15)

Íåðàâåíñòâî íóëþ òðåòüåãî êîýôôèöèåíòà ,1
s
FA  

òàêæå îáóñëîâëåíî íåñèììåòðèåé è íåîäíîçíà÷-
íîñòüþ õàðàêòåðèñòèê (9), (10). Â ýòîì ñëó÷àå âñå 
êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå îòëè÷íû îò íóëÿ [13].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé ( ),ω fr q rA  ñîáñòâåííîå âðåìÿ ñèñòåìû 
è áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ ââîäÿòñÿ 
êàê 

 
( ),τ = ω fr q rA t ,  (16à)

             
( ),fr q relA
ω

η = =
ω

 
( ) ( ),, nat q rnat eq q r

Ac A

ω ω
= =

ω νω
, (16á)

ãäå ωnat  – ñîáñòâåííàÿ, à ( ),ν q rA  – áåçðàçìåð-
íàÿ ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.

Òåïåðü ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò ñîïðî-
òèâëåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

 

( ) ( )
,1

,
, ,

β =
ν η

s
F

eq q r
q r q r

A
A

A A
. (17)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ ,1 ,1 cos≡ δc
F FA A  

è ,1 ,1 sin≡ δs
F FA A , ïåðåïèøåì ëèíåàðèçîâàííîå 

âûðàæåíèå äëÿ ïîçèöèîííîé ñèëû (13) â âèäå 

 ( ) ( )1 ,1 ,1 cosψ = + ψ + δF FF M A . (18)

Àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè ïîçèöèîííîé 
ñèëû ,1FA  è òàíãåíñ óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü 
δ  [14] íàõîäÿòñÿ ïî âûðàæåíèÿì

 
( ) ( )2 2

,1 ,1 ,1= +c s
F F FA A A ,  (19à)

 ,1 ,1δ = s c
F Ftg A A . (19á)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýëåìåíòàðíóþ ìîùíîñòü 

,1 sin ′= − ψ τs
F rdN A Q d , ′ = τQ dQ d , 

ïîëó÷èì äëÿ îáîèõ òèïîâ ÑÀ ñ ÄÊ èõ ÷àñòåé 
âûðàæåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ýíåðãèè, ðàññåèâàå-
ìîé äèññèïàòèâíîé ñèëîé ,1 sin− ψs

FA  çà ïåðèîä 

( ),1 , ,1 ,
0

2 sin sin
π ψ

Δ = − ψ − η ψ = π
η∫ s s

F q r F q r
dW A A A A . (20)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïëîùàäü ïåòëè ãèñòåðå-
çèñà, îáðàçîâàííîé êðèâûìè íàãðóæåíèÿ, ðàç-
ãðóçêè è âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè êîììóòàöèè 
÷àñòåé (ñì. ðèñ. 2), ïðîïîðöèîíàëüíà ýòîìó êî-
ëè÷åñòâó ýíåðãèè, çàòðà÷èâàåìîìó íà îãðàíè÷å-
íèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé

 Δ = −u lW W W , (21)
ãäå lW , uW  – ðàáîòà ïîçèöèîííîé ñèëû íà õîäàõ 
íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè.

Ôîðìóëû äëÿ ýòèõ ðàáîò ìîãóò áûòü íàéäåíû 
ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåí-
òàðíîé ðàáîòû ( )1 ,= μr rdW F Q dQ  â ïðåäåëàõ èç-
ìåíåíèÿ áåçðàçìåðíîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòû 

, ,1− − ≤q r q r rM A Q , 1≤ −q relM + ,q rA . Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â íåãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîçèöèîííîé ñèëû 
(9), (10) ïðè íàãðóæåíèè ( )1η = +  è ðàçãðóçêå 
äåôîðìèðóåìîé ÷àñòè ( )1η = −  è èíòåãðèðóÿ 

( )
, ,

, ,

1

, 1
1

,
− +

− −

= μ∫
q r q r

q r q r

M A

l u r r
M A

W F Q dQ , íàéäåì ïî (21) âûðà-

æåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ðàññåÿííîé çà ïåðèîä âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé ýíåðãèè, êîòîðîå äîëæíî 
ñîâïàäàòü ñ (20).

Âîçíèêíîâåíèå è ñóùåñòâîâàíèå íåêîíñåð-
âàòèâíîñòè ñèñòåìû òîëüêî â ìîìåíòû êîììó-
òàöèè îçíà÷àåò, ÷òî ýíåðãèÿ, ðàñõîäóåìàÿ íà 
îãðàíè÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé, äîëæíà 
áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðåíîñèìîé ìàññå 
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. (31)

1ΔM  (4) è âûðàæåíèå äëÿ åå êîëè÷åñòâà ìîæåò 
áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó

 ( )1 , ,, ,Δ = Δ ⋅ μq r q rW M f M A , (22)

ãäå ( ), ,, ,μq r q rf M A  – íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàâè-
ñÿùàÿ îò òèïà ýëåìåíòà.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ñîâïà-
äåíèÿ âûðàæåíèé (20) è (21) äëÿ ðàññåÿííîé 
ýíåðãèè, ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè èõ ïåðå-
íåñåííîé ìàññå (22) òðåáóåòñÿ çíàíèå æåñòêî-
ñòè 1c  â (9) è ôóíêöèè ( )′rF Q  â (10).

Âûðàæåíèå äëÿ êîëè÷åñòâà ðàññåèâàåìîé çà 
îäèí ïåðèîä ýíåðãèè â ëèíåéíîé ñèñòåìå äëÿ 
ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû [4] ïðåîáðà-
çóåì äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé óïðó-
ãèõ ýëåìåíòîâ íåçàâèñèìî îò åå òèïà ê âèäó

 
( ) ( )ln 2

, , ,2Δ = πψ ηr
eq q r q r eq q rW A A c A , (23)

ïðîíîðìèðîâàííîìó ê âåëè÷èíå dim   2
1,0  1,0 . Çäåñü 

ââåäåí êîýôôèöèåíò îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ

( ) ( )
( )

dim
,

,
,2

eq q r
q r

fr q r

A
A

M A

β
ψ = ≡

ω

 

( )
( )

dim
,

,2

eq q r

nat eq q r

A

M c A

β
≡

ω
, (24)

ãäå η  – ÷àñòîòà âîçìóùåíèÿ (16á).
Ðàçìåðíûé ýêâèâàëåíòíûé êîýôôèöèåíò ñî-

ïðîòèâëåíèÿ ( )dim
,βeq q rA  ñâÿçàí ñ áåçðàçìåðíûì 

β
eq
(A

q,r 
) (17) ñîîòíîøåíèåì 

 
( ) ( )dim

, , 1,0β = βeq q r eq q rA A c M . (25)

Ïîäñòàâëÿÿ (25) â (24), ïîëó÷èì äëÿ êîýôôè-
öèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ ñëåäóþùåå 
âûðàæåíèå:

 

ψ(A
q,r

)=
( )
( ) ( )

, ,1

, ,,
22

β
=

η

s
eq q r F

q r eq q req q r

A A
A c Ac A

. (26)

Óìíîæèâ (26) íà 2η, ïîëó÷èì (19á) – òàí-
ãåíñ óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü δ : 

 ,1 ,1 2α = ≡ ψη = δs c
F FA A tg . (27)

Âûðàæåíèå (27) âõîäèò âî âñå À×Õ è Ô×Õ, 
à åãî ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü èãðàåò ðåøàþùóþ 
ðîëü â ïîñòðîåíèè ìåòîäèêè âûáîðà ïàðàìåòðîâ 
ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé íåçàâèñèìî îò èõ òèïà.

Ïðèðàâíèâàÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöè-
ïîì ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà [12] êîëè÷åñòâî 
ýíåðãèè, ðàññåÿííîé â ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé (20) 
èëè (21), ê êîëè÷åñòâó ýíåðãèè, ðàññåÿííîé 
â ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìå (23), ïîëó÷èì äëÿ 
êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ âû-
ðàæåíèå (26).

Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ 
äâèæåíèÿ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé óïðóãèõ 
ýëåìåíòîâ
Äëÿ àíàëèçà ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-

áîäû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìàññû Ì äëÿ îáîèõ 
òèïîâ íåîäíîçíà÷íûõ êóñî÷íûõ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé 
(ðèñ. 3): 

, 

 

ïåðåïèøåì â áåçðàçìåðíîì âèäå.
Çàìåíÿÿ â ýòîì óðàâíåíèè íåêîíñåðâàòèâ-

íóþ ïîçèöèîííóþ ñèëó åå ãàðìîíè÷åñêè ëèíåà-
ðèçîâàííîé àïïðîêñèìàöèåé (13), ïîëó÷èì

 ( )1,0 ,1 ,1 ,1
dim cos sin 0+ + ψ − ψ =&& c s

F F FaQ c M A A . (28)

Îòäåëÿÿ â ýòîì óðàâíåíèè (êîýôôèöèåíòû 
êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî (14à, 14á, 14â)) ïî-
ñòîÿííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ,1FM , ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå ïîâåðõíîñòè ñâÿçè íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ðåøåíèÿ ,q rA , ,q rM  è îòíîøåíèÿ ìàññ 
÷àñòåé μ :

 
( ),1 , ,, , 0μ =F q r q rM A M . (29)

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ öåíòðèðîâàííûå ñîñòàâ-
ëÿþùèå â (28), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 
ìàññû Ì:

( )*
1,0 ,1 ,1cos sin 0+ ψ − ψ =&& c s

F FaQ c A A ,

ãäå öåíòðèðîâàííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîîðäèíàòû 
îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

                 
               

*
,*

1,0 1,0

r q rr
r

q mqQ
l l

−
= = =

 
( ), ,1 cosr q r q rQ M A= − − = ψ . (30)

Óìíîæèâ è ðàçäåëèâ ïîòåíöèàëüíóþ ñî-
ñòàâëÿþùóþ ïîçèöèîííîé ñèëû íà àìïëèòóäó 
îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ,q rA , à åå äèññè-
ïàòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ – íà àìïëèòóäó îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè ( ), ,ην ωq r q r natA A , ïîëó÷èì 
óðàâíåíèå
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Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé: (30) – äëÿ öåíòðèðîâàí-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ïðèáëèæåííîãî ïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ (2); (15) è (17) – äëÿ ýêâèâàëåíò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè 
è êîýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ, óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ (31) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

( ) ( ),* * *
1,0 ,

⎡ ⎤β
⎢ ⎥+ + = −

ω⎢ ⎥⎣ ⎦

&& & &&eq q r
r r eq q r r

dim

nat

A
aQ c Q c A Q aY . (32)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (16à) ïðîèçâîäíûå, âõîäÿ-
ùèå â (32), çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

( )* *
,

′= ω ν�
r nat q r rQ A Q , 

( )* 2 2 *
,

′′= ω ν��
r nat q r rQ A Q , 

.

Ïîäñòàíîâêà èõ â (32) äàåò óðàâíåíèå

( )* *
,2′′ ′ ′′+ ψ + = −r q r r rQ A Q Q Y ,

ãäå êîýôôèöèåíò ( ),ψ q rA  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (26).

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé ñâÿçè 
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (ðèñ. 1) ìîæíî çà-
ïèñàòü òîëüêî â ðàçìåðíîì âèäå 

dim
1,0 , 

1,0 3 .

Çàâèñèìîñòü ýêâèâàëåíòíûõ êîýôôèöèåíòîâ 
îò ïàðàìåòðîâ ,q rA , ,q rM , μ  ïðèäàåò àìïëèòóä-
íûì, ôàçîâûì è ýíåðãåòè÷åñêèì ÷àñòîòíûì õà-
ðàêòåðèñòèêàì ñâîéñòâà, êîòîðûå â çíà÷èòåëüíîé 
ìåðå îòëè÷àþò èõ îò õàðàêòåðèñòèê ëèíåéíûõ 
ñèñòåì. Êðîìå òîãî, çà ñ÷åò ïðåêðàùåíèÿ êîì-
ìóòàöèè ÷àñòåé èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ 
âèäà ýòèõ õàðàêòåðèñòèê â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîò-
íîãî ñîñòàâà ñïåêòðà âîçìóùåíèÿ ñ öåëüþ óëó÷-
øåíèÿ ýêñïëóàòàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê, íàïðè-
ìåð, ïëàâíîñòè õîäà ìíîãîîñíûõ àâòîìîáèëåé.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
Ïðèíèìàÿ, ÷òî â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî òåëà â ñõåìå 

íà ðèñ. 3 èñïîëüçóåòñÿ ãàç ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ 
( )1 1 1= + rp M Q , è ó÷èòûâàÿ (5) è (8), ïîëó÷èì 

( ) ( )1 1
1,

1
μ = − Δ

+r r
r

F Q Q L
Q

.

Ïîäñòàâëÿÿ (12) â âûðàæåíèÿ (14à), (14á), 

(14â) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ( ) ( )1 1′ = +r r rF Q Q , 
íàéäåì

( )( )
( )

2 2
, , ,

,1 2 2 2 2
, , , ,

1
1

μ + μ + −
= −

⎡ ⎤μ + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

q r q r q r
F

q r q r q r q r

M M A
M

M A M A
, (33)

( )
2 2

, , ,
,1 ,1

,

2 1
− −

= − q r q r q rc
F F

q r

M M A
A M

A
,
 

( )

( )

, ,

, ,
,1 2 2

, ,

1 ln
2

⎛ ⎞+
μ μ + ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠= ⋅

π μ + −

q r q r

q r q rs
F

q r q r

M A
M A

A
M A

.

Åñëè â êà÷åñòâå ðàáî÷åãî òåëà â ñõåìå íà 
ðèñ. 3 èñïîëüçóþòñÿ òâåðäûå äåôîðìèðóåìûå 
òåëà, íàïðèìåð, ïðóæèíû, òî æåñòêîñòè ÷àñòåé 
è ýëåìåíòà â öåëîì ïî çàêîíó Ãóêà è ñ ó÷åòîì 
(8) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê

1
1 , ,

1 1 1
1 1

⎛ ⎞μ
= = +⎜ ⎟⎜ ⎟+ Δ μ + + ηΑ⎝ ⎠q r q r

c
L M

, 

, ,
2

1

1 1 1
1

+ ηΑ⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟μ − Δ μ + μ⎝ ⎠

q r q rM
c

L
.

Êîýôôèöèåíòû ãàðìîíè÷åñêîé ëèíåàðèçà-
öèè (11) íàéäóòñÿ ïî âûðàæåíèÿì

 

2
,

,1 , 2 2
, ,

1 1
1

⎛ ⎞μ
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟μ + −⎝ ⎠

q r
F q rel

q r q r

A
M M

M A
, (34)

, ,
,1 2 2

, ,

1
1

⎛ ⎞μ
= +⎜ ⎟⎜ ⎟μ + −⎝ ⎠

q r q rc
F

q r q r

A M
A

M A
, 

, ,
,1 2 2

, ,

4
1

μ
=

π μ + −
q r q rs

F
q r q r

A M
A

M A
.

Îñîáåííîñòüþ ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (29) 
äëÿ ïíåâìîýëåìåíòà ñ ÄÊ åãî ÷àñòåé ÿâëÿåò-
ñÿ íàëè÷èå ó ëþáîãî åå ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ 
A

q, r
= const âáëèçè çíà÷åíèé 0,4μ =  ìèíèìóìà 

è òî÷êè ïåðåãèáà ïðè μ=4. Ïðè îòíîøåíèè ìàññ 
÷àñòåé 1μ =  ñìåùåíèå ,q rM  ðàâíî åãî çíà÷åíèþ 
ïðè îòíîøåíèè 0μ = .

Íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (29) äëÿ òâåðäûõ äå-
ôîðìèðóåìûõ òåë îäíà è òà æå àìïëèòóäà 
ìîæåò óñòàíàâëèâàòüñÿ ïðè òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà-
÷åíèÿõ ñìåùåíèÿ (ñì. ðèñ. 4, á). Ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ ab , íà êîòîðîé , 1=q rM  ïðè 0μ = , 
ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé êîíñåðâàòèâíîé ñè-
ñòåìå. Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (ãîðèçîíòàëü-
íàÿ ïðÿìàÿ bc ) ñìåùåíèå òàêæå ðàâíî íóëþ, 
ò.å. , 1=q relM  ïðè ëþáîì μ .

Ïîâåðõíîñòü óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ stS  îãðàíè÷åíà ñíèçó ïðÿìûìè 

 è ( ), ,0, 0= =q r q rM A , à ïîâåðõíîñòü 

íåóñòîé÷èâûõ uS  – ïðÿìûìè 

è òîé æå ïðÿìîé ( ), ,0, 0= =q r q rM A . Êðîìå òîãî, 
íà óñòîé÷èâîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçè stS  ñó-
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( ) ( )
( ) ( )

, , ,
, 2 2 2 2 , ,, , , , ,

1
ln

2

μ μ + +
ψ =

−⎡ ⎤πη μ + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

q r q r q r
q r

q r q rq r q r q r q r q r

A M A
A

M AM A M M A
. (35)

ùåñòâóåò êðèâàÿ M , íà êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ îò 
ñìåùåíèÿ ïî àìïëèòóäå ìåíÿåò çíàê (ðèñ. 4, á) 
è êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò stS  íà âåðõíþþ t

stS  
è íèæíþþ b

stS  ÷àñòè. Ýòà êðèâàÿ åñòü ðåçóëü-
òàò ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé i

tS  è 
âåðõíåé íîðìàëüíîé t

nS  ïëîñêîñòåé, è åå íà-
ëè÷èå äîëæíî îáíàðóæèòüñÿ âî âñåõ äèíàìè-
÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ, âêëþ÷àÿ ÷àñòîòíûå. 

Ïàðàìåòðèçàöèÿ ýòîé êðèâîé çíà÷èòåëüíî îá-
ëåã÷àåò ñîâìåñòíîå ÷èñëåííîå è àíàëèòè÷åñêîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (29) 
è óðàâíåíèé ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (26) ïîëó÷èì âûðàæåíèå 
äëÿ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê êîýôôèöèåíòà îò-
íîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ (ðèñ. 5, à), åñëè â ñõåìå 
íà ðèñ. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïíåâìîýëåìåíò: 

 à á
Ðèñ. 4. Ïîâåðõíîñòè ñâÿçè ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ ,q rA , ,q rM  è îòíîøåíèÿ ìàññ μ  äëÿ ñèñòåìû 

ñ ÄÊ ÷àñòåé íà ðèñ. 3: à – äëÿ ñèñòåìû ñ ïíåâìîýëåìåíòîì, 1 – ïîâåðõíîñòü îäíîé äåôîðìèðóåìîé 
÷àñòè; á – äëÿ ñèñòåìû ñ òâåðäûì äåôîðìèðóåìûì ýëåìåíòîì

 à á
Ðèñ. 5. ×àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè êîýôôèöèåíòà îòíñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ: 

à – äëÿ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé ïíåâìîýëåìåíòà, X
0
=0,5; á – äëÿ ÑÀ ñ ÄÊ ÷àñòåé òâåðäîãî 

äåôîðìèðóåìîãî ýëåìåíòà;
 1 – 0,4μ = ; 2  – 1μ = ; 3  – 2μ = ; 4  – 4μ = ; 5  – 10μ = ; 6  – μ = ∞
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Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ òâåðäûé äåôîðìèðóå-
ìûé ýëåìåíò (ðèñ. 5, á), òî

 
( ) ,

, 2 2
, , ,

2 μ
ψ = ⋅

πη + μ −
q r

q r
q r q r q r

M
A

M M A
. (36)

Çàâèñèìîñòè íà ðèñ. 5 ïîñòðîåíû ïóòåì ñî-
âìåñòíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ 
À×Õ îòíîñèòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñèñòåìû 
íà ðèñ. 3, è óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòè ñâÿçè (29) 
ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (33) èëè (34).

Êðèâàÿ M  íà ïîâåðõíîñòè ñâÿçè íà 
ðèñ. 4, á îãðàíè÷èâàåò àìïëèòóäó âîçìóùåíèÿ 

0 0 1,0=X x l , è åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ çàâèñÿò 
îò îòíîøåíèÿ ìàññ μ . Êàæäûé èç ãðàôèêîâ íà 
ðèñ. 5, á ïîñòðîåí èìåííî äëÿ ýòèõ ïðåäåëü-
íûõ àìïëèòóä âîçìóùåíèÿ lim

0 ≅X : 1  – 0,234 ; 
2  – 0,213 ; 3  – 0,177 ; 4  – 0,137 ; 5  – 0,0918 . 

Ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï ÷àñòîòíûõ çàâèñèìî-
ñòåé êîýôôèöèåíòà ( ),ψ q rA  â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
îáóñëîâëåí íåçàâèñèìîñòüþ êîëè÷åñòâà ðàññå-
ÿííîé çà ïåðèîä ýíåðãèè (20) îò ÷àñòîòû âîçìó-
ùåíèÿ. 

Â ïðåäåëå ïðè , 1→q rM  è , 0→q rA  âûðàæå-
íèå (35) äëÿ ïîâåðõíîñòè íà ðèñ. 4, à è (36) äëÿ 
÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñâÿçè t

stS  (ñì. ðèñ. 4, á) ïðè-
íèìàþò âèä (øòðèõîâûå ëèíèè íà ðèñ. 5):

 

lim 2
1

μ
ψ = ⋅

πη μ +
. (37)

Äëÿ ÷àñòè ïîâåðõíîñòè b
stS  (ðèñ. 4, á) ïðè 

, 0→q rM  è , 0→q rA  âûðàæåíèå (36) èìååò 

ïðåäåë ( )lim 2ψ = πη . Òàêîé æå ïðåäåë èìååò 
è (37) ïðè μ → ∞  (êðèâûå 6  íà ðèñ. 5).

Ïðè÷èíîé íåñóùåñòâåííîãî ðàñõîæäåíèÿ õà-
ðàêòåðèñòèê (ðèñ. 5, à) ÿâëÿåòñÿ âåñüìà áîëüøàÿ 
àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿ. Ñ åå óìåíüøåíèåì ïðî-
èñõîäèò ìîíîòîííîå ñíèæåíèå ýòîãî ðàñõîæäå-
íèÿ. Àíàëîãè÷íûå îñîáåííîñòè îáíàðóæèâàþòñÿ 
è â çàâèñèìîñòÿõ íà ðèñ. 5, á íà ïðåäåëüíûõ àìïëè-
òóäàõ âîçìóùåíèÿ. Ñëåäóåò èçáåãàòü âîçáóæäå-
íèÿ ñèñòåìû òàêèìè àìïëèòóäàìè, òàê êàê â ñèëó 
ðàçáðîñà åå ïàðàìåòðîâ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì 
ñðûâ äâèæåíèÿ íà íåóñòîé÷èâóþ ÷àñòü ïîâåðõíî-
ñòè ñâÿçè uS . Êðîìå òîãî, â ñèëó íåîäíîçíà÷íî-
ñòè ýòîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 4, á) äâèæåíèå ÑÀ 
ñ ÄÊ ÷àñòåé ýëåìåíòîâ ýòîãî òèïà ÷óâñòâèòåëüíî 
ê çàäàíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Åñëè èçîáðàæàþ-
ùàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé óñòîé÷èâîé ÷àñòè 
ïîâåðõíîñòè ñâÿçè t

stS , òî ïðè óìåíüøåíèè îòíî-
øåíèÿ ìàññ μ  äî íóëÿ ïðîèñõîäèò ãëàäêàÿ, à åñëè 
íà íèæíåé b

stS , òî ñêà÷êîîáðàçíàÿ òðàíñôîðìàöèÿ 
ñèñòåìû â ëèíåéíóþ.

Ââåäåíèå â ðàññìîòðåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî 
ñìåùåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ 
ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü íåñèììåòðèþ ïîçèöè-
îííîé ñèëû (11), (12), è òåì ñàìûì íåêîíñåð-
âàòèâíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Ïðè ýòîì òàíãåíñ 
óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü (19á) â ñèëó ïî÷òè 
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà õàðàêòåðèñòèêè êîýô-
ôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ îñòàåòñÿ 
ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûì.

Çàêëþ÷åíèå
Ñïîñîá àìîðòèçàöèè îáúåêòîâ, îñíîâàííûé 

íà íàëîæåíèè-ñíÿòèè ðåîíîìíîé ãîëîíîìíîé 
ñâÿçè íà ÷àñòü óïðóãèõ ýëåìåíòîâ â îáëàñòè àì-
ïëèòóäíûõ ïîëîæåíèé îáúåêòà, îáåñïå÷èâàåò 
ïåðèîäè÷åñêîå ñìåùåíèå åãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ è òåì ñàìûì ïðèäàåò ñèñòåìå íåêîíñåð-
âàòèâíûå ñâîéñòâà. Íåçàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà 
ðàññåÿííîé çà ïåðèîä ýíåðãèè îò ÷àñòîòû âîç-
ìóùåíèÿ â ìîìåíòû äèñêðåòíîé êîììóòàöèè 
÷àñòåé óïðóãèõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü 
ãèïåðáîëè÷åñêèé òèï õàðàêòåðèñòèêè êîýôôè-
öèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çàòóõàíèÿ. Ïðè ýòîì ïî 
ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ìåõàíèçìîì âíóòðåííå-
ãî òðåíèÿ â ðåçîíàíñå äîñòèãàåòñÿ ñóùåñòâåííî 
áîëüøåå çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà. Ñëàáàÿ 
çàâèñèìîñòü òàíãåíñà óãëà ìåõàíè÷åñêèõ ïîòåðü 
îò ÷àñòîòû èìååò ñëåäñòâèåì ïðàêòè÷åñêè ïî-
ñòîÿíñòâî ýíåðãåòè÷åñêîé ãðàíèöû àáñîëþòíûõ 
êîëåáàíèé, ÷òî ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü 
ðàçðàáîòêè ïðîñòîé ìåòîäèêè âûáîðà ïàðàìå-
òðîâ äëÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû 
â ïðèåìëåìûõ äëÿ ïðèëîæåíèé äèàïàçîíàõ îò-
íîøåíèÿ ìàññ ÷àñòåé è àìïëèòóä âîçìóùåíèÿ. 
Äëÿ ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-
áîäû ðàñ÷åò À×Õ è Ô×Õ íåîáõîäèìî ïðîâî-
äèòü ïî îáû÷íûì ôîðìóëàì ëèíåéíîé òåîðèè 
ñ îïðåäåëåíèåì ðàçìåðíîãî ýêâèâàëåíòíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ñîïðîòèâëåíèÿ èç ïðèáëèæåííûõ 
ôîðìóë äëÿ êîýôôèöèåíòà îòíîñèòåëüíîãî çà-
òóõàíèÿ, ïðåíåáðåãàÿ â íèõ, åñëè ýòî âîçìîæíî, 
àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòüþ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ 
êîëåáàíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Коловский М. З. Нелинейная теория виброза-

щитных систем. – М.: Наука, 1966. – 317 с.
2. Арнольд В. И. Математические методы клас-

сической механики: Учеб. пособие для вузов. 
– 3-е изд., испр. и доп. – M.: Наука. Гл. ред. 
физ.-мат. лит., 1989. – 472 с. 

3. Арнольд В. И., Козлов В. В., Нейштадт А. 



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Á. À. Êàëàøíèêîâ

52

И. Динамические системы – 3 // Итоги науки 
и техники. Современные проблемы математи-
ки. Фундаментальные направления. Т. 3.: Мате-
матические аспекты классической и небесной 
механики / Научн. ред. чл.-кор. АН СССР Гам-
крелидзе Р. В. – М.: ВИНИТИ, 1985 – 304 с.

4. Пановко Я. Г. Введение в теорию механи-
ческих колебаний: Учеб. пособ. для вузов. 
– 3-е изд., перераб. – М.: Наука. Гл. ред. 
физ.-мат. лит., 1991. – 256 с.

5. Магнус К. Колебания. Введение в исследова-
ние колебательных систем / Пер. с нем. – М.: 
Мир, 1982. – 304 с.

6. Елисеев С. В. Структурная теория виброза-
щитных систем. – Новосибирск: Наука, 1978. 
– 224 с.

7. Вибрации в технике: Справочник. В 6-ти т.т. 
 Т. 1.: Колебания линейных систем / Под ред. 
В. В. Болотина.  – М.: Машиностроение, 1978. 
– 352 с.

8. Фролов К. В. Уменьшение амплитуды коле-
баний резонансных систем путем управляе-

мого изменения параметров // Машиноведе-
ние. 1965. № 3. С. 38–43.

9. Бужинский В. А. Об использовании эффекта 
хлопающей мембраны для ограничения ди-
намических нагрузок // Изв. АН СССР. МТТ. 
1989. № 4. С. 44–49. 

10. Калашников Б. А. Динамика модели авто-
мобиля с упруго-демпфирующими пневмоэ-
лементами // Изв. вузов.: Машиностроение. 
1985. № 6. С. 69–73.

11. Румер Ю. Б., Рывкин М. Ш. Термодинами-
ка, статистическая физика и кинетика: Учеб. 
пособ. – 3 изд., стереотипное. – Новосибирск: 
изд-во НГУ, 2001. – 608 с. 

12. Бабицкий В. И. Теория виброударных систем 
(приближенные методы). – М.: Наука, 1978. 
– 352 с.

13. Толстов Г. П. Ряды Фурье. – 3-е изд., испр. 
– M.: Наука, 1980. – 384 с. 

14. Беляковский Н. Г. Конструктивная амортиза-
ция механизмов, приборов и аппаратуры на 
судах. – Л.: Судостроение, 1965. – 523 с.




