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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÕËÀÆÄÅÍÈß 
ÂÛÑÎÊÎÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ ÑÏËÎØÍÎÃÎ 
ÌÅÒÀËËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÖÈËÈÍÄÐÀ 

À.Ì. Ëèïàíîâ, Ñ.Ñ. Ìàêàðîâ

Ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îõëàæäåíèÿ ñïëîøíîãî 
ìåòàëëè÷åñêîãî öèëèíäðà äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî òåïëîîáìåíà 
âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ìåòàëëè÷åñêèõ òåë â îõëàæäàþùåé ñðåäå. Ïðèâåäåíû 
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, à òàêæå 
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïàðàìåòðîâ òåïëîîáìåíà öèëèíäðà è îêðóæàþùåé ñðåäû 
â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè, òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ è âðåìåíè ïðîöåññà. 
Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îõëàæäåíèå, öèëèíäð, ïàðàìåòðû 
òåïëîîáìåíà, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò.

Ââåäåíèå
Îäíîé èç çàäà÷, ïðåäñòàâëÿþùèõ íå òîëüêî 

òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ, ñâÿçàííûé ñ ìàòåìàòè-
÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì, ÷èñëåííûì ðåøåíèåì 
è àíàëèçîì ðåçóëüòàòîâ, íî è ïðàêòè÷åñêèé (íà-
ïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå â òåõíîëîãè÷åñêèõ îïå-
ðàöèÿõ óïðî÷íåíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ çàãîòîâîê), 
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è ñêî-
ðîñòè îõëàæäåíèÿ çàãîòîâîê öèëèíäðè÷åñêîé 
ôîðìû. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðî-
âîäèëè Í.Â. Çèìèí, Ã.Ô. Ãîëîâèí, Ä.Â. Áóäðèí, 
Ì.Â. Êîíäðàòîâ, Ã.Í. Õåéôåö, À.Ñ. Êàäèíîâà, 
Þ.Ã. Ýéñìîíä è äð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû 
èññëåäîâàíèé ïîçâîëèëè ñôîðìèðîâàòü îáùóþ 
êàðòèíó ïðîöåññà îõëàæäåíèÿ ìåòàëëè÷åñêèõ 
çàãîòîâîê ïðè òåðìîîáðàáîòêå.

Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàññìîòðåí-
íûõ ðàáîòàõ ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ÷àñòíûå ðåøå-
íèÿ è îáîáùåíèÿ â óçêîì äèàïàçîíå ðåæèìíûõ 
ïàðàìåòðîâ îõëàæäåíèÿ ïðè òèïîâîì íàáîðå 
ñâîéñòâ ìàòåðèàëà çàãîòîâêè è îõëàæäàþùèõ 
ñðåä. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìîñòü â íàó÷íûõ 
èññëåäîâàíèÿõ â ýòîì íàïðàâëåíèè íå òåðÿåò 
ñâîåé àêòóàëüíîñòè. 

Çàïàòåíòîâàííûå òåõíîëîãè÷åñêèå ðåøåíèÿ 
[1, 2], ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íàòóðíûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ è â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ èçäåëèé 
ñïåöèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èëè äàëüíåé-
øåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [3, 4].

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èñ-
ñëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè è ñâÿçàíà ñ ïî-
ñòðîåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ÷èñëåííûì 
ðàñ÷åòîì íåñòàöèîíàðíîãî òåïëîîáìåíà âûñî-
êîòåìïåðàòóðíîãî ìåòàëëè÷åñêîãî öèëèíäðà â 
îõëàæäàþùåé ñðåäå. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäå-
ëåíèÿ òåìïåðàòóð íà ãðàíèöå è â ïðîèçâîëüíûõ 
òî÷êàõ öèëèíäðà è îõëàæäàåìîé ñðåäû. 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñîïîñòàâëÿ-
þòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ 
äëÿ êîíå÷íîãî âðåìåíè è ðåçóëüòàòàìè, ïîëó-
÷åííûìè â ïðîãðàììå ANSYS äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè è èçìåíÿþùèõñÿ òåïëî-
ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä. Ïðè 
ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå 
ìîäåëè áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàñ÷åòíûå àëãî-
ðèòìû, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ íå ïðåäóñìîòðåíà 
â äðóãèõ ðàñ÷åòíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ, 
íàïðèìåð â ïðîãðàììå ANSYS. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è 
îõëàæäåíèÿ
Êàê è â ðàáîòå [5], çà îñíîâó ïðèìåì äèô-

ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè 
Áèî – Ôóðüå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òåëî öèëèí-
äðè÷åñêîé ôîðìû, òî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-
òóðû â íåì ïðè óñëîâèè ñîáëþäåíèÿ ñèììåòðèè 
ðàñïðåäåëåíèÿ åå îòíîñèòåëüíî îñè öèëèíäðà 
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çàïèøåòñÿ òàê:

  

T T Tc T
t r r r r y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ λ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ρ = λ + + λ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
,   (1)

ãäå ñ – óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü; ρ  – ïëîòíîñòü; 
λ  – òåïëîïðîâîäíîñòü; T  – òåìïåðàòóðà; 
, y – ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ïî ðàäèóñó 

è äëèíå.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíûé ñëó÷àé 

äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû . Ïðèíèìàÿ 

c, ρ, λ = const, èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî 

òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ìàòåðèàëà
 

a
c
λ

=
ρ

,
ïîëó÷èì

          
  

          

2

2

1T T Ta
t r r r

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,            (2)

ãäå t  – âðåìÿ.
Óðàâíåíèå (2) çàïèøåì â ðàçíîñòíîé ôîðìå 

ïî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå â âèäå

       
( )1 1 1 1

1 12 2n n n n n
i i i i i

a t
T T T T T

r
+ + + +

+ −

Δ
= + − + +

Δ

        

1 1
1 1

2

n n
i i

i

T Ta t
r r

+ +
+ −−Δ

+
Δ

,            
        

                (3)

ãäå 1
1

n
iT +
− , 1n

iT + , 1
1

n
iT +
+

 
– òåìïåðàòóðû â ïðåäûäó-

ùåì, èñêîìîì è ïîñëåäóþùåì ðàñ÷åòíûõ óçëàõ 
íà ( )1n + -ì âðåìåííîì ñëîå; n

iT  – òåìïåðà-
òóðà â èñêîìîì óçëå íà n -ì âðåìåííîì ñëîå; 
Δr – øàã ìåæäó ðàñ÷åòíûìè óçëàìè ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå r ; ir  – òåêóùèé 
ðàäèóñ öèëèíäðà; tΔ

 
– ðàñ÷åòíûé øàã ïî âðå-

ìåíè.
Çäåñü êàê ïåðâàÿ, òàê è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 

àïïðîêñèìèðîâàíà ïî r  ñî 2-ì ïîðÿäêîì òî÷íî-
ñòè. Óðàâíåíèå (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [6]

              
1 1 1

1 1
n n n

i i i i i i iAT C T B T F+ + +
+ −− + = − ,          (4)

ãäå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

          
2 2i

i

a t a tA
r r r
Δ Δ

= +
Δ Δ

;  2

2 1i
a tC
r
Δ

= +
Δ

;

              2 2i
i

a t a tB
r r r
Δ Δ

= −
Δ Δ

;  n
i iF T= . 

Åñëè ïðèíÿòü ïàðàìåòðû c, ρ, λ ïåðåìåííû-
ìè, òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (1) çàïèøåòñÿ â âèäå

             

1
0,5 0,5

i i
i i

T T
T r r

r r r

−
+ −

∂ ∂
λ − λ∂ ∂ ∂ ∂λ = =

∂ ∂ Δ

             

( ) ( )0,5 1 0,5 1
2

i i i i i iT T T T
r

+ + − −λ − − λ −
=

Δ
,

ãäå 0,5i+λ , 0,5i−λ  – ñðåäíÿÿ òåïëîïðîâîäíîñòü 
ìåæäó èñêîìûì è ïîñëåäóþùèì è ñðåäíÿÿ òå-
ïëîïðîâîäíîñòü ìåæäó èñêîìûì è ïðåäûäóùèì 
ðàñ÷åòíûìè óçëàìè.

Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé 
T
r

∂
∂

 âîñïîëüçóåìñÿ 
öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ

                       
1 1

1 1

2

n n
i iT TT

r r

+ +
+ −−∂

=
∂ Δ

.

Óðàâíåíèå (1) â öåëîì â ðàçíîñòíîé ôîðìå 
áóäåò èìåòü âèä

.       (5)

Óðàâíåíèå (5) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (4) ñ 
êîýôôèöèåíòàìè:

          ( ) ( )

1 1
0,5

1 12 2

n n
i i

i n n
ii i

t tA
r c r r c

+ +
+

+ +

Δ λ Δ λ
= +

Δ ρ Δ ρ
;

         ;

 ( ) ( )

1 1
0,5

1 12 2

n n
i i

i n n
ii i

t tB
r c r r c

+ +
−

+ +

Δ λ Δ λ
= −

Δ ρ Δ ρ
;  

( )
( ) 1

n
ni

i in

i

c
F T

c +

ρ
=

ρ
.

Íàðÿäó ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè c, ρ, λ 
ðàññìîòðèì åùå è ïåðåìåííûé øàãè rΔ  èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî r . Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèÿ (5) 
ïîëó÷èì:

   

   

   ,                          (6)

ãäå 1

2
i i

i
r rr +Δ + Δ

Δ = ; irΔ , 1ir +Δ  – øàãè ìåæäó ðàñ-

÷åòíûìè óçëàìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-
íàòå r  â èñêîìîì i -ì è ïîñëåäóþùåì ( 1i + )-ì 
óçëàõ.

Òîãäà óðàâíåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
óðàâíåíèÿ (4) ñ êîýôôèöèåíòàìè:

( )

1 1
0,5

1 1

n n
i i

i
i i i i i

t tA
r r r r r

+ +
+

+ +

Δ λ Δ λ
= +

Δ Δ Δ + Δ
;

( )

1 1
0,5

1

n n
i i

i
i i i i i

t tB
r r r r r

+ +
−

+

Δ λ Δ λ
= −

Δ Δ Δ + Δ
;
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( )
1 1

1 0,5 0,5

1

n n
n i i

i i
i i i

tC c
r r r

+ +
+ + −

+

⎛ ⎞λ λΔ
= ρ + +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

;

                            
( )n n

i iiF c T= ρ .

Âûðàçèì òåìïåðàòóðó 1
1

n
iT +
−  êàê ôóíêöèþ 

1n
iT +  â âèäå ðàâåíñòâà

                      
1 1 1 1

1
n n n n

i i i iT T+ + + +
− = β + α .              (7)

Ïîäñòàâèâ ðàâåíñòâî (7) â óðàâíåíèå (4), ïî-
ëó÷èì

                    
1 1 1 1

1 1 1
n n n n

i i i iT T+ + + +
+ + += β + α ,

ãäå

     

1
1
1 1

n
n i i i
i n

i i i

B F
C B

+
+
+ +

β +
β =

− α
; 1

1 1
n i
i n

i i i

A
C B

+
+ +α =

− α
.    (8)

Äâóìåðíóþ íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó òå-
ïëîïðîâîäíîñòè áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì ðàñ-
ùåïëåíèÿ, çàïèñàâ ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïî 
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå y , òàê æå êàê 
è ïî ðàäèóñó r  â âèäå áåçóñëîâíî óñòîé÷èâîé 
ëîêàëüíî-îäíîìåðíîé íåÿâíîé ñõåìû:

ïî ðàäèóñó r

;

ïî êîîðäèíàòå y:

Êîýôôèöèåíòû A
j
, B

j
, C

j
, F

j
 áóäóò îïðåäå-

ëÿòüñÿ âûðàæåíèÿìè:

           

1
0,5

2

n
j

j

t
A

y

+
+Δ λ

=
Δ

; 
1
0,5

2

n
j

j

t
B

y

+
−Δ λ

=
Δ

;

         
C

j 

( ) ( )
1 1
0,5 0,5 1

2

n n
j j n

j

t
c

y

+ +
+ − +Δ λ + λ

= + ρ
Δ

;

                          
( )

1
2

,

n
j i jF c T += ρ ,

ãäå yΔ  – øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî y .
Êàæäîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò 

ïðîäâèæåíèå ïî îäíîé èç ïðîñòðàíñòâåííûõ 
êîîðäèíàò íà 1 2  âðåìåííîãî øàãà tΔ . Áëàãî-
äàðÿ òàêîìó ïîäõîäó ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì 
ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿòü ýô-
ôåêòèâíûé ìåòîä ïðîãîíêè [7]. 

Íà ãðàíèöå öèëèíäðà, åãî âíåøíåé ïîâåðõ-
íîñòè ïî ðàäèóñó r R= , áóäåì èñïîëüçîâàòü 
óñëîâèå

                  

( )( )0
0

l

tT T T
r

α∂
= − −

∂ λ
,                (9)

ãäå ( )tα  – êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è; 0λ  – òå-

ïëîïðîâîäíîñòü ãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìàòåðèàëà; 

0,lT T  – òåìïåðàòóðû îõëàæäàþùåé ñðåäû è 
îõëàæäàåìîé ïîâåðõíîñòè.

Çàïèøåì ðàâåíñòâî (9) â ðàçíîñòíîé ôîðìå

               

( )( )1 1
0

02 l

tT T T T
r

− α−
= − −

Δ λ
.          (10)

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (5) ïðè 0i = :

   
( ) ( )1 1

0 00 0

n nn nc T c T+ +ρ = ρ +

   
( ) ( )1 1 1 1 1 1

0,5 1 0 0,5 0 12
n n n n n nt T T T T

r
+ + + + + +

+ − −

Δ ⎡ ⎤+ λ − − λ − +⎣ ⎦Δ

   
( )

1
1 10

1 1
02

n
n nt T T

r r

+
+ +

−

Δ λ
+ −

Δ
.                                   (11)

Çàïèøåì óðàâíåíèå (10) äëÿ ( )1n + -ãî âðå-
ìåííîãî ñëîÿ. Èñêëþ÷èì èç óðàâíåíèÿ (11) 
òåìïåðàòóðó 1

1
nT +

−  ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (10) è 
ïîëó÷èì

                           
1 1

0 1 1 1
n nT T+ += β + α ,

ãäå 

Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (8) ïðè 1i =  îïðåäåëèì 

2α  è 2β . Óâåëè÷èâàÿ íîìåð i  íà åäèíèöó, ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ðàññ÷èòàåì âñå ïðîãîíî÷íûå êî-
ýôôèöèåíòû iα  è iβ  ( )1,2,...,i N= , â òîì ÷èñëå 

Nα  è Nβ . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-
íàòå y .

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 
äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû r  ðàñ÷åòû 
íà÷èíàåì ñ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ê öåíòðó. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå òåïëî-
ïðîâîäíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî c, ρ, λ ÿâëÿþòñÿ 
ïåðåìåííûìè, èìååò âèä

                

T Tc T
t r r r r

∂ ∂ ∂ λ ∂
ρ = λ +

∂ ∂ ∂ ∂
,           (12)

òî çàïèøåì îòíîøåíèå 
1 T
r r

∂
∂

 ïðè 0r → . Â 

öåíòðå öèëèíäðà èìååì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

0T
r

∂
=

∂
. Àïïðîêñèìèðóÿ â îêðåñòíîñòè 0r =  
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òåìïåðàòóðó âûðàæåíèåì, ïðåäñòàâëÿþùèì 
ñîáîé ÷åòíóþ ôóíêöèþ 2

1 0T T Kr= + , ïîëó÷èì 

2T Kr
r

∂
=

∂
, à 

1 2T K
r r

∂
=

∂
. 

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 
2

2

T
r

∂
∂

 òîæå áóäåò ðàâíà 

2K , à óðàâíåíèå (12) ïðèìåò âèä: 

                
(c T

t r
∂ ∂

ρ =
∂ ∂

2λKr) 2 K+ λ . 

Âûíåñåì λ  çà çíàê ïðîèçâîäíîé 
r

∂
∂

 êàê 

ñðåäíåå çíà÷åíèå λ :

                      
,             (13)

ãäå 0 1

2
λ + λ

λ = .

Ïîñòîÿííóþ K  îïðåäåëèì èç ðàâåíñòâà

                            

1 0
2

T TK
r
−

=
Δ

.

Óðàâíåíèå (12) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (13) â 
ðàçíîñòíîé ôîðìå áóäåò èìåòü âèä

            ,

(14)
ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

                      
1 1

0 1 1 1
n nT T+ += β + α ,

ãäå 

            

( )
( ) ( )

1
2

1
1 1

20

21

21

n

n n

t
r

tc
r

+

+ +

Δ
+ λ

Δα =
Δ

ρ + + λ
Δ

;   
   

    (15)

             

( )

( ) ( )
00

1
1 1

20

21

n n

n n

c T
tc

r
+ +

ρ
β =

Δ
ρ + + λ

Δ

.
  

Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (15), âíîâü 1 1α < . 
Ïðè 1r r=  óðàâíåíèå (12) çàïèøåì êàê óðàâíå-
íèå äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè, òîëüêî ïðè 

1r r= Δ .
Ïðè ïåðåìåííîì øàãå â óðàâíåíèè (14) 

âìåñòî rΔ  ñëåäóåò ïèñàòü 1rΔ . Îñóùåñòâëÿÿ 
ïðÿìóþ ïðîãîíêó, íàéäåì âñå çíà÷åíèÿ a

i
, âêëþ-

÷àÿ çíà÷åíèÿ Nα  è Nβ . Çàòåì îáðàòíîé ïðîãîí-
êîé íàéäåì òåìïåðàòóðû â ðàñ÷åòíûõ óçëàõ.

Äàëåå ïóñòü ðå÷ü èäåò íå îá îäíîðîäíîì 
ìàòåðèàëå, à î ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ìàòå-
ðèàëîâ – ìåòàëëà è æèäêîñòè. Íà ãðàíèöå èõ 
ñîïðÿæåíèÿ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå 
óñëîâèÿ IV ðîäà, êîòîðûå ïîäðàçóìåâàþò ðà-
âåíñòâà òåìïåðàòóð 0 0

m lT T=  íà ãðàíèöå ðàçäåëà 
äâóõ ñîïðÿãàåìûõ òåë è òåïëîâûõ ïîòîêîâ, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç ãðàíèöó ñîïðÿæåíèÿ:

                        

0 0
m l

m lT T
r r

∂ ∂
λ = λ

∂ ∂
,                (16)

ãäå èíäåêñ m îòíîñèòñÿ ê ìåòàëëó, à èíäåêñ l – ê 
æèäêîñòè.

Îáîçíà÷èì ãðàíèöó ïåðåõîäà ðàçíûõ ìà-
òåðèàëîâ, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, â âèäå 
ïðÿìîé EF.

Îáîçíà÷èì èíäåêñîì «íîëü» ïàðàìåòðû 
â òî÷êå V. Ââåäåì äâå ôèêòèâíûå òî÷êè À è 
B. Ïóñòü òî÷êà À íàõîäèòñÿ íà ïðîäîëæåíèè 
êðèâîé ÑV, à òî÷êà B – íà ïðîäîëæåíèè êðèâîé 
DV. Ïðèìåì, ÷òî òî÷êà A â æèäêîñòè íàõîäèò-
ñÿ íà óäàëåíèè îò ãðàíèöû FE, ðàâíîì 1rΔ , à 
âòîðàÿ òî÷êà â ìåòàëëå (òî÷êà B) – íà óäàëåíèè 
îò ãðàíèöû EF, ðàâíîì 0rΔ .

Ïðèíèìàåì, ÷òî øàãè 0rΔ  è 1rΔ  íå ñîâïàäà-
þò. Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé ïðèìåì òàêæå, 
÷òî øàã 1rΔ  â öåëîå ÷èñëî ðàç îòëè÷àåòñÿ îò 
øàãà 0rΔ . Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíòû c, ρ, λ 
áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåìåííûìè. Èç óðàâíå-
íèÿ (16), îòíåñåííîãî ê ( )1n + -ìó âðåìåííîìó 
ñëîþ, ïîëó÷èì

                

1 1
0 0

1 0 1 0

m lA BT T T T
r r r r

−− −
λ = λ

Δ + Δ Δ + Δ
.         (17)

Â òî÷êå V ñî ñòîðîíû ìåòàëëà è æèäêîñòè 
èìååì:

 

  
;     (18)

Ðèñ. 1. Ãðàíèöà ïåðåõîäà ìåæäó
ìåòàëëîì è æèäêîñòüþ
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,  (19)

ãäå 0 1
0 2

r rr Δ + Δ
Δ = ; 0rΔ  – îòðåçîê VB; 1rΔ  – îò-

ðåçîê AV; σ  – âåñîâîé ïàðàìåòð, èçìåíÿþùèéñÿ 
â èíòåðâàëå ( )0,1 .

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (18) è (19), èñêëþ-
÷èì ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå T

A
 è BT  èç óðàâíå-

íèÿ (17) è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå íà 
( )1n + -ì âðåìåííîì ñëîå òîëüêî ïåðåìåííûå 

1
1
nT + , 1

0
nT + , 1

1
nT +

− :

         
1 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0n n nA T C T B T F+ + +
−− + + = ,      (20)

ãäå

       

;

      ;

;

×

× .

Ïåðåìåùàÿñü â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ 
çíà÷åíèé i  (ñì. ðèñ. 2) â îäíîðîäíîì ìàòåðèàëå 
è ïîêàçûâàÿ, ÷òî âñå iα  ( )2,3,...,i N=  ìåíüøå 
åäèíèöû, ïîëó÷èì è 0 1α < . Ïîäñòàâèâ â óðàâ-

íåíèå (20) âûðàæåíèå 1 1 1 1
1 0 0 0
n n n nT T+ + + +

− = β + α , ïî-
ëó÷èì

,

îòñþäà

                         1 1 1 1
0 1 1 1
n n n nT T+ + + += β + α , 

ãäå
1

1 0 0 0
1 1

0 0 0

n
n

n

B F
C B

+
+

+

β +
β =

− α
; 1 0

1 1
0 0 0

n
n

A
C B

+
+α =

− α
.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü 1
0 0 0

nC B +− α . Êîýôôè-
öèåíò 0B  âõîäèò êàê ñëàãàåìîå â êîýôôèöèåíò 

0C . Ïîñêîëüêó 1
0 1n+α < , òî â ðåçóëüòàòå âû÷è-

òàíèÿ 1
0 0

nB +α
 
 ïîëó÷èì ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. 

Êîýôôèöèåíò 0A  òàêæå âõîäèò â êîýôôèöè-
åíò â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî 0C , ïîýòîìó ìîæíî 
óòâåðæäàòü, ÷òî çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ äëÿ 

1
1
n+α  áîëüøå ÷èñëèòåëÿ è 1

1 1n+α < . Èìåÿ 1
1 1n+α < ,

 äëÿ 1n
i

+α  ( )2,3,...,i N=  ñ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
îíè òîæå ìåíüøå åäèíèöû. Çäåñü N  – êîëè÷å-
ñòâî ðàñ÷åòíûõ óçëîâ.

Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñîïðÿæåíèÿ ìàòå-
ðèàëîâ ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ øàãè irΔ

 
 ðàç-

íîñòíûõ ñåòîê èçìåëü÷àåì ñî ñòîðîíû ìåòàëëà 
è ñî ñòîðîíû æèäêîñòè òàê, êàê ýòî ïîêàçàíî íà 
ðèñ. 2.

Ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèÿìè (9) – (11) çíà-
÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ óðàâíåíèÿ 

1 1
0 1 1 1
n nT T+ += β + α  íà âíåøíåé ãðàíèöå ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå y  ïðèìóò âèä:

    α
1
= ;

.

Ðèñ. 2. Èçìåëü÷åíèå ñåòêè íà ãðàíèöå ñîïðÿãàåìûõ 
ìàòåðèàëîâ
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ 
Ïðèìåð 1. Äëÿ âåðèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé 

ìîäåëè ïðîâåäåì ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ 
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è îõëàæäå-
íèÿ ñïëîøíîãî ìåòàëëè÷åñêîãî öèëèíäðà [8]. 
Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà öèëèíäðà, èìåþùåãî ðàçìå-
ðû: R=0,04 ì; Y=0,16 ì, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3. 
Íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà òåëà ñîñòàâëÿëà 
T

0
 = 800 °C, òåìïåðàòóðà îõëàæäàþùåé ñðåäû 

T
l
 = 30 °C. Òåïëîïðîâîäíîñòü ìàòåðèàëà öèëèí-

äðà λ=23,3 Âò/(ì·K), òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü 
. Êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è ñ 

ïîâåðõíîñòè îõëàæäåíèÿ ïðèíÿò ïîñòîÿííûì 
è ðàâíûì α=118 Âò/(ì2·K). Ðàñ÷åòíîå âðåìÿ 
îõëàæäåíèÿ ñîñòàâëÿëî 1800t =  ñ, øàã ïî âðåìå-
íè 0,02tΔ =  ñ.

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû (ñì. ðèñ. 4), 
ïîëó÷åííûå ïî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè, áëèçêè ê 
çíà÷åíèÿì ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîãðàììå ANSYS 
CFX (Academic research CFX Pad App, ëèöåí-
çèÿ èíâ. ¹ Ì000014044 îò 2007 ã., ÈæÃÒÓ). 
Ðàñ÷åò â ïðîãðàììå ANSYS ïðîâåäåí ñ ïðèìå-

íåíèåì ðàâíîìåðíîé ñåòêè, êîëè÷åñòâî ðàñ÷åò-
íûõ óçëîâ ïî R è ïî Y ñîñòàâëÿëî 100, øàã ïî 
âðåìåíè 0,02tΔ =  ñ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå ïî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè ñòðåìèòñÿ ê 
ðåøåíèþ â ïðîãðàììå ANSYS ïðè èçìåëü÷åíèè 
ðàñ÷åòíîé ñåòêè (ñì. òàáëèöó).

Ïðèìåð 2. Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðèåé ðàñ-
÷åòíîé ñåòêè ïðèìåðà 1 è ðàññìîòðèì ñëó÷àé, 
êîãäà ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïî ðàäèóñó ñîñòîèò èç 
äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ (âíåøíÿÿ) ÷àñòü – ýòî îá-
ëàñòü, â êîòîðîé âîäà íà÷èíàåòñÿ c âíåøíåãî 
ðàäèóñà r

j
=0,04 ì è ïðîäîëæàåòñÿ äî ãðàíèöû 

ðàçäåëà ñðåä, à âòîðàÿ (âíóòðåííÿÿ) ÷àñòü – ýòî 
îáëàñòü, â êîòîðîé ìåòàëë íà÷èíàåòñÿ ñ ðàäèóñà 
ãðàíèöû ðàçäåëà r

s
=0,02 ì è ïðîäîëæàåòñÿ äî 

îñè (ðèñ. 5). Ïðèìåì äîïóùåíèå îá îòñóòñòâèè 
êîíâåêöèè â ñëîå âîäû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü 
åå êàê íåïîäâèæíîå òâåðäîå òåëî. 

Òåìïåðàòóðà âîäû 20lT =
 
°C, òåïëîïðîâî-

äíîñòü λ=0,6 Âò/(ì·K), òåìïåðàòóðîïðîâîä-
íîñòü , òåìïåðàòóðà îêðó-
æàþùåé ñðåäû 20T =  °C. Êîýôôèöèåíò òå-
ïëîîòäà÷è ñ ïîâåðõíîñòè âîäû è òîðöîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé îõëàæäåíèÿ ïðèíÿò ïîñòîÿííûì  

 
Âò/(ì2·K). Ðàñ÷åòíîå âðåìÿ îõëàæäåíèÿ 

50t = ñ, øàã ïî âðåìåíè 0,02tΔ = ñ. 
Ðàñ÷åò â ïðîãðàììå ANSYS ïðîâåäåí òàêæå 

ñ ïðèìåíåíèåì ðàâíîìåðíîé ñåòêè, êîëè÷åñòâî 
ðàñ÷åòíûõ óçëîâ ïî R è Y ñîñòàâëÿëî 100, øàã 
ïî âðåìåíè 0,02tΔ =  ñ. ×èñëåííîå ðåøåíèå 
ïî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè (ðèñ. 6, à) ñòðåìèòñÿ 
ê ðåøåíèþ â ïðîãðàììå ANSYS (ðèñ 6, á) ïðè Ðèñ. 3. Ñõåìà äâóìåðíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Ñðàâíåíèå òåìïåðàòóð â öåíòðå íà îñè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (â °Ñ)

Ðàçìåð ñåòêè
×èñëåííûé ðàñ÷åò 

ïî ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè
Àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò 

[8]
×èñëåííûé ðàñ÷åò 

â ïðîãðàììå ANSYS

R=100, Y=100

R=200, Y=200

R=400, Y=400

63,6

63,2

62,9

≈ 60

≈ 60

≈ 60

≈ 61,9

≈ 61,9

≈ 61,9

Ðèñ. 5. Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè «ìåòàëë – âîäà»
Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå 

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè 
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èçìåëü÷åíèè ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Êîýôôèöèåíò, 
õàðàêòåðèçóþùèé ñãóùåíèå ñåòêè k = 2Δ 

i
 /Δ 

1
, 

ñî ñòîðîíû ìåòàëëà è âîäû ñîñòàâëÿë 12. Ñóì-
ìàðíîå êîëè÷åñòâî ðàñ÷åòíûõ óçëîâ â ìîäåëü-
íîì ðåøåíèè ñîñòàâëÿëî 62 ïî R è 100 ïî Y. 
Ïðè çàäàííûõ èñõîäíûõ äàííûõ ïðèìåðà ðàñ-
õîæäåíèå c ÷èñëåííûì ðåøåíèåì â ïðîãðàììå 
ANSYS ïî òåìïåðàòóðå â óçëîâûõ òî÷êàõ ñî-
ñòàâëÿëî ïîðÿäêà 0,3 %. 

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðèþ è ïàðàìå-
òðû ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïðèìåðà 2 ñ óñëîâèåì, ÷òî 
òåïëîôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà ñðåä 
(c, ρ, λ) áóäóò ïåðåìåííûìè. Ïðèìåì â êà÷å-
ñòâå ìåòàëëà ñòàëü 45. Ïî ðåçóëüòàòàì îáðà-
áîòêè òàáëè÷íûõ äàííûõ ðàáîòû [9] â äèàïàçîíå 
òåìïåðàòóð 20–800 ºC èìååì:

;

;

 . 
Äëÿ âîäû ïî ðåçóëüòàòàì îáðàáîòêè òàáëè÷-

íûõ äàííûõ ðàáîòû [10] â äèàïàçîíå 20–100 ºC 
ïîëó÷èì:

;

;

 .
Ðàñ÷åò ïðîâåäåì ïðè íà÷àëüíîé òåìïåðàòó-

ðå òåëà T
0
 = 100 °C, òåìïåðàòóðå îõëàæäàþùåé 

ñðåäû T
l
 = 20 °C . 

Ðàñõîæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïî 
ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè (ðèñ. 7, à) c ÷èñëåííûì 
ðåøåíèåì â ïðîãðàììå ANSYS (ðèñ. 7, á) â ðàñ-
÷åòíûõ óçëàõ íå ïðåâûñèëî 0,5 %. 

Çàêëþ÷åíèå
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íå-

ñòàöèîíàðíîãî òåïëîîáìåíà ïðè îõëàæäåíèè 
âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ìåòàëëè÷åñêîãî öè-
ëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè, òåïëîôè-
çè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà òåëà è âðåìåíè 
ïðîöåññà äîêàçûâàþò àäåêâàòíîñòü ðàçðàáîòàí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ñîïîñòàâëåíèå 
ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ àíàëèòè÷å-
ñêèìè äàííûìè è ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â 
ïðîãðàììå ANSYS, ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá óäî-
âëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòíîé ìîäåëè. 

à                                                                   á
Ðèñ. 6. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå ïðè 50t = c (øàã ïî âðåìåíè 0,02tΔ =  c, c, ρ, λ = const):

à – ðàñ÷åò ïî ìîäåëè; á – ðàñ÷åò â ïðîãðàììå ANSYS

à                                                                á
Ðèñ. 7. Òåìïåðàòóðíîå ïîëå ïðè 50t = c (øàã ïî âðåìåíè 0,02tΔ =  c, c, ρ, λ ( )f T= :

à – ðàñ÷åò ïî ìîäåëè; á – ðàñ÷åò â ïðîãðàììå ANSYS
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Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ äàëü-
íåéøåé ðàçðàáîòêè è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îõëàæ-
äåíèÿ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ íå ïðåäóñìîòðåíà 
äðóãèìè ðàñ÷åòíûìè ïðîãðàììíûìè êîìïëåê-
ñàìè, íàïðèìåð ïðîãðàììîé ANSYS.
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