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ÓÄÊ 531.8, 534, 534.05
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Ô.Á. Àíäðååâ, À.Ì. Ãóñüêîâ, Ô. Òóâåðåç, Ë. Áëàí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìèêà ãàçîâîãî ïîòîêà â ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè ðîòîðà 
ñî ñòàòîðîì. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî îöåíêå äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, 
ó÷èòûâàþùèõ äâèæåíèå ãàçà ÷åðåç ëàáèðèíòíîå óïëîòíåíèå. Ïîòîê óòå÷êè è 
ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ðàññ÷èòàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî 
ìåòîäà Íüþìåíà, à ðàñïðåäåëåíèå îêðóæíûõ ñêîðîñòåé – ñ ïîìîùüþ ìîäåëè 
òðåíèÿ Ïàïàåâàíãåëó. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ äèíàìè÷åñêèõ 
êîýôôèöèåíòîâ ñ äàííûìè äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëàáèðèíòíîå óïëîòíåíèå, äèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, ìîäåëü 
òðåíèÿ, äèíàìèêà ðîòîðîâ.

Ô.Á. Àíäðååâ, À.Ì. Ãóñüêîâ,
Ô. Òóâåðåç, Ë. Áëàí, 2014

Ââåäåíèå
Ëàáèðèíòíûå óïëîòíåíèÿ øèðîêî èñïîëü-

çóþòñÿ â ãàçîòóðáèííûõ äâèãàòåëÿõ, ñèëîâûõ 
òóðáèíàõ è êîìïðåññîðàõ äëÿ ïðåäîòâðàùå-
íèÿ ïîïàäàíèÿ ãàçà âûñîêîãî äàâëåíèÿ â çîíû 
íèçêîãî äàâëåíèÿ [1–4]. Ëàáèðèíòíûå óïëîòíå-
íèÿ îáû÷íî âûïîëíÿþò â âèäå çà÷åêàíåííûõ â 
ðîòîð íàáîðà óïëîòíèòåëüíûõ ãðåáíåé (ðèñ. 1). 
Êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ ãðåáíåé îáðàçóåò ïî-
ëîñòü, îãðàíè÷åííóþ êîðïóñîì ñòàòîðà. Âñåãî 
èìååòñÿ N ãðåáíåé è ( )1N −  ïîëîñòåé. Ïðèíöèï 
ðàáîòû ëàáèðèíòíûõ óïëîòíåíèé çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì. Çàêðó÷åííûé âèõðåâîé ãàç 
ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì ïîïàäàåò ÷åðåç çàçîð 
ìåæäó ïåðâûì ãðåáíåì è êîðïóñîì ñòàòîðà â 
ïåðâóþ ïîëîñòü ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ, ãäå 
ãàç ðàñøèðÿåòñÿ è èçìåíÿåòñÿ åãî ìîìåíò âðà-
ùåíèÿ èç-çà òðåíèÿ î ñòåíêè ïîëîñòè, êîòîðàÿ 
ìîæåò âðàùàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ, îòëè÷àþùåéñÿ 
îò ñêîðîñòè âèõðÿ íà âõîäå. Ïåðâîíà÷àëüíîå 
çàêðó÷èâàíèå ãàçà ñâÿçàíî ñ âðàùåíèåì ðîòîðà 
è çàâèñèò îò îñîáåííîñòåé åãî ýëåìåíòîâ. Ñêî-
ðîñòü ïðåäçàêðó÷èâàíèÿ ãàçà ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé êàñàòåëüíóþ èëè îêðóæíóþ ñêîðîñòü 
íàáåãàþùåãî ïîòîêà â óïëîòíåíèè. Â îáùåì 
ñëó÷àå, èç-çà âîçìîæíûõ êîëåáàíèé ðîòîðà, 

ýòî âðàùåíèå íåîñåñèììåòðè÷íîå è íåñòàöèî-
íàðíîå [5–7]. Ïîñëå òîãî êàê ãàç ïðåîäîëåâàåò 
íåñêîëüêî ïîäîáíûõ ïîëîñòåé, îí îêàçûâàåòñÿ 
â êîíöå óïëîòíåíèÿ ñî çíà÷èòåëüíî ñíèæåí-
íûì äàâëåíèåì.

Ëàáèðèíòíûå óïëîòíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áåñêîí-
òàêòíûìè, ÷òî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò èõ èçíîñ 
è òðåíèå ìåæäó ðîòîðîì è ñòàòîðîì ïî ñðàâíå-
íèþ ñ óïëîòíåíèÿìè äðóãèõ òèïîâ. Ëàáèðèíò-
íûå óïëîòíåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàëûì çàçî-
ðîì ìåæäó ðîòîðîì è ñòàòîðîì – ïîðÿäêà 0,3% 
äèàìåòðà ðîòîðà.

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííîå ñíèæåíèå äàâëå-
íèÿ ÷åðåç ëàáèðèíòíûå óïëîòíåíèÿ, âîçìîæíû 
îïðåäåëåííûå óòå÷êè ãàçà èç çîíû âûñîêîãî äàâ-
ëåíèÿ, êîòîðûå çàâèñÿò îò ðàçëè÷íûõ ôàêòî-
ðîâ: ãåîìåòðèè ãðåáíÿ, ÷èñëà ïîëîñòåé, ïåðå-
ïàäîâ äàâëåíèé è òåìïåðàòóð, òèïà ãàçà è ò.ä.

Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàáîòû ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ
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Îïûò ýêñïëóàòàöèè ðîòîðíûõ ñèñòåì ïî-
êàçûâàåò, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èñ-
òå÷åíèå ãàçà ÷åðåç ëàáèðèíòíîå óïëîòíåíèå 
ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà 
äèíàìèêó è óñòîé÷èâîñòü ïîäîáíûõ ñèñòåì 
[8–10].

Îñíîâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ 
ðàñ÷åò äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, îïèñû-
âàþùèõ âëèÿíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, âîç-
íèêàþùèõ â ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè òóðáî-
àãðåãàòà.

Äèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû
ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ñèë
Â ïðîâîäèìîì èññëåäîâàíèè ñòàòîð è ðîòîð 

ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèìè òåëàìè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè 
îíè óñòàíîâëåíû ñîîñíî íà ïîäàòëèâûõ îïîðàõ, 
äîïóñêàþùèõ ïåðåìåùåíèå ðîòîðà îòíîñè-
òåëüíî ñòàòîðà [5, 6]. Ëàáèðèíòíîå óïëîòíåíèå 
ñìîíòèðîâàíî íà âàëó ðîòîðà. Ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèé ïîòîê â óïëîòíåíèè ñ÷èòàåòñÿ îñåñèììå-
òðè÷íûì.

Êîíöåïöèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ 
áûëà âûäâèíóòà â ðàáîòå [11] ñ öåëüþ ââåäå-
íèÿ â ðàñ÷åòíûé àíàëèç ñèë, èíäóöèðîâàííûõ 
ãàçîì è ñïîñîáíûõ âûçâàòü íåóñòîé÷èâîñòü 
ðîòîðíûõ ñèñòåì. Â íåé èñïîëüçóåòñÿ ïëîñêàÿ 
ìîäåëü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ óïëîòíåíèÿ, â êî-
òîðîé äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåíåáðåãàåòñÿ êðóãî-
âûì ïîòîêîì â ïîëîñòÿõ è ïðåäçàêðóòêîé ãàçà 
íà âõîäå.

Äëÿ ó÷åòà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, âîçíèêà-
þùèõ â ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè, íà îñíîâå 
ïîíÿòèÿ î äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòàõ ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå ìàëûå ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ (X, 
Y) ðîòîðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà âðàùåíèÿ 
(ðèñ. 2):

= ,

d cc
a

cc d

d cc X

cc d Y

C cX X
M

c CY Y

K k FX
k K FY

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤
+ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎧ ⎫
+ −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 (1)

ãäå aM  – ïðèñîåäèíåííàÿ ìàññà ãàçà; ,cck  ccc  – êî-
ñîñèììåòðè÷íûå æåñòêîñòü è äåìïôèðîâàíèå 
ñîîòâåòñòâåííî; ,dK  dC  – ïðÿìûå æåñòêîñòü è 
äåìïôèðîâàíèå; ,XF  YF  – ñèëû ðåàêöèè, ó÷èòû-
âàþùèå âëèÿíèå âîçìîæíîãî ïîïåðå÷íîãî äâè-
æåíèÿ ðîòîðà.

Ýëåìåíòû ìàòðèö äåìïôèðîâàíèÿ è æåñò-
êîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèíàìè÷åñêèå êî-
ýôôèöèåíòû ãàçîâîãî ïîòîêà. Îòìåòèì, ÷òî 
êîñîñèììåòðè÷íàÿ æåñòêîñòü cck  â äàííîì 
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì 
öèðêóëÿöèîííûå ñèëû, êîòîðûå îêàçûâàþò ñó-
ùåñòâåííîå âëèÿíèå íà óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû 
[12].

Òàêèì îáðàçîì, êîððåêòíûé ðàñ÷åò äèíàìè-
÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ îáóñëàâëèâàåò àäåêâàò-
íîå îïèñàíèå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ðîòîðîâ.

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
ãàçîâîãî ïîòîêà
Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà ëàáèðèíòíîãî óïëîò-

íåíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3, ãäå Rr – ðàäèóñ 
ðîòîðà; tipL  – øèðèíà ãðåáíÿ; ig  – çàçîð â i-é ïî-

ëîñòè; iL  – øèðèíà ïîëîñòè; iH  – âûñîòà ïîëî-
ñòè (â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ).i iL H=  
Ïåðåä ïåðâûì ãðåáíåì âõîäíîå äàâëåíèå ãàçà 
îáîçíà÷àåòñÿ 0P  è âûõîäíîå äàâëåíèå ãàçà çà 
ïîñëåäíèì ãðåáíåì N îáîçíà÷åíî êàê .NP

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ 
ãàçîâîãî ïîòîêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèå ãèïîòåçû è äîïóùåíèÿ:

– äàâëåíèå ãàçà è îêðóæíàÿ ñêîðîñòü â êàæäîé 
ïîëîñòè íå çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé è îñåâîé êî-
îðäèíàòû â íåé;

– ïîòîê â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. â ñëó÷àå 
îñåñèììåòðè÷íîãî âðàùåíèÿ ðîòîðà ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñòàöèîíàðíûé è îñåñèììåòðè÷íûé;

– òåìïåðàòóðà â êàæäîé ïîëîñòè óïëîòíå-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé;

– ãàç ïðåäïîëàãàåòñÿ èäåàëüíûì;

Ðèñ. 2.  Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñâÿçè
äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ è ñèë ðåàêöèè
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– ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêîãî ðåçîíàíñà çíà÷èòåëü-
íî âûøå ÷àñòîòû âðàùåíèÿ;

– ïðè îïðåäåëåíèè îêðóæíîãî íàïðÿæåíèÿ 
ñäâèãà íà ñòåíêàõ óïëîòíåíèÿ îñåâàÿ ñîñòàâëÿ-
þùàÿ ñêîðîñòè ïîòîêà íåçíà÷èòåëüíà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îêðóæíîé;

– ïîâåðõíîñòü ñòàòîðà ñ÷èòàåòñÿ ãëàäêîé.
Ñîñòîÿíèå ãàçà âíóòðè ëàáèðèíòíîãî óïëîò-

íåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè íåïðåðûâíî-
ñòè, ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ è ìàññîâîãî ðàñõîäà 
[11].

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ãàçîâîãî ïîòîêà 
äëÿ ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà â i-é ïîëîñòè ìîæíî 
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

( )
( )

2 2
1

0

0,
2

i i i i i
i i

r

V A m mA
t R m

+
⎛ ⎞ρ −∂ ∂ ⎜ ⎟ρ + + =
⎜ ⎟∂ ∂ϕ ⎝ ⎠

 (2)

ãäå ( )rR  – ðàäèóñ ðîòîðà1; ϕ  – óãëîâàÿ êîîð-
äèíàòà ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà; ,iρ  ,iV  ,iA  im  – 
ïëîòíîñòü ãàçà, îêðóæíàÿ ñêîðîñòü, ïëîùàäü 
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ìàññîâûé ðàñõîä ãàçà 
(óòå÷êà) íà åäèíèöó äëèíû îêðóæíîñòè â i-é 
ïîëîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà èìååò 
âèä

,i
i

P
RT

ρ =  (3)

ãäå R – ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; T – òåìïåðàòóðà; 

iP  – äàâëåíèå â i-é ïîëîñòè.
Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3) â óðàâíåíèå (1), 

óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

( )
( )

2 2
1

0

1 1 0,
2

i i i i i
i i

r

P V A m mP A
RT t RT R m

+
⎛ ⎞ −∂ ∂ ⎜ ⎟+ + =
⎜ ⎟∂ ∂ϕ ⎝ ⎠

.

(4)

Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ â îáùåì 
ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [1]:

 (5)

где Fϕ  – сила на единицу объема.

Ñèëû, äåéñòâóþùèå â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå 
i-é ïîëîñòè, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 3. Ñõåì à æåñòêîãî ðîòîðà ñ ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì

Ðèñ. 4. Ñèëû, äåéñòâóþ ùèå â ýëåìåíòàðíîì îáúåìå

1 Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèå ê ðîòîðó èìåþò íèæíèé èíäåêñ (r)
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Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ 
ìîìåíòîâ ïðèíèìàåò âèä:

 (6)

Êîýôôèöèåíòû ( )s ia 2 è ( )r ia  (áåçðàçìåðíûå 

ïåðèìåòðû ïîëîñòåé ñòàòîðà è ðîòîðà ñîîòâåò-
ñòâåííî) îïðåäåëÿþòñÿ êîíôèãóðàöèåé ëàáè-
ðèíòà (ãðåáíåé íà ðîòîðå èëè íà ñòàòîðå) [13]. 
Êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ( )s iτ  è ( )r iτ  íà ïîâåðõ-
íîñòè ñòåíîê ñòàòîðà è ðîòîðà îïðåäåëÿþòñÿ 
ïî ôîðìóëå [13]

( )
( )

( )
( ) ( )( )

2

2
1=
2 ,

i

s i s i
r i r i ir

V
f

R V

⎧⎪τ ρ ⎨
ω−⎪⎩

 (7)

ãäå f – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî 
çàâèñèò îò êîíôèãóðàöèè ëàáèðèíòà; ω – угловая 
скорость вращения ротора.

Òðàäèöèîííî äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ 
ïîòîêà â óïëîòíåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü 
òóðáóëåíòíîãî âíóòðèêàìåðíîãî ïîòîêà Õèðñà 
[13], êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ìîäåëè òðåíèÿ 
â òðóáàõ Áëàçèóñà, è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ 
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

, (8)

ãäå U – ñêîðîñòü âíóòðèêàìåðíîãî ïîòîêà ïî 
îòíîøåíèþ ê ðîòîðó èëè ê ñòåíêå ñòàòîðà; 
 – ïëîòíîñòü ãàçà;  – íàïðÿæåíèÿ ñäâèãà 

íà ñòåíêå; n, m – êîýôôèöèåíòû; H – çàçîð â 
ïîëîñòè; μ – äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ñðåäû.

×èñëî Ðåéíîëüäñà Re çàâèñèò îò ãèäðàâ-
ëè÷åñêîãî äèàìåòðà ,hD  êîòîðûé â äâà ðàçà 
áîëüøå çàçîðà H. Ýìïèðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû n 
è m îïðåäåëÿþòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ãëàä-
êèõ òðóá n = 0,079 è m = −0,25.

Íåëüñîí [14] íà îñíîâå òåîðèè Õèðñà, ïî 
âñåé âåðîÿòíîñòè, ïåðâûì ïðîâåë ïîëíîöåííîå 
èññëåäîâàíèå óòå÷åê è äèíàìè÷åñêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) â ñèñòåìå ñ êîíè÷åñêèì 
ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì â òóðáóëåíòíîì 
ðåæèìå. Èì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî òåîðèÿ 

Õèðñà â ñëó÷àå íåçàêðó÷åííîãî ïîòîêà ãàçà íà 
âõîäå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì â 
îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ çàêðó÷åííîãî ïîòîêà.

Íåëüñîí è Íãóåí [15] ïðåäëîæèëè ìîäåëü 
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ 
ïàðàìåòð «îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè»:

 (9)

ãäå 3
1  1,375 10 ,a −= ⋅  

4
1  2 10 ,b = ⋅  

6
2 10 ;b =  ae  – øå-

ðîõîâàòîñòü ïîâåðõíîñòè ñòàòîðà â àáñîëþò-
íîì âûðàæåíèè; hD  – ãèäðàâëè÷åñêèé äèàìåòð; 

a he D  – îòíîñèòåëüíàÿ æåñòêîñòü; V  – õàðàê-
òåðíàÿ ñêîðîñòü; ρ – ïëîòíîñòü ñðåäû.

Äàííàÿ ìîäåëü áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò 
òðåíèå ïîòîêîâ, çàêðó÷åííûõ íà âõîäå â ëàáè-
ðèíòíîå óïëîòíåíèå. Ïàïàåâàíãåëó [16] óëó÷-
øèë ìîäåëü Íåëüñîíà è Íãóåíà, ñíèçèâ äî 
0,8% ìàêñèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ 
ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ 
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì, óñòàíîâëåí-
íûì ïî äèàãðàììå Ìóäè, îïèñûâàþùåé çàâèñè-
ìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò øåðîõîâàòîñòè 
ñòåíîê òðóáû è ÷èñëà Ðåéíîëüäñà. Â íàñòîÿùåé 
ðàáîòå ïðèíÿòà ìîäåëü òðåíèÿ Ïàïàåâàíãåëó, 
êîòîðàÿ çàïèñàíà â âèäå:

( )

5

1 2
2

4

3

7 log
,

log a
h

a a Re
f

ae
a D Re

− ⎡ − ⎤⎣ ⎦=
⎡ ⎤⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 (10)

ãäå 1 0,2479,a =  
5

2 0,947 10 ,a −= ⋅  3 3,615,a =  

4 7,366,a =  5 0,9142.a =

Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñõîäîâ óòå÷êè im  è 1,im +  âõî-
äÿùèõ â óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è ðàâíî-
âåñèÿ ìîìåíòîâ, áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ìîäåëü Íüþìåíà
[2, 17]:

2

11

1
= ,

1

i

ii
i i i

P
PPm g

RT
−−

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠μ
− α

; (11)

8,52

7,23i tip

i

H L
g

α =
−

+
; (12)

2 Âåëè÷èíû, îòíîñÿùèå ê ñòàòîðó èìåþò íèæíèé èíäåêñ (s)
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( )

( )

2

1
0

1
0

2 5 2

1,

i
i i

i
i

i

S S

PS
P

γ−
γ

−

π
μ =

π + − +

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

;
 

(13)

ãäå α – êîýôôèöèåíò ïåðåíîñà îñòàòî÷íîé 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè; iμ  – êîýôôèöèåíò 
ðàñõîäà; inT  – òåìïåðàòóðà íà âõîäå â ëàáèðèíò; 
R – ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ; (0)

iP 3 – äàâëåíèå â i-é 
ïîëîñòè; γ – ïîêàçàòåëü àäèàáàòû ãàçà.

Îòíîøåíèå äàâëåíèé â äâóõ ñîñåäíèõ ïîëî-
ñòÿõ âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

( )

( )

0 2 1
1
0

1= 1
2

i i

i

P U
RTP

γ
γ−

− ⎡ ⎤γ −
+⎢ ⎥γ⎣ ⎦

, (14)

ãäå iU  – îñåâàÿ ñêîðîñòü ãàçà â i-é ïîëîñòè.
Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ñïðàâåäëè-

âû äëÿ äîçâóêîâîãî ïîòîêà ïðè óñëîâèè, ÷òî â 
ëàáèðèíòå íå âîçíèêàåò êðèòè÷åñêèé ïîòîê. 
Âìåñòå ñ òåì íà ïîñëåäíåì ãðåáíå âñåãäà ñóùå-
ñòâóåò âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ êðèòè÷åñêîãî 
ïîòîêà, êîãäà

( )

( )

0 1

0
1

2
1

N

N

P
P

γ
γ−

−

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟γ +⎝ ⎠

 (15)

(äëÿ âîçäóõà çíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà ñîñòàâëÿåò 0,528).

Åñëè óñëîâèå (15) âûïîëíÿåòñÿ, òî óðàâíå-
íèå ðàñõîäîâ óòå÷êè (11) äëÿ ïîñëåäíåãî ãðåáíÿ 
äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà óðàâíåíèå

( )

2
1

0
1

2
1

1
N

N N N
Pm g
RT

γ
γ−

−

⎛ ⎞
γ ⎜ ⎟γ +⎝ ⎠= μ

−α
. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà èç óðàâíåíèé íå-
ïðåðûâíîñòè (4), ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ (6) è 
ìàññîâîãî ðàñõîäà (11) èëè (16) ïîëíîñòüþ îïè-
ñûâàåò ïîâåäåíèå ãàçà â i-é ïîëîñòè ëàáèðèíò-
íîãî óïëîòíåíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ãàçîâîãî ïîòîêà
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû íåëèíåé-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîñïîëüçó-
åìñÿ ìåòîäîì âîçìóùåíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ 
êîòîðûì íàõîäèì ðåøåíèå â âèäå [12]:

( ) ( )
( ) ( )

(0) 0 (1) 1 (2) 2

(3) 3 ( )... ,n n

y y y t y t

y t y t

= ε + ε + ε +

+ ε + + ε
 

(17)

ãäå y – èñêîìûé ïàðàìåòð ñèñòåìû; ε – ìàëûé 

ïàðàìåòð. Çíà÷åíèå âåðõíåãî èíäåêñà j = 0,1,2…n 
ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ïðèáëèæåíèÿ ïî .ε  Íóëåâîé 
âåðõíèé èíäåêñ, êàê è ðàíåå, ñîîòâåòñâóåò 
öåíòðàëüíîìó (íåâîçìóùåííîìó) ïîëîæåíèþ 
ðîòîðà.

Â îáùåì ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû 
öåíòðà ðîòîðà ñ ïîëóîñÿìè  ìàëûé 
ïàðàìåòð ε îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ýêñöåíòðèñèò 

2 2e a b= −

0

e
g

ε = , (18)

ãäå 0g  – íà÷àëüíûé çàçîð â ëàáèðèíòíîì óïëîò-
íåíèè.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (17) â ñèñòåìó óðàâíå-
íèé (5), (7), (12) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó 
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ:

(0) (1) (0) (1)

(0) (1) (0) (1)

(0) (1) (0) (1)

(0) (1) (0) (1)
( ) ( ) ( )

(0) (1) (0) (1)
( ) ( ) ( )

, ,
, ,
, ,

, ,
, .

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

i i i i s i s i s i

i i i r i s i r i

P P P m m m
V V V
g g g S S S
A A L g

= + ε = + ε
= + ε μ = μ + εμ
= + ε = + ε
= + ε τ = τ + ετ

ρ = ρ + ερ τ = τ + ετ

 (19)

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïðèìåì, ÷òî ðîòîð 
âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ïîòîê 
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì è îñåñèììåòðè÷íûì. 
Òîãäà ðàñõîä óòå÷êè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

( ) ( ) ( )0 0 0
1i im m m+ = = . (20)

Ñóììàðíàÿ óòå÷êà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà 
ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñâÿçûâà-
þùåãî èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â êàæäîé ïîëîñòè 
[18].

Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ íóëåâîãî è ïåðâîãî 
ïðèáëèæåíèé ðåøåíèÿ â âèäå (19) âûïîëíÿåòñÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè:

– èç óðàâíåíèÿ (14) äëÿ êðèòè÷åñêîãî ïîòîêà 

îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå (0)
1
crit

NP −  è èç óðàâíåíèÿ 
(16) – çíà÷åíèå (0) ;critm

– åñëè (0) (0)
0 0 ,critP P≥  òî ïîòîê ÿâëÿåòñÿ êðè-

òè÷åñêèì, è ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ 
èç ïðîãíîçèðîâàíèÿ (0)

1
crit

NP −  è ïðîâåäåíèÿ âñåõ 
âûøåóêàçàííûõ øàãîâ, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñ-
ëîâèå (0) (0)

0 0
critP P=  ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ;

– äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåñ÷åò ñ êîíöà â 
íà÷àëî (0) crit

iP  äî ïåðâîé ïîëîñòè;

3 Âåðõíèé èíäåêñ (0) ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîìó ïîëîæåíèþ ðîòîðà
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– åñëè (0) (0)
0 0 ,critP P<  òî ïîòîê ÿâëÿåòñÿ äîêðè-

òè÷åñêèì, è ïðåäïîëàãàþò çíà÷åíèå (0)
1 .subcritP  Ñ 

ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (11) ðàññ÷èòûâàåòñÿ èñ-
õîäíîå çíà÷åíèå (0)subcritm  è ïðîâîäÿòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïî óðàâíåíèþ (14) äî 
ñèòóàöèè, êîãäà äàâëåíèå â ïîñëåäíåé êàìåðå 

(0) subcrit
NP  íå ñîâïàäåò ñ (0) .NP

Îêðóæíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà (0)
iV  â i-é ïîëîñòè 

ëàáèðèíòà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íàïðÿæåíèé 
ñäâèãà (0)

( )s iτ  è (0)
( )r iτ  íà ïîâåðõíîñòÿõ ñòàòîðà è 

ðîòîðà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî èñ-
òå÷åíèÿ ãàçà óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ 
(6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

( ) ( )
( )( )

0 (0) (0)
1

(0) (0)
( ) ( ) ( )

=

2 2 .

i i

r r i i i s i i

m V V

R H L L

−−

= π τ + − τ
 

(21)

Èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (7) è 
(21) îïðåäåëÿåòñÿ îêðóæíàÿ ñêîðîñòü ãàçà â ïî-
ëîñòÿõ ëàáèðèíòà.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ íóëåâîãî ïî-
ðÿäêà îïðåäåëÿþò ðàñõîä óòå÷êè (0)m  è ðàñ-
ïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ (0)

iP  îò ïîëîñòè ê ïî-
ëîñòè. Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ 
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îêðóæíîé ñêîðîñòè è 
òîëüêî èçâåñòíûõ ïåðåìåííûõ, óðàâíåíèå (21) 
ìîæåò áûòü ðåøåíî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì 
äëÿ îêðóæíîé ñêîðîñòè (0)

iV  â êàæäîé êàìåðå, 
åñëè îêðóæíàÿ ñêîðîñòü íà âõîäå óïëîòíåíèÿ 
çàäàíà.

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü 
ïàðàìåòðû âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Óðàâíå-
íèÿ íåïðåðûâíîñòè è ðàâíîâåñèÿ ìîìåíòîâ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä:

(22)

ãäå ( )1 ,iP  ( )1
iV  – äàâëåíèå è îêðóæíàÿ ñêîðîñòü 

ïåðâîãî ïîðÿäêà (ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî ε 
(19)) â i-é ïîëîñòè; ,jiG  jiX  – êîýôôèöèåíòû; 

( )0
iA  – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîëîñòè.

Êîýôôèöèåíòû jiG  è jiX  ( 1, 5)j =  ÿâëÿþòñÿ 
êîìáèíàöèÿìè êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ íóëåâîãî 
ïîðÿäêà.

Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ðîòîðà îïèñûâàåòñÿ 
ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòüþ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

[ ]

1 cos cos sin sin

cos( t) cos( t)
2

cos( t) cos( t) ,
2

ig a t b t
a

b

ε = − ω ϕ − ω ϕ =

= − ϕ−ω + ϕ+ ω −

− ϕ−ω − ϕ+ ω  (23)

Ïðè ýòîì ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå 
ïðîèçâîäíûå ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïðåäïîëàãàÿ, 
÷òî èçìåíåíèå äàâëåíèÿ è îêðóæíîé ñêîðîñòè 
ãàçà èìåþò âèä, àíàëîãè÷íûé ôîðìå äâèæåíèÿ 
öåíòðà ðîòîðà (23):

 (24)

ãäå  – êîýôôèöèåíòû 
ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìàì êîëåáàíèé äàâëåíèÿ è 
îêðóæíîé ñêîðîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Ïîäñòàíîâêà (23) è (24) â (22) è ãðóïïèðîâêà 
êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäíîèìåííûõ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ ïðèâîäèò ê ñèñòåìå 
âîñüìè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé ïî-
ëîñòè, ïî ôîðìå àíàëîãè÷íûõ ïîëó÷åííûì 
×àéëäñîì [18]:

 (25)

ãäå  – êîýô-
ôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå âëèÿíèå äâè-
æåíèÿ öåíòðà ðîòîðà âäîëü îñè à íà ôîðìû 
êîëåáàíèé äàâëåíèÿ è îêðóæíîé ñêîðîñòè; 

 – àíàëîãè÷íî 

äëÿ îñè b.
Óðàâíåíèå (25) îïðåäåëÿåò âîçìóùåíèÿ äàâ-

ëåíèÿ è ñêîðîñòè, âûçâàííûå îòíîñèòåëüíûì 
ñìåùåíèåì ðîòîðà. Â ðåçóëüòàòå äèíàìè÷å-
ñêèå êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) íàõîäÿòñÿ èç 
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïóòåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ âîçìóùåíèé äàâëåíèÿ âîêðóã ðîòîðà:
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Ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïðåäçàêðó÷èâàíèÿ ïîòîê  à íà âõîäå:
 – 7,6 áàð – ÀÃÒÁ;   – 2,9 áàð – ÀÃÒÁ;   – 7,6 áàð – Øàððåð;   – 2,9 áàð – Øàððåð;

 – 7,6 áàð – ÌÂÂ;   – 2,9 áàð – ÌÂÂ

Ðèñ. 6. Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè = 7,6N tP  áàð:   ÀÃÒÁ;   ÌÂÂ



Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ãàçîâîãî ïîòîêà â ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè ðîòîðà ñî ñòàòîðîì
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(26)

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ
Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì áûë ÷èñ-

ëåííî ðåàëèçîâàí ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ 
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû: = 16N ; 0 = 0,943P  áàð; 

= 287R  Äæ/êã⋅Ê; = 1,40γ ; = 0,003175L  ì; 
= 0,003175H  ì; = 3000ω  îá/ìèí; = 300T Ê; 

4= 0,144 10−ν ⋅ ì2/ñ.
Íà ãðàôèêàõ (ðèñ. 5) ïðåäñòàâëåíû ñðàâíå-

íèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ (îáîçíà÷åíû àá-
áðåâèàòóðîé ÀÃÒÁ) ñ ðåçóëüòàòàìè Ìàëüâàíî 
(îáîçíà÷åíû ÌÂÂ) [19] è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè 
äàííûìè Øàððåðà [20]. Êàæäûé äèíàìè÷åñêèé 
êîýôôèöèåíò ïðåäñòàâëåí â çàâèñèìîñòè îò 
ñêîðîñòè 0V  ïðåäçàêðó÷èâàíèÿ ãàçà íà âõîäå â 
ëàáèðèíò äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ óðîâíåé âõîä-
íûõ äàâëåíèé (2,9 è 7,6 áàð).

Ãðàôèêè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé η 
ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ â ñðàâ-
íåíèè ñ äàííûìè ðàñ÷åòà Ìàëüâàíî [19] è ýêñïå-
ðèìåíòîâ Øàððåðà [20] ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. 
Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå

exp mod

exp

= 100 [%],
υ − υ

η ×
υ

 (24)

ãäå modυ  – çíà÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåí-
òîâ, ðàññ÷èòàííûå àâòîðàìè íàñòîÿùåé ñòàòüè 
(ÀÃÒÁ) è ïî äàííûì ðàáîòû Ìàëüâàíî (ÌÂÂ), 

expυ  – ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ [20].

Àíàëèç ñðàâíåíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà äèíàìè÷å-
ñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâîäèò ê áîëåå òî÷íûì 
ðåçóëüòàòàì.

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî 

èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñîâåðøåííîé ìîäåëè ëà-
áèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà 
òðåíèÿ âïîëíå îáîñíîâàííî. Îïèñàííàÿ ðàñ-
÷åòíàÿ ñõåìà è âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïî-
çâîëèëè ïîâûñèòü òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðàñ-

÷åòà äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ãàçîâîãî 
ïîòîêà. Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ 
äèíàìèêó ãàçîâîãî ïîòîêà â ëàáèðèíòíîì 
óïëîòíåíèè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ìî-
äåëèðîâàíèè è àíàëèçå óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàí-
íîé ñèñòåìû ãèáêèõ ðîòîðà è ñòàòîðà.
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