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ÓÄÊ 519.612

ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ 
ËÈÍÅÉÍÛÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ 
Â ÐÀÑ×ÅÒÀÕ ÌÅÒÎÄÎÌ ÊÎÍÅ×ÍÛÕ 
ÝËÅÌÅÍÒÎÂ 

Î. À. Ðóñàíîâ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ìåòîäû èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî 
ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
Ïðåäëîæåííûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è àëãîðèòìà 
Ëàíöîøà ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé âûñîêîãî 
ïîðÿäêà. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñèñòåìà óðàâíåíèé, èòåðàöèîííûé 
ìåòîä, àëãîðèòì Ëàíöîøà, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Ââåäåíèå 
Â èññëåäîâàíèÿõ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ (ÌÊÝ) íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ñëîæíûõ ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ 
êîíñòðóêöèé âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ 
ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 
(ÑËÀÓ) âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íåðåäêî íàèáîëåå 
ýôôåêòèâíûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ 
â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ îêàçûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå 
àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå áûñòðåå â ñðàâíå-
íèè ñ ïðÿìûìè ìåòîäàìè ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû 
è òðåáóþùèå ìåíüøå êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè. 
Áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ 
íàáëþäàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè â ìîäåëÿõ îáú-
åìíûõ è ïëîñêèõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî, 
åñëè ðàñ÷åòíûå ìîäåëè ñîñòàâëåíû èç ýëå-
ìåíòîâ îáîëî÷åê è áàëîê, äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
â îñíîâíîì âûáèðàþò ïðÿìûå ìåòîäû èç-çà íå-
îïðåäåëåííîãî õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè èòåðàöè-
îííûõ ïðîöåäóð. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû èòåðàöèîííûå 
ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ðåøåí ðÿä ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ ÌÊÝ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èññëåäîâà-
íèÿ ÍÄÑ êîíñòðóêöèé èç îáîëî÷åê. Èòåðàöèîí-
íûå àëãîðèòìû ïðèìåíåíû â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ 
ÌÊÝ è èñïîëüçîâàíû, êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü àë-
ãîðèòìîâ íåëèíåéíîãî àíàëèçà, ó÷èòûâàþùåãî 
óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è êîí-
òàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå â ñèñòåìå.

Ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé
Çàïèøåì ñèñòåìó ðàçðåøàþùèõ óðàâíåíèé, 

ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ñòàòè÷åñêîì àíàëèçå ÍÄÑ 
êîíñòðóêöèé ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ïî ìåòîäó ïåðå-
ìåùåíèé, â ôîðìå
 ⋅ =K U R , (1)

ãäå K  – ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 
ìîäåëè (ñèììåòðè÷íàÿ, ðàçðåæåííàÿ, ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ); U  – âåêòîð íåèçâåñòíûõ óçëî-
âûõ ïåðåìåùåíèé; R  – âåêòîð óçëîâûõ íàãðóçîê.

© Î. À. Ðóñàíîâ, 2010
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Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê 
ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåä íà÷àëîì 
èòåðàöèé öåëåñîîáðàçíî âûïîëíèòü ïðîöåäó-
ðó ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ [1], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò 
óìåíüøèòü îòíîøåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìà-
òðèöû (ìàêñèìàëüíîãî ê ìèíèìàëüíîìó), ñïî-
ñîáñòâóåò óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè. Îíà çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) 
ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå
 ⋅ =K U R  (2)

ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ îïåðàöèé ìàñøòàáèðî-
âàíèÿ:

 
1 T ,− −= ⋅ ⋅K L K L  

1 ,−= ⋅R L R  
T ⋅ =L U U ,  (3)

ãäå L  è LT – ìíîæèòåëè Õîëåöêîãî â ðàçëîæå-
íèè áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé 
òîëüêî èç äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ èñõîäíîé ìàòðèöû 
æåñòêîñòè K; «-1» è «ò» − ñîîòâåòñòâåííî ñèìâî-
ëû îáðàùåíèÿ è òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. 

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ôîðìå (1) 
èëè â ïðåîáðàçîâàííîé ôîðìå (2) ïðåäëîæåíû 
ìîäèôèêàöèè ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-
òîâ [1] è àëãîðèòìà Ëàíöîøà [2–4]. 

Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Ïðè îïèñàíèè ïðîöåäóðû ìåòîäà ñîïðÿæåí-

íûõ ãðàäèåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷å-
íèå òåêóùåãî ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèé iU  
íà èòåðàöèè ñ íîìåðîì i ê òî÷íîìó ðåøåíèþ U. 
Ýòî ïðèáëèæåíèå â îáùåì ñëó÷àå íå îáåñïå÷è-
âàåò ïîëíîñòüþ ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå, îñòàâëÿÿ 
íåóðàâíîâåøåííîé íåêîòîðóþ ÷àñòü âíåøíåé 
íàãðóçêè ir , âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëå:
 i i= − ⋅r R K U . (4)

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïîäõîäèò âàðè-
àíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, îñíîâàí-
íûé íà  ñëåäóþùåé òðåõ÷ëåííîé ðåêóðñèè [1]:
 ( ) ( )1 1 1 11i i i i i i i+ + + −= ρ −γ ⋅ + + − ρr K r r r  , (5)

ãäå 1i+r  ,ir  1i−r  – äîëè âíåøíåé íàãðóçêè, íå-
óðàâíîâåøåííûå íà èòåðàöèÿõ ñ íîìåðàìè 

1, , 1i i i+ − , ñîîòâåòñòâåííî; 1 1,i i+ +ρ γ  – ÷èñëî-
âûå êîýôôèöèåíòû, ðàñ÷åò êîòîðûõ âûïîëíÿåò-
ñÿ ïî ðåêóðñèâíûì ôîðìóëàì:
 ( ) ( )T T

1 /i i i i i+γ = ⋅ ⋅ ⋅r r r K r , 

 ( ) ( ){ }T T 1
1 1 1 11 / / ,i i i i i i i i

−
+ + − −ρ = − γ γ ρ ⋅ ⋅r r r r  

 1 1ρ = . (6)

Îäíîâðåìåííî ñ ir  ïî àíàëîãè÷íîé òðåõ-
÷ëåííîé ôîðìóëå (â êîòîðóþ íå âõîäèò îïåðà-
öèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð) ïåðåñ÷èòû-
âàåòñÿ ïðèáëèæåíèå ïåðåìåùåíèé:   

1,i+U BK ( ) ( )1 1 1 11i i i i i i i+ + + −= ρ γ + + − ρU r U U , (7)

ãäå iU , 1i−U  – ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèé íà 
èòåðàöèÿõ ñ íîìåðàìè 1, , 1i i i+ −  ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ ÷àñòü àëãîðèòìà – îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð â äàííîé 
ñõåìå âûïîëíÿåòñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè òîëüêî 
îäèí ðàç. Íà íåå òðàòèòñÿ îñíîâíîå êîìïüþòåð-
íîå âðåìÿ. Ýòî âðåìÿ ìîæåò áûòü ñîêðàùåíî, 
à ñõîäèìîñòü ìåòîäà óñêîðåíà ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ñïåöèàëüíîé áëî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö, 
ïîçâîëÿþùåé óìåíüøèòü ÷èñëî íåîáõîäèìûõ 
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ïðîöåññå óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð. 

Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû ìà-
òðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ îñíîâîé äëÿ óñêîðåííîãî âàðèàíòà ìåòîäà 
ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ.

Èñõîäíûå ìàòðèöû ÌÊÝ ÿâëÿþòñÿ â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè ðàçðåæåííûìè. Áîëüøèí-
ñòâî èõ êîýôôèöèåíòîâ ñîäåðæàò íóëè. Çà ñ÷åò 
âûáîðà îïðåäåëåííîãî ïîðÿäêà íóìåðàöèè íåèç-
âåñòíûõ â çàäà÷å (ñòåïåíåé ñâîáîäû) îòëè÷íûå 
îò íóëÿ êîýôôèöèåíòû ìîæíî ñãðóïïèðîâàòü 
â çàäàííûõ ïîçèöèÿõ ìàòðèöû, ñôîðìèðîâàâ 
òàêèì îáðàçîì òó èëè èíóþ åå ñòðóêòóðó. 

Â óñêîðåííîì âàðèàíòå ìåòîäà ñîïðÿæåí-
íûõ ãðàäèåíòîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ íóìå-
ðàöèè ìàòðèöà æåñòêîñòè ñèñòåìû (äî ïåðåîáó-
ñëàâëèâàíèÿ) ôîðìèðóåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå 
èç ÷åòûðåõ îñíîâíûõ áëîêîâ: 

 
R R

B B

* * * *
* * * *

* * * *
* * * *
* * * *
* * * *

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D K
K K D , (8)

ãäå ñèìâîë (*) îçíà÷àåò îáëàñòü ìàòðèöû, â êî-
òîðîé ãðóïïèðóþòñÿ âñå îòëè÷íûå îò íóëÿ êî-
ýôôèöèåíòû. 

Íåïîìå÷åííûå ñèìâîëîì (*) çîíû äîëæíû 
ñîäåðæàòü òîëüêî íóëåâûå êîýôôèöèåíòû, 
ò.å. â äèàãîíàëüíûõ áëîêàõ RD , BD  íåíóëåâûå 
êîýôôèöèåíòû äîëæíû ñîäåðæàòüñÿ êàê ìîæíî 
áëèæå ê ãëàâíîé äèàãîíàëè. Âî âíåäèàãîíàëü-
íûõ áëîêàõ RK , íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû 
ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ â ïðîèçâîëüíûõ ïîçèöèÿõ.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû ïåðå-
îáóñëàâëèâàíèÿ (3) ìàòðèöó ñèñòåìû â ôîðìå 
(8) ïðåîáðàçóþò ê âèäó: 
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1 T
R RR R R B

-1 T
B BB B R B

− −

−

⎡ ⎤⋅ ⋅ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

I CI L K L
K C IL K L I

, (9)

ãäå RI , BI  – åäèíè÷íûå ìàòðèöû ñ ðàçìåðàìè 
ñîîòâåòñòâóþùèõ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ; RC  
è BC  – âíåäèàãîíàëüíûå áëîêè; RL , BL  – ìíî-
æèòåëè Õîëåöêîãî. 

Ìíîæèòåëè Õîëåöêîãî ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàç-
ëîæåíèè äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ RD  è BD :
 T

R R R ,= ⋅D L L    T
B B B= ⋅D L L . (10)

Ñîãëàñíî äàííîìó ðàçáèåíèþ âåêòîðû 
ïåðåìåùåíèé, íàãðóçîê è äðóãèå ìîãóò áûòü 
ïðåäñòàâëåíû ñîñòîÿùèìè èç ïîäâåêòîðîâ  

{ }T
R B=U U U , { }T

B= Rr r r . 
Óñêîðåííûé èòåðàöèîííûé ìåòîä îñíîâàí 

íà òåõ æå òðåõ÷ëåííûõ ðåêóðñèâíûõ ôîðìóëàõ 
(5), (7), ÷òî è áàçîâûé àëãîðèòì, íî áëàãîäàðÿ 
ó÷åòó ñïåöèàëüíîãî âèäà ìàòðèö êîýôôèöèåí-
òîâ è îïðåäåëåííîìó âûáîðó ñòðóêòóðû ñòàð-
òîâûõ âåêòîðîâ (âåêòîðîâ íà÷àëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé) óïðîùàåòñÿ íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ ÷àñòü 
êàæäîé èòåðàöèè, ñâÿçàííàÿ ñ óìíîæåíèåì ìà-
òðèöû íà âåêòîð. 

Åñëè íà ñòàðòå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âû-
áðàòü âåêòîð íåâÿçêè 1r  ñ ïîëíîñòüþ íóëåâûì 
ïîäâåêòîðîì – Rr  (èëè Br ), òî ñîãëàñíî (6) êî-
ýôôèöèåíò 2 1γ = . Øàãè àëãîðèòìà ñ èñïîëü-
çîâàíèåì òðåõ÷ëåííûõ ñîîòíîøåíèé (5), (7) 
ãåíåðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ir , ó êîòîðûõ 
ïî î÷åðåäè îáðàùàþòñÿ â íóëü ñîñòàâëÿþùèå 

Rr , Br , à âñå êîýôôèöèåíòû 1iγ = . Äâå ïîñëå-
äîâàòåëüíûå èòåðàöèè (5) ìîãóò áûòü îïèñàíû 
óïðîùåííûìè óðàâíåíèÿìè
 ( )B 1 1 B R 1 B 11 ,r C r ri i i i i+ + + −= ρ + − ρ

 ( )R 2 2 R B 1 2 R1r C r ri i i i i+ + + += ρ + − ρ  (11)

ñ èñêëþ÷åíèåì ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé ñ òîæäå-
ñòâåííî íóëåâûì ðåçóëüòàòîì. 

Îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî íóëþ îäíîé èç ñîñòàâ-
ëÿþùèõ (íàïðèìåð, Br ) íà ñòàðòå àëãîðèòìà 
ìîæíî çà ñ÷åò âûáîðà íà÷àëüíûõ ïåðåìåùåíèé 
ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (4): 

R R R R R
1 1

B B B B 1 1
0

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= − ⋅ = − =⎨ ⎬ ⎢ ⎥ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

R I C U r
r R K U R C I U ,

îòêóäà

B R B B B⋅ + ⋅ =C U I U R   èëè  B B R B= − ⋅ +U C U R .

Äàííûå àëãîðèòìû ýôôåêòèâíû, åñëè ñõåìà 
ðàçìåùåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèö ÌÊÝ 
â ïàìÿòè êîìïüþòåðà è âñå âûïîëíÿåìûå àëãå-
áðàè÷åñêèå îïåðàöèè ó÷èòûâàþò âûñîêóþ ðàç-
ðåæåííîñòü ýòèõ ìàòðèö.

Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Ëàíöîøà 
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé
Àëãîðèòì Ëàíöîøà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà â ïîä-
ïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà, êîòîðîå îáðàçîâàíî 
ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì âåêòîðîì 1q  è âåêòî-
ðàìè, êîòîðûå ïîëó÷àþò ìíîãîêðàòíûì óìíî-
æåíèåì 1q  íà ìàòðèöó K ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé: 
 { }2 3 4

1 1 1 1 1, , , , ,⋅ ⋅ ⋅ ⋅q K q K q K q K q … . (12)

Ïîëåçíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà îïðåäåëÿþòñÿ 
ñâîéñòâàìè ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà, êîòîðîå 
äàæå ïðè ìàëîì ÷èñëå ÷ëåíîâ áëèçêî àïïðîêñè-
ìèðóåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû 
K (образованное группой собственных векторов 
этой матрицы).

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà çàêëþ÷àåòñÿ 
â ïîñëåäîâàòåëüíîì âûäåëåíèè îðòîãîíàëüíûõ 
êîìïîíåíò – îðòîãîíàëüíîé ê âåêòîðó 1q  êîìïî-
íåíòû 2q  èç ïðîèçâåäåíèÿ 1⋅K q , çàòåì îðòîãî-
íàëüíîé ê 1q è 2q  êîìïîíåíòû 3q  èç ïðîèçâåäå-
íèÿ 2⋅K q  è òàê äàëåå. Âåêòîðû 1q , 2q , 3q , … 
íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè Ëàíöîøà. Âûïîëíÿþòñÿ 
óñëîâèÿ íîðìèðîâàíèÿ è îðòîãîíàëüíîñòè:
 T 1i i⋅ =q q ;  T 0i j⋅ =q q ,  ji ≠ ; (13)

 T 0i j⋅ ⋅ =q K q , 2j i≤ −    èëè   2j i≥ + . (14)

Ïîñëå îáúåäèíåíèÿ âñåõ n âåêòîðîâ iq  â êà-
÷åñòâå ñòîëáöîâ â êâàäðàòíîé ìàòðèöå Q óñëî-
âèÿ (13), (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì 
âèäå:
 T ⋅ =Q Q I ;   T ⋅ ⋅ =Q K Q T , (15)

ãäå I  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; Ò – ñèììåòðè÷íàÿ 
òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. 

Òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

1 1

1 2 2

2 3 3

3 4

0

0

α β⎡ ⎤
⎢ ⎥β α β⎢ ⎥
⎢ ⎥= β α β
⎢ ⎥β α⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T
�

� �

,

êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíå-
íèÿìè:
 T ,i i iα = ⋅ ⋅q K q   T

1i i i+β = ⋅ ⋅q K q . (16)

Àëãîðèòì Ëàíöîøà îñíîâàí íà èñïîëüçîâà-
íèè òðåõ÷ëåííîé ôîðìóëû
 1 1 1i i i i i i i+ − −β = ⋅ − α − βq K q q q   (17)

äëÿ âû÷èñëåíèÿ 1i+q  ïî èçâåñòíûì iq  è 1i−q . 
Íà i-ì øàãå àëãîðèòìà ïåðåìåùåíèÿ U  ðàç-

ëîæèì ïî iq  è îáúåäèíèì âñå ïðîåêöèè ïåðå-
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ìåùåíèé â âåêòîðå T
i i= ⋅X Q U , ãäå iQ  – ïðÿ-

ìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ i ñòîëáöîâ, 
ñîäåðæàùèõ iq . Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ìîæåò 
áûòü ïåðåïèñàíà â áàçèñå iq
 T

i i i⋅ = ⋅T X Q R , (18)

ãäå iT  – òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíî-
ñòüþ (i × i), ÿâëÿþùàÿñÿ áëîêîì ìàòðèöû Ò. 

Èç (18) îïðåäåëÿþòñÿ iX  è äàëåå U
i
 = Q

i
 · X. 

Ñõîäèìîñòü îöåíèâàþò ïî íîðìå âåêòîðà íå-
óðàâíîâåøåííîé íàãðóçêè i i= − ⋅r R K U . 

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà (íå 
òðåáóþùàÿ ñîõðàíåíèÿ âñåõ âåêòîðîâ Ëàíöîøà, 
âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùèõ èòåðàöèÿõ) çàêëþ-
÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè ðåøåíèÿ (18) (èñïîëüçóÿ 
äëÿ ýòîãî ìåòîä Õîëåöêîãî) ñ îäíîâðåìåííûì 
âû÷èñëåíèåì iU . Ó ìíîæèòåëÿ Õîëåöêîãî iL  
â ðàçëîæåíèè T

i i i= ⋅T L L  îòëè÷íûìè îò íóëÿ 
ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè 
( ja ) è ðÿäîì ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ( jb ), âû÷èñ-
ëÿåìûå ïî ôîðìóëàì: 

( )1 2
1 1a = α ,  / ,j j jb a= β    ( )1/ 22

1 1 ,j j ja b+ += α −
   

1,..., 1j i= − . 
Ïðèáëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèé âû÷èñëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëå 
 T 1 T

i i i i i
− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅U Q L L Q R . (19)

Ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèåì âåêòîðîâ 

iq  è êîýôôèöèåíòîâ iα , iβ  îïðåäåëÿþòñÿ êî-
ýôôèöèåíòû ja , jb  è âåêòîðû íàïðàâëåíèé 

jp , ãðóïïèðóåìûå â ñòîëáöàõ âñïîìîãàòåëüíîé 
ìàòðèöû iP :
 1 T T

i i i
− ⋅ =L Q P    èëè   T T

i i i⋅ =L P Q .    (20)

Óðàâíåíèå (20) ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùåé 
ñõåìîé:

T

T
11
T
21 2
T
32 3

T
1

i i

ii i

a
b a

b a

b a−

⋅ =

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅ =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L P

p
p
p

p
�� �

T
1
T
2
T
3

T

T
i

i

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q

q
q
q

q
�

 

.  (21)

Ñèñòåìà (21) èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå:
1

1 1 1a −=p q , 

 ( ) 1
1 1 ,j j j j jb a −

− −= −p q p  2,j = …, i  . (22)

Íà i-ì øàãå àëãîðèòìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ jp  
èç âåêòîðîâ íàïðàâëåíèé òðåáóåòñÿ òîëüêî 1j−p , 
ñîõðàíÿòü îñòàëüíûå íåò íåîáõîäèìîñòè. Ïðè-
áëèæåíèÿ ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿþò êàê
 T= ⋅ ⋅U P P Ri i i . (23)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå øàãè àëãîðèòìà.
1. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû

 1 1 1i i i i i i i+ − −β = ⋅ − α − βq K q q q  (24)

âû÷èñëÿþò êîýôôèöèåíò iβ  è âåêòîð Ëàíöîøà 

1i+q .
2. Îïðåäåëÿþò äèàãîíàëüíûé êîýôôèöèåíò

1i+α   ìàòðèöû iT :
 T

1 1 1+ + +α = ⋅ ⋅q K qi i i . (25)

3. Îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû ìíîæèòåëÿ 
Õîëåöêîãî: 

 / ,i i ib a= β    ( )1/ 22
1 1i i ia b+ += α −  . (26)

4. Ðàññ÷èòûâàþò âåêòîð íàïðàâëåíèÿ:
 ( ) 1

1 1 1i i i i ib a−
+ + += −p q p .  (27)

5. Îïðåäåëÿþò ïðîåêöèþ âåêòîðà íåóðàâíî-
âåøåííîé íàãðóçêè íà íàïðàâëåíèå:
 T

1 1+ +λ  = ⋅p ri i i .  (28)

6. Âû÷èñëÿþò øàã ïî ïåðåìåùåíèÿì â íà-
ïðàâëåíèè 1i+p :
 1 1 1+ + += + λU Ui i i i      p . (29)

7. Îöåíèâàþò âåêòîð íåóðàâíîâåøåííîé 
âíåøíåé íàãðóçêè:
 ( )T

1+ = − ⋅r r q q ri i i i i . (30)

Óñêîðåííûé àëãîðèòì Ëàíöîøà
Ðàçðàáîòàí óñêîðåííûé âàðèàíò àëãîðèò-

ìà, â êîòîðîì ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëî àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöè-
àëüíîé ñòðóêòóðû ìàòðèöû â áëî÷íîé ôîðìå 
(8), ïðåîáðàçîâàííîé â ðåçóëüòàòå âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèè ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ ê âèäó (9). 
Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì ðàçáèåíèåì âåêòîðû 
ïåðåìåùåíèé è íàãðóçîê ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû ñîñòîÿùèìè èç ïîäâåêòîðîâ 

 { }T
R B=U U U , { }T

R B=r r r .
Åñëè ñòàðòîâûé âåêòîð Ëàíöîøà 1 =q

{ }T
R B= q q  ñîäåðæèò îäèí èç ïîäâåêòîðîâ Rq  èëè 

Bq  ñî âñåìè íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, òî ïåðâûé 
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äèàãîíàëüíûé êîýôôèöèåíò 1α  ìàòðèöû iT , 
à çàòåì è âñå ïîñëåäóþùèå äèàãîíàëüíûå êîýô-
ôèöèåíòû iα  îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè 1, à ó âñåõ 
ãåíåðèðóåìûõ íà îñíîâå òðåõ÷ëåííûõ ôîðìóë 
âåêòîðîâ Ëàíöîøà ïîäâåêòîðû Rq , Bq  ïî î÷å-
ðåäè áóäóò èìåòü âñå íóëåâûå êîìïîíåíòû. 
Òðåõ÷ëåííûå ôîðìóëû ñ ó÷åòîì ñïåöèàëüíîé 
ñòðóêòóðû ìàòðèö äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ 
èòåðàöèé ïðåîáðàçóþò ê âèäó

B 1 B R 1 B 1 ,i i i i i+ − −β = ⋅ − βq C q q

 1 R 2 R B 1 R .i i i i i+ + +β = ⋅ −βq C q q  (31)

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà îöåíèâàþò ïî íîðìå 
âåêòîðà íåóðàâíîâåøåííîé âíåøíåé íàãðóçêè 

i i= − ⋅r R K U . Ïðè òî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ âåê-
òîðû Ëàíöîøà â ìàòðèöå iQ  ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî 
îðòîãîíàëüíûìè 

 T
i i⋅ =Q Q I , (32)

ãäå I  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Íåóðàâíîâåøåííóþ ÷àñòü âíåøíåé íàãðóç-

êè íà i-ì øàãå ìîæíî îöåíèòü, ïîñëåäîâàòåëü-
íî âû÷èòàÿ èç ïîëíîãî âåêòîðà íàãðóçêè R åãî 
ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèÿ òåêóùèõ âåêòîðîâ 
Ëàíöîøà:

 ( )T
1 1i i i i i− −= − ⋅r r q q r  . (33)

Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êîìïüþòåðîì 
ñ îãðàíè÷åííîé òî÷íîñòüþ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå 
îðòîãîíàëüíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè Ëàíöîøà. 
Â çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ àëãîðèòì 
Ëàíöîøà äîëæåí ïðåäóñìàòðèâàòü ïðîöåäóðó 
ïîääåðæêè îðòîãîíàëüíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè. 
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäóò îïðåäåëåíû äóáëè-
êàòû ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ ìàòðèöû, èñêàæàþùèå êàðòèíó ñïåêòðà. 
Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
ïîòåðÿ îðòîãîíàëüíîñòè íå ïðèâîäèò ê íàðó-
øåíèÿì â àëãîðèòìå. Îí ïðîäîëæàåò ñõîäèòüñÿ 
ñ óìåíüøåíèåì íîðìû íåóðàâíîâåøåííîé íà-
ãðóçêè.

Èçëîæåííûå âàðèàíòû ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ 
ãðàäèåíòîâ è àëãîðèòìà Ëàíöîøà ÿâëÿþòñÿ ýô-
ôåêòèâíûìè, åñëè ìàòðèöà ðåøàåìîé ñèñòåìû 
óðàâíåíèé öåëèêîì ðàçìåùàåòñÿ â îïåðàòèâíîé 
ïàìÿòè ñ ó÷åòîì ðàçðåæåííîñòè, ÷òî íåîáõîäè-
ìî äëÿ áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ íà êàæäîì øàãå 
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð. Ïðè ðàçìå-
ùåíèè ìàòðèöû âî âíåøíåé ïàìÿòè íà æåñòêîì 
äèñêå âîçðàñòàþò çàòðàòû íà âûïîëíåíèå îïå-
ðàöèé îáìåíà ïðè ñ÷èòûâàíèè ìàòðèöû.

Áëî÷íûé âàðèàíò àëãîðèòìà 
Ëàíöîøà
Äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ìàòðèöà ñèñòåìû íå 

ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, 
èñïîëüçîâàí áëî÷íûé âàðèàíò àëãîðèòìà Ëàí-
öîøà, ïîçâîëÿþùèé ñîêðàòèòü îáùåå êîëè÷å-
ñòâî îïåðàöèé îáìåíà. Íà êàæäîì øàãå àëãî-
ðèòìà ïðè óòî÷íåíèè ïåðåìåùåíèé ó÷àñòâóþò 
îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî îáðàçóþùèõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâî âåêòîðîâ íàïðàâëåíèé. 

Îñíîâîé ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùèõ ðàç-
äåëàõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìà ÿâëÿëàñü òðåõ÷ëåí-
íàÿ ðåêóðñèÿ (17) ñ åäèíñòâåííûì ñòàðòîâûì 
âåêòîðîì 1q  è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåêòî-
ðîâ Ëàíöîøà iq , îïðåäåëÿåìûõ ïî îäíîìó íà 
êàæäîì øàãå. Â áëî÷íîì âàðèàíòå àëãîðèòìà 
ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ Ëàíöîøà íà÷èíà-
åòñÿ íå ñ îäíîãî, à ñ ãðóïïû èç m âåêòîðîâ. Èõ 
áóäåì  îáúåäèíÿòü â ñòîëáöàõ ñòàðòîâîé ìàòðè-
öû (ðàçìåðîì n×m), äëÿ êîòîðîé ïðèìåì òî æå 
îáîçíà÷åíèå 1q , èñïîëüçîâàííîå ðàíåå äëÿ îò-
äåëüíûõ âåêòîðîâ Ëàíöîøà. Áëî÷íûé àëãîðèòì 
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çà îäèí øàã îäíîâðåìåííî 
ãðóïïó m âåêòîðîâ Ëàíöîøà, êîòîðûå áóäåì 
ðàçìåùàòü â ñòîëáöàõ ìàòðèöû iq .

Îñíîâíàÿ òðåõ÷ëåííàÿ ôîðìóëà áëî÷íîãî 
àëãîðèòìà èìååò âèä: 
 , (34)

ãäå 1,i−q  iq , 1i+q  – ìàòðèöû äëÿ òðåõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ øàãîâ àëãîðèòìà, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ñîäåðæèò ñâîèìè ñòîëáöàìè m âåêòîðîâ 
Ëàíöîøà, îïðåäåëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ 
ïîèñêà ïðèðàùåíèé ïåðåìåùåíèé; ,iα  iβ – äèà-
ãîíàëüíûé è íàääèàãîíàëüíûé áëîêè ðàçìåðàìè 
(m × m) áëî÷íîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Ò. 

Îáúåäèíèâ âñå iq  â îáùåé îðòîãîíàëüíîé ìà-
òðèöå Q, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæíî âûïîëíèòü 
îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû Ê
 T ⋅ ⋅ =Q K Q T ,  (35)

â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ áëî÷íàÿ òðåõäè-
àãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Ò ñî ñëåäóþùåé ñòðóêòóðîé:

  

. (36)

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ìîæåò áûòü 
çàïèñàíî â âèäå: 
 1 T−= ⋅ ⋅ ⋅U Q T Q R  (37)

ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû Q, ñîäåðæàùåé 
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ïîëíûé íàáîð âåêòîðîâ Ëàíöîøà è ìàòðèöû Ò 
в блочной трехдиагональной форме. 

Êàê è â ñëó÷àå àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî 
îäèí âåêòîð íàïðàâëåíèé, â áëî÷íîì âàðèàíòå 
ïàðàëëåëüíî ñ âû÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòîâ ìà-
òðèöû Ò âûïîëíÿþò ðàçëîæåíèå ýòîé ìàòðèöû 
íà ìíîæèòåëè Õîëåöêîãî T = ⋅T L  L . Ðàçëîæå-
íèå íà ìíîæèòåëè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî 
â áëî÷íîì âèäå, êàê ïîêàçàíî íà ñõåìå (ñ îáî-
çíà÷åíèåì áëîêîâ):

,
  (38)
ãäå iA , iB  – äèàãîíàëüíûé è ïîääèàãîíàëüíûé 
áëîêè ìíîæèòåëÿ Õîëåöêîãî ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ íåïîëíîãî íàáîðà âåêòîðîâ Ëàíöîøà íà 
i-ì øàãå ïðèáëèæåíèå ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå: 

1 T
i i i i

−= ⋅ ⋅ ⋅ =U Q T Q R

     -T 1 T T
i i i i i i

−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅Q L L Q R P P R . (39)

Ìàòðèöû iP  ñîäåðæàò âåêòîðû ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, íà êîòîðîì ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìèíèìóìà 
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëè-
æåíèÿ ïåðåìåùåíèé íà òåêóùåì øàãå. Ìàòðè-
öà iL  ÿâëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì Õîëåöêîãî â ðàç-
ëîæåíèè ìàòðèöû iT :
 T

i i i= ⋅T L L  . (40)

Ìàòðèöó iP  ïîëó÷àþò â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ: 
 T T

i i i=L P Q , (41)

êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõåìû
T

T
11
T
21 2
T
32 3

T
i1−

⋅ =

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⋅ =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

L P

pA
pB A
pB A

pB A
�� �

i i

i i  

 

T

T
1
T
2
T
3

T

i

i

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q

q
q
q

q
�

. (42)

Ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ôîðìóëû (34) áëî÷-
íûé àëãîðèòì Ëàíöîøà ïîñëåäîâàòåëüíî ãåíå-
ðèðóåò íàáîð âåêòîðîâ iq . Êàæäûé øàã àëãî-
ðèòìà ïðåäóñìàòðèâàåò ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

1) âûïîëíåíèå îäíîâðåìåííîãî óìíîæåíèÿ 
íàáîðà âåêòîðîâ iq  íà ìàòðèöó K
 i= ⋅s K q ; (43)

2) âû÷èñëåíèå  äèàãîíàëüíîãî áëîêà  ìà-
òðèöû Ò
 ;  (44)

3) îðòîãîíàëèçàöèÿ (äëÿ âñåõ øàãîâ, êðîìå 
ïåðâîãî) íåâÿçêè s ê âåêòîðàì  1i−q  ñîãëàñíî (34)
 ; (45)

4) îðòîãîíàëèçàöèÿ âåêòîðîâ â s ïî îòíîøå-
íèþ äðóã ê äðóãó è èõ íîðìèðîâàíèå 
 ;    . (46)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ áîêîâ iA , iB  ìíîæèòåëåé 
Õîëåöêîãî èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå 
îïåðàöèè. Ïåðâûé äèàãîíàëüíûé áëîê 1A  ïîëó-
÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ïî Õîëåöêîìó 
ïåðâîãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà . Äëÿ âñåõ âíå-
äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ iB  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 
 . (47)

Âû÷èñëåíèå ïîääèàãîíàëüíîãî áëîêà iB  
îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû 
óðàâíåíèé: 
 . (48)

Äèàãîíàëüíûå áëîêè iA , íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, 
ïîëó÷àþò â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ïî Õîëåöêî-
ìó ìàòðè÷íîãî âûðàæåíèÿ :

  . (49)

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ãðóïïà âåêòîðîâ íàïðàâ-
ëåíèé iP , îïðåäåëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâî, íà 
êîòîðîì áóäåò âûáèðàòüñÿ âåêòîð ïåðåìåùåíèé 
íà òåêóùåì øàãå àëãîðèòìà. Î÷åðåäíàÿ ãðóïïà 
âåêòîðîâ iP  ïîëó÷àåòñÿ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ 
óðàâíåíèÿ (40), ïðåäóñìàòðèâàþùåãî âûïîëíå-
íèå ìàòðè÷íîé îïåðàöèè

 ( )1 T
1 1i i i i i

−

− −= − ⋅P A q B q  . (50)

Äàëåå i-é øàã ïî ïåðåìåùåíèÿì îñóùåñòâëÿ-
þò ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû
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 T
1i i i i+ = + ⋅ ⋅U U P P R . (51)

Ïðåèìóùåñòâî áëî÷íîãî âàðèàíòà àëãîðèò-
ìà Ëàíöîøà äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 
ñ ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ âî âíåøíåé 
ïàìÿòè çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè îïåðàöèè 
óìíîæåíèÿ ìàòðèöû îäíîâðåìåííî íà ãðóïïó 
âåêòîðîâ. Çà îäèí öèêë ñ÷èòûâàíèÿ ìàòðèöû 
â ïàìÿòü îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêî âåêòîðîâ Ëàí-
öîøà, ïåðåñ÷èòûâàåìûõ â òàêîå æå êîëè÷åñòâî 
âåêòîðîâ íàïðàâëåíèé äëÿ óòî÷íåíèÿ ïåðåìå-
ùåíèé. ×èñëî øàãîâ áëî÷íîãî àëãîðèòìà äî ïî-
ÿâëåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåíüøå êîëè÷åñòâà øàãîâ 
ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà ñ åäèíñòâåííûì âåêòî-
ðîì íàïðàâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî óìåíüøàåòñÿ 
âðåìÿ íà îïåðàöèè îáìåíà ñ âíåøíåé ïàìÿòüþ.

Áëî÷íûé àëãîðèòì Ëàíöîøà ìîæåò áûòü 
óñêîðåí (ïî ðàíåå ðàññìîòðåííîé ñõåìå) çà ñ÷åò 
èñïîëüçîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèöû (8) â ñî÷å-
òàíèè ñ ïðîöåäóðîé ïåðåîáóñëàâëèâàíèÿ (9). 
Â áëî÷íîì ìåòîäå ñòàðòîâóþ ìàòðèöó âåêòîðîâ 

Ëàíöîøà 
R

1
B

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

q
q q  ðàçáèâàþò íà äâå ïîäìà-

òðèöû, îäíà èç êîòîðûõ äîëæíà áûòü âûáðàíà 
íóëåâîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé äèàãîíàëüíûé 
áëîê 1A  áëî÷íîé òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû 
Ò, à çàòåì è âñå ïîñëåäóþùèå áëîêè iA  îêàçû-
âàþòñÿ åäèíè÷íûìè ìàòðèöàìè. Âñå ìàòðèöû 

iq  èìåþò íóëåâîé îäíó èç ïîäìàòðèö Rq  èëè 

Bq . Òðåõ÷ëåííûå ôîðìóëû áëî÷íîãî àëãîðèòìà 
Ëàíöîøà, àíàëîãè÷íûå (31), äëÿ äâóõ ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ èòåðàöèé â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìà-
þò âèä:

 
 (52)

Êàê è ðàíåå, ïðè óìíîæåíèè iq  íà ìàòðèöó 
ñèñòåìû ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû, âûïîëíÿåòñÿ 
ìåíüøåå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé 
(â ñðàâíåíèè ñî ñëó÷àåì óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó 
òàêîãî æå ïîðÿäêà îáùåé ñòðóêòóðû), ÷òî ïî-
çâîëÿåò áûñòðåå äîñòè÷ü ñõîäèìîñòè è ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ

Ïðèìåð 1. Ðàñ÷åò ïåðåñåêàþùèõñÿ 
öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê. Òåñòèðîâàíèå ðàç-
ðàáîòàííûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ 
ÑËÀÓ â ÌÊÝ âûïîëíåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìî-
äåëåé ëîêàëüíî óêðåïëåííîãî  òîíêîñòåííîãî 

ñîñóäà ñ ïàòðóáêîì. Ñîñòàâëåííûå ìîäåëè (ðèñ. 1) 
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ðàñ÷åòíûì ñëó÷àÿì, 
ñâÿçàííûì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè 
è óñëîâèÿìè íàãðóæåíèÿ ñîñóäà. Ïîýòîìó ðàññìà-
òðèâàëèñü ìîäåëè ïîëîâèíû è ïîëíîé êîíñòðóê-
öèè, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ñòåïåíåé 
ñâîáîäû. Ïðè ñîçäàíèè ìîäåëåé ÌÊÝ èñïîëüçîâà-
íû âîñüìèóçëîâûå îáúåìíûå èçîïàðàìåòðè÷åñêèå 
êîíå÷íûå ýëåìåíòû (ñì. ðèñ. 1). 

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåìàòèêè èíòåðåñ 
ïðåäñòàâëÿþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåðíî-
ñòüþ ÑËÀÓ è êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ. 
Ïîýòîìó ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ÍÄÑ ñîñóäà çäåñü 
íå ïðåäñòàâëåíû è íå àíàëèçèðóþòñÿ.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû íà ïåðñî-
íàëüíîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel Pentium 
Quad 9300 ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 2500 ÌÃö è îïå-
ðàòèâíîé ïàìÿòüþ 8 ÃÁ. Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿëñÿ 
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ [5], ðàçðàáîòàííûé àâ-
òîðîì. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÌÊÝ 
âûïîëíÿëîñü òðåìÿ ìåòîäàìè: ïðÿìûì áëî÷íûì 
ìåòîäîì LDLÒ; èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Ëàíöî-
øà â óñêîðåííîì âàðèàíòå; ìåòîäîì Ëàíöîøà 
áåç öèêëè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ. Äëÿ èòåðàöèîí-
íûõ ïðîöåäóð âûáðàí ïàðàìåòð ñõîäèìîñòè 
10-10, îïðåäåëÿþùèé íåóðàâíîâåøåííóþ äîëþ 
îò íîðìû âåêòîðà âíåøíåé íàãðóçêè. Òåñòè-
ðóåìûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïðåäïîëàãàþò 
ðàçìåùåíèå ìàòðèö ñèñòåìû öåëèêîì â ïàìÿòè 
êîìïüþòåðà. 

Äàííûå î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ è çàòðà÷åí-
íûõ ðåñóðñàõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Óêàçàííûå 
âðåìåííûå çàòðàòû ó÷èòûâàþò òîëüêî âðåìÿ ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé è íå ó÷èòûâàþò âðåìÿ 
íà âñïîìîãàòåëüíûå îïåðàöèè (ôîðìèðîâàíèå 
óêàçàòåëåé ðàçðåæåííîé ñòðóêòóðû ìàòðèö, ïå-

Ðèñ. 1. Ìîäåëè ÌÊÝ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ 
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ 
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ðåíóìåðàöèþ ñòåïåíåé ñâîáîäû, ôîðìèðîâàíèå 
êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè, âû÷èñëåíèå 
íàïðÿæåíèé). Äëÿ óñêîðåííîãî ìåòîäà â êà÷å-
ñòâå ÷èñëà èòåðàöèé â òàáëèöå óêàçàíî ÷èñëî 
äâîéíûõ èòåðàöèé, ïðåäóñìîòðåííûõ ñõåìîé àë-
ãîðèòìà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå õàðàê-
òåðèñòèê ñêîðîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàííûõ 
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñâîéñòâåííî äàííûì 
êîíêðåòíûì çàäà÷àì. Â äðóãèõ çàäà÷àõ, êàê ïî-
êàçûâàåò ïðàêòèêà, îíî ìîæåò áûòü äðóãèì. 

Ïðèìåð 2. Ðàñ÷åò íåñóùåé ñèñòåìû 
òðàêòîðà. Èçëîæåííûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû 
ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ðàáîòîñïîñîáíîñòü â èñ-
ñëåäîâàíèÿõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ íå-
ñóùèõ êîíñòðóêöèé ðÿäà ìîáèëüíûõ ìàøèí. 
Â ìîäåëÿõ íåñóùèõ ñèñòåì ïðèìåíåíû êîíå÷-
íûå ýëåìåíòû òîíêîé îáîëî÷êè è áàëî÷íûå ýëå-
ìåíòû. Ðàçìåðíîñòü ìîäåëåé äîñòèãàåò 2 ìëí 
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 
ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü íåñóùåé ñèñòåìû òðàêòîðà 
ÂÒ-150Ä (Âîëãîãðàäñêèé òðàêòîðíûé çàâîä).  

Â äàííîé çàäà÷å íå óäàëîñü âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ èìåþùèìèñÿ â ðàñïîðÿæåíèè ïðîãðàììàìè, 
ðåàëèçóþùèìè ïðÿìûå àëãîðèòìû, èç-çà íåïðè-
åìëåìî áîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè 
è çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè ñ÷åòà. Èòåðàöèîííûå 
ìåòîäû ñìîãëè îáåñïå÷èòü ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ. 
Ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ îöåíåíà 
ïî íîðìå íåóðàâíîâåøåííîé ÷àñòè âíåøíåé 
íàãðóçêè (äëèíå âåêòîðà), êîòîðàÿ, êàê áûëî 
ïðèíÿòî â ðàñ÷åòàõ, ïðè îêîí÷àíèè èòåðàöèé 
íå äîëæíà ïðåâûøàòü äîëþ â 10-10 îò íîðìû 
ïîëíîãî âåêòîðà íàãðóçêè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ çà-
äàííîé ñõîäèìîñòè â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ìîæåò 
ïîòðåáîâàòüñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 
(äî 10% îò ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû). Îäíàêî âû-

÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿëà êîíòðîëèðîâàòü 
ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû íà ðàííèõ ñòàäèÿõ 
ðàñ÷åòà çàäîëãî äî äîñòèæåíèÿ óêàçàííîãî ïðå-
äåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî íîðìå íåóðàâíîâåøåííîé 
íàãðóçêè, ÷òî îñîáåííî âàæíî íà ýòàïå îòëàä-
êè ìîäåëåé, êîãäà öåëåñîîáðàçíî êàê ìîæíî 
ðàíüøå âûÿâèòü ÿâíûå îøèáêè â ñïîñîáàõ çà-
êðåïëåíèé èëè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçîê.

Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ 
îáåñïå÷èëà âûïîëíåíèå äëèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ, 
íàêàïëèâàÿ ïîðöèÿìè íóæíîå êîëè÷åñòâî èòå-
ðàöèé, îñòàíàâëèâàÿ èõ â íåîáõîäèìûé ìîìåíò 
è âîçîáíîâëÿÿ ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñ òî÷êè 
îñòàíîâêè.

Íà ïðàêòèêå ïðè âûïîëíåíèè ïîäîáíûõ ðàñ-
÷åòîâ, êàê ïðàâèëî, âûáèðàåòñÿ îäèí èç àëãî-
ðèòìè÷åñêèõ âàðèàíòîâ, êîòîðûé çàòåì ïðèìå-
íÿåòñÿ äëÿ ñåðèè îäíîòèïíûõ âû÷èñëåíèé, êàê 

Òàáëèöà
Ðåñóðñû, íåîáõîäèìûå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ñîñóäà

Модель Ресурсы
Алгоритм Ланцоша Прямой метод 

LDLTускоренный неускоренный

Половина сосуда,

n = 493428

память для размещения 
матрицы, МБ 212 148 ~12000

время решения, мин 12 67 757
число итераций 2176 21854 -

Целый сосуд,

n = 975213

память для размещения 
матрицы, МБ 506 296 ~ 50000

время решения, мин 38 147 -
число итераций 3284 25943 -

Ðèñ. 2. Ìîäåëü ÌÊÝ íåñóùåé ñèñòåìû 
òðàêòîðà ÂÒ-150Ä 
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ïðîâåðåííûé è ïðåäñêàçóåìûé ïî çàòðàòàì êîì-
ïüþòåðíîé ïàìÿòè è âðåìåíè ñ÷åòà. 

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ 
çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü öèêëè÷åñêè óñêîðåííûå 
ìåòîäû ïðè ðàçìåùåíèè ìàòðèöû â ïàìÿòè êîì-
ïüþòåðà. Åñëè îáúåì èñïîëüçóåìîé îïåðàòèâ-
íîé ïàìÿòè êîìïüþòåðà ÿâëÿëñÿ êðèòè÷åñêèì 
ïàðàìåòðîì, ïðèìåíÿëèñü ìåòîäû áåç öèêëè÷å-
ñêîãî óñêîðåíèÿ. 

Çàêëþ÷åíèå
Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû èòåðàöèîííî-

ãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé â ÌÊÝ ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì èçâåñò-
íûõ ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è Ëàíöî-
øà, èìåþò ïðåèìóùåñòâî ïåðåä ïðÿìûìè ìåòî-
äàìè äëÿ ðåøåíèÿ äâóõìåðíûõ èëè òðåõìåðíûõ 
çàäà÷ ìåõàíèêè ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Îíè ïîäòâåð-
äèëè ñâîþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîì àíàëèçå ñëîæíûõ îáîëî÷å÷íûõ 
êîíñòðóêöèé.
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