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Ââåäåíèå
Â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè áîëåå 65 % íåôòè 

äîáûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêâàæåííûõ ýëåêòðî-
ïðèâîäíûõ öåíòðîáåæíûõ íàñîñîâ (ÝÖÍ). Øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå ÝÖÍ îáóñëîâëåíî â îñíîâ-
íîì ïðîñòîòîé â îáñëóæèâàíèè ïðè áîëüøèõ 
îòáîðàõ æèäêîñòè èç ñêâàæèí ïî ñðàâíåíèþ 
ñ êîìïðåññîðíîé äîáû÷åé è ïîäúåìîì æèäêîñòè 
íàñîñàìè äðóãèõ òèïîâ, à òàêæå îòíîñèòåëüíî 
íèçêèìè ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòàìè (êîýôôè-
öèåíò ïîëåçíîãî äåéñòâèÿ ÝÖÍ ìîæåò äîñòè-
ãàòü 0,35) [1]. 

Ïî êîíñòðóêöèè ÝÖÍ ÿâëÿþòñÿ âåñüìà 
ñëîæíûìè ìíîãîýëåìåíòíûìè äèíàìè÷åñêèìè 
ñèñòåìàìè (ìíîãîñåêöèîííûìè è ìíîãîñòó-
ïåí÷àòûìè). Â ñâÿçè ñ ýòèì îñíîâíûì ôàêòî-
ðîì, îòðèöàòåëüíî âëèÿþùèì íà íàäåæíîñòü 
è ðåñóðñ íàñîñîâ, ÿâëÿåòñÿ èõ âèáðàöèîííàÿ 
àêòèâíîñòü, íà óðîâåíü êîòîðîé íàêëàäûâàþòñÿ 
âåñüìà æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ìíîãî÷èñëåííûå 
ïðèìåðû èç ïðàêòèêè ýêñïëóàòàöèè íàñîñîâ 
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîä äåéñòâèåì âèáðàöèîííûõ 
ñèë ñèñòåìàòè÷åñêè âûõîäÿò èç ñòðîÿ ïîäøèï-
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÂÈÁÐÀÖÈÉ 
Â ÌÍÎÃÎÑÒÓÏÅÍ×ÀÒÛÕ ÏÎÃÐÓÆÍÛÕ 
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Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà âíåøíèõ è âíóòðåííèõ êîëåáàíèé ñèñòåìû 
«ðîòîð–ñòàòîð», îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ïîäñèñòåì «ðîòîð» è «ñòàòîð» 
áàëêàìè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ñ ïðèâåäåííûìè èíåðöèîííûìè è æåñòêîñòíûìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ìàñëÿíûå è íåôòÿíûå ñëîè 
ïîäøèïíèêîâ è íàïðàâëÿþùèõ àïïàðàòîâ. Âñëåäñòâèå íåîïðåäåëåííîñòè 
ðàñïîëîæåíèÿ íåóðàâíîâåøåííîñòåé íà âàëó â ïðîèçâîëüíî âçÿòîì îáúåêòå 
îñóùåñòâëåíî ìîäåëèðîâàíèå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ âäîëü îñè ðîòîðà ìåòîäîì 
Ìîíòå-Êàðëî. Ìåòîäèêà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïðèìåðîì ðàñ÷åòà âèáðàöèé ñåêöèè 
íàñîñà ïðè åå óñòàíîâêå íà ñòåíäå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåíòðîáåæíûé íàñîñ, ìíîãîñòóïåí÷àòûå êîíñòðóêöèè, 
âèáðàöèîííàÿ àêòèâíîñòü, ñèëû äèñáàëàíñà, ìàñëÿíûé ñëîé, ìàòðèöà 
ïîäàòëèâîñòåé, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ñëó÷àéíîå ðàñïðåäåëåíèå.

íèêè, ïîÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííèé èçíîñ öàïô, 
÷òî âåäåò ê ñîêðàùåíèþ ñðîêà ñëóæáû ÝÖÍ. 
Â ñâÿçè ñ ýòèì âûÿâëåíèå ôàêòîðîâ, â íàèáîëü-
øåé ñòåïåíè âëèÿþùèõ íà âèáðàöèîííóþ àêòèâ-
íîñòü ÝÖÍ, è ñîçäàíèå ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåí-
íîé îöåíêè óðîâíåé âûçûâàåìûõ èìè âèáðàöèé 
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè ñîñòàâëÿþùèìè ðåøå-
íèÿ àêòóàëüíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé ïðîáëåìû 
ñíèæåíèÿ âèáðîàêòèâíîñòè íàñîñîâ è ïîâûøå-
íèÿ èõ íàäåæíîñòè.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ ìåòîäè-
êè îöåíêè âèáðàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñåêöèè 
ïîãðóæíîãî íåôòÿíîãî íàñîñà â ñòåíäîâûõ óñëî-
âèÿõ (òî åñòü ïðè åãî óñòàíîâêå íà ãîðèçîíòàëü-
íîì èñïûòàòåëüíîì ñòåíäå) ñ öåëüþ âîçìîæ-
íîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ñòåíäîâûõ 
èñïûòàíèé ñåêöèè â óñëîâèÿõ, ïðèáëèæåííûõ 
ê ïîëåâûì, åñëè òàêîâûå áóäóò ïðîâåäåíû â áó-
äóùåì. Ïðè òàêèõ èñïûòàíèÿõ íàñîñ ðàñïîëàãà-
åòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîì ñòåíäå, íî èñïûòûâàåò-
ñÿ ïðè ðàáî÷èõ ðàñõîäàõ æèäêîñòè è íà ðàáî÷èõ 
÷àñòîòàõ âðàùåíèÿ.
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Còðóêòóðíàÿ ñõåìà 
íàñîñíîé ñåêöèè è àíàëèç 
åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ 
êàê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
Ðàáî÷èì îðãàíîì ñêâàæèííîãî ÝÖÍ ñëóæèò 

íàñîñíàÿ ñòóïåíü ñ öèëèíäðè÷åñêèìè èëè 
íàêëîííî-öèëèíäðè÷åñêèìè ëîïàòêàìè, ñîñòîÿ-
ùàÿ èç ðàáî÷åãî êîëåñà è íàïðàâëÿþùåãî àïïà-
ðàòà. Ñòóïåíè ðàçìåùàþòñÿ â ðàñòî÷êå öèëèí-
äðè÷åñêîãî êîðïóñà êàæäîé ñåêöèè. Â ñîáðàííîì 
âèäå ÝÖÍ îáû÷íî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñîåäè-
íåííûõ ìåæäó ñîáîé ñåêöèé (ðèñ. 1), êàæäàÿ èç 
êîòîðûõ ñîäåðæèò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ðàáî÷èõ 
ñòóïåíåé (îò 30 äî 200 â çàâèñèìîñòè îò èõ 
ìîíòàæíîé âûñîòû). Äëÿ âîçìîæíîñòè ñáîðêè 
ÝÖÍ ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì ñòóïåíåé è ðàçãðóç-
êè âàëà îò îñåâîé ñèëû ïðèìåíÿåòñÿ ïëàâàþ-
ùåå ðàáî÷åå êîëåñî, êîòîðîå óäåðæèâàåòñÿ îò 
ïðîâîðîòà ïðèçìàòè÷åñêîé øïîíêîé, íî ìîæåò 
ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ â îñåâîì íàïðàâëåíèè 
â ïðîìåæóòêå ìåæäó îïîðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè 
íàïðàâëÿþùèõ àïïàðàòîâ. 

Îñîáåííîñòÿìè ðàáîòû íàñîñíîé ñåêöèè 
â ïîëåâûõ óñëîâèÿõ ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííîñòü 
îïèðàíèÿ ñòàòîðà ñåêöèè íà îáñàäíóþ òðóáó 
è íåîïðåäåëåííîñòü âåëè÷èíû è ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïî îñè âàëà íåóðàâíîâåøåííîñòè ðàáî÷èõ 
êîëåñ. Îáà ôàêòîðà ïðèâîäÿò ê íåâîçìîæíîñòè 
îïðåäåëåíèÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âèáðà-
öèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ñåêöèè ÝÖÍ äàæå ïî 
äàííûì èññëåäîâàíèé åå âèáðàöèé â ëàáîðàòîð-
íûõ óñëîâèÿõ, à âñå ïðîâåäåííûå íèæå ÷èñëåí-
íûå ðàñ÷åòû íîñÿò îöåíî÷íûé õàðàêòåð. 

Â ñèñòåìå òàêîé êîíñòðóêöèè, êàê ÝÖÍ, 
íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ ðîòîðà 
è ñòàòîðà îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà («âíóòðåí-

íèå» êîëåáàíèÿ) è ñòàòîðà íàñîñà îòíîñèòåëüíî 
îáñàäíîé òðóáû («âíåøíèå» êîëåáàíèÿ). Âçàè-
ìîäåéñòâèå ñòàòîðà ñ îáñàäíîé òðóáîé â äàííîé 
ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ [2] 
èçìåðÿëèñü õàðàêòåðèñòèêè òîëüêî âíåøíèõ 
êîëåáàíèé, êàêèå-ëèáî ñâåäåíèÿ èëè äàæå óïî-
ìèíàíèÿ î êîëåáàíèÿõ ðîòîðà è ñòàòîðà îòíî-
ñèòåëüíî äðóã äðóãà â ðàáîòå [2] è èçâåñòíûõ 
àâòîðàì èñòî÷íèêàõ îòñóòñòâóþò.

Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà äëÿ äèíàìè÷åñêîãî àíà-
ëèçà ñåêöèè ÝÖÍ â ñòåíäîâûõ óñëîâèÿõ (õàðàê-
òåð êðåïëåíèÿ íà ñòåíäå íå êîíêðåòèçèðîâàí) 
ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ïîäñèñòåì, âêëþ÷àþùèõ 
â ñåáÿ îñíîâíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàåìîãî 
îáúåêòà (ðèñ. 2) [3]:

– âàëîïðîâîä (ðîòîð) – âàë ñ âòóëêàìè 
è ðàáî÷èìè êîëåñàìè, íàõîäÿùèéñÿ ïîä äåé-
ñòâèåì âîçáóæäàþùèõ ñèë íåóðàâíîâåøåí-
íîñòè è îïîðíûõ ðåàêöèé (ïðèðîäà îïîðíûõ 
ðåàêöèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé, à èõ õàðàêòåð 
è çíà÷åíèÿ çàâèñÿò, â òîì ÷èñëå, îò ñïîñîáà 
êðåïëåíèÿ ñåêöèè íà ñòåíäå). Ñþäà æå âêëþ÷åí 
ðîòîð ïðèâîäíîãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ;

– ñîâîêóïíîñòü ìàñëÿíûõ (íåôòÿíûõ) 
ñëîåâ â ïîäøèïíèêàõ, ìåæäó âòóëêàìè ðàáî÷èõ 
êîëåñ è íàïðàâëÿþùèìè àïïàðàòàìè (êîýôôè-
öèåíòû äèíàìè÷åñêîé æåñòêîñòè è äåìïôèðî-
âàíèÿ â ïîäøèïíèêàõ è ìåæäó âòóëêàìè ðàáî-
÷èõ êîëåñ è íàïðàâëÿþùèìè àïïàðàòàìè èìåþò 
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñòåíäîâûõ è ïîëåâûõ 
óñëîâèé, òàê êàê çàâèñÿò îò ðàäèàëüíîé ñèëû, 
äåéñòâóþùåé íà ïîäøèïíèêè. Íî ðàçëè÷èÿ â èõ 
çíà÷åíèÿõ íåçíà÷èòåëüíû èç-çà ìàëûõ óäåëüíûõ 
íàãðóçîê íà ïîäøèïíèêè è âòóëêè êîëåñ.); 

– «ñòàòîð–ôóíäàìåíò» (ñòàòîð âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ êîðïóñ, íàïðàâëÿþùèå àïïàðàòû, ïîä-
øèïíèêè, êîíöåâûå ýëåìåíòû, à òàêæå ñòàòîð 
ïðèâîäíîãî ýëåêòðîäâèãàòåëÿ; ôóíäàìåíò – îá-
ñàäíàÿ òðóáà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïðóãîå, íî 
äîñòàòî÷íî æåñòêîå îñíîâàíèå, âçàèìîäåéñòâèå 

Ðèñ. 1. Ôðàãìåíò ñåêöèè ÝÖÍ: 1, 2 – íàïðàâ-
ëÿþùèé àïïàðàò; 3 – ðàáî÷åå êîëåñî; 4 – âàë; 
5 – ïðîìåæóòî÷íûé ïîäøèïíèê; 6 – âòóëêà 

ïîäøèïíèêà; 7 – çàùèòíàÿ âòóëêà âàëà

Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñåêöèè ÝÖÍ 
ïðè åå ðàñïîëîæåíèè íà ãîðèçîíòàëüíîì 
ñòåíäå: 1 – ðîòîð; 2 – ìàñëÿíûå ñëîè; 

3 – ñòàòîð
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ñ êîòîðûì â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ).
Àíàëèç êîíñòðóêöèè ÝÖÍ è ýêñïåðèìåí-

òàëüíûõ äàííûõ [2] ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ðÿä çà-
êëþ÷åíèé.

1. Èç âñåõ ñóùåñòâóþùèõ â òóðáîìàøèíàõ 
âèäîâ êîëåáàíèé â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåêòå 
îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ 
ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë èíåðöèè îò íåóðàâíî-
âåøåííîñòè ðàáî÷èõ êîëåñ, èìåþùèå ÷àñòîòó, 
ðàâíóþ ÷àñòîòå âðàùåíèÿ âàëà. Ïðè÷èíàìè 
íåóðàâíîâåøåííîñòè âðàùàþùèõñÿ äåòàëåé 
ìîãóò áûòü îòêëîíåíèÿ â ðàçìåðàõ çà ñ÷åò äî-
ïóñêîâ íà îáðàáîòêó, ìîíòàæíûå íåòî÷íîñòè 
â ñîåäèíåíèè ïîëóìóôò, ðàêîâèíû â ëèòûõ 
ìåòàëëàõ, íåðàâíîìåðíûé èçíîñ â ïðîöåññå 
ýêñïëóàòàöèè è ò.ï. Èíòåíñèâíîñòü âûíóæäåí-
íûõ êîëåáàíèé âûñîêà òîëüêî íà êðèòè÷åñêèõ 
èëè áëèçêèõ ê íèì ÷àñòîòàõ âðàùåíèÿ, ò.å. â 
îáëàñòÿõ ðåçîíàíñîâ. Ïî äàííûì ðàáîòû [2], 
íàèáîëüøàÿ âèáðàöèÿ â ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ 
èìåííî ñ îáîðîòíîé ÷àñòîòîé. 

2. Â óñòàíîâêàõ ÝÖÍ âîçìîæíî âîçáóæäåíèå 
ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé, õàðàêòåðíûõ äëÿ 
ðîòîðîâ ñ àíèçîòðîïíîé æåñòêîñòüþ âàëà. Äëÿ 
âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ êîëåáàíèé íåîáõîäèìûì 
óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîæåñòêîñòü ñå÷åíèÿ 
âàëà ïî äâóì ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè ðîòîðà 
è äåéñòâèå ïîïåðå÷íûõ ñèë ñîáñòâåííîãî âåñà 
ðîòîðà. Â äàííîì ñëó÷àå àíèçîòðîïèÿ æåñòêî-
ñòè ñå÷åíèÿ âàëà ñóùåñòâóåò è âûçâàíà íàëè÷è-
åì øïîíî÷íîãî ïàçà â âàëå è ñòóïèöàõ ðàáî÷èõ 
êîëåñ. Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ 
[2] â ðÿäå ñëó÷àåâ â ÷àñòîòíîì ñïåêòðå ñåêöèè 
íàñîñà, ñíÿòîì ïðè ðàáî÷èõ è êðèòè÷åñêèõ îáî-
ðîòàõ, áûëà îáíàðóæåíà èíòåíñèâíàÿ âèáðàöèÿ 
äâîéíîé è ó÷åòâåðåííîé ÷àñòîòû, ñâèäåòåëü-
ñòâóþùàÿ î âîçíèêíîâåíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ 
êîëåáàíèé. 

3. Èç îïûòà ýêñïëóàòàöèè ñõîäíûõ îáúåêòîâ 
èçâåñòíî, ÷òî âòîðûì ïî ðàñïðîñòðàíåííîñòè 
âèäîì âèáðàöèè â òóðáîìàøèíàõ ÿâëÿþòñÿ ïî-
ïåðå÷íûå ñàìîâîçáóæäàþùèåñÿ êîëåáàíèÿ 
(àâòîêîëåáàíèÿ) [4, 5]. 

Îäíàêî, êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [2], ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè âèáðàöèé íàñîñíîé ñåêöèè ÄÂÑ5-50 
àâòîêîëåáàíèÿ íå áûëè îáíàðóæåíû. Ïðè÷èíîé 
àâòîêîëåáàíèé ÿâëÿþòñÿ íåêîíñåðâàòèâíûå 
ñèëû, âîçíèêàþùèå â ìàñëÿíîì ñëîå â ïîä-
øèïíèêàõ («ìàñëÿíîå» âîçáóæäåíèå), â ëàáè-
ðèíòíûõ óïëîòíåíèÿõ (ëàáèðèíòíûå ñèëû) è íà 
ðàáî÷èõ êîëåñàõ (âåíöîâûå ñèëû) [4]. Â äàííîì 
îáúåêòå íàáëþäàåòñÿ ìàñëÿíîå âîçáóæäåíèå 

â ïîäøèïíèêàõ. Àíàëîãè÷íîå âîçáóæäåíèå ñó-
ùåñòâóåò â íåôòÿíîì ñëîå ìåæäó âòóëêàìè 
ðàáî÷èõ êîëåñ è ñòóïèöàìè íàïðàâëÿþùèõ àï-
ïàðàòîâ, ÷òî ïðîâîöèðóåò ïðÿìóþ ïðåöåññèþ. 
Ëàáèðèíòíûå ñèëû îòñóòñòâóþò, òàê êàê íåò 
ëàáèðèíòíûõ óïëîòíåíèé. Âåíöîâûå ñèëû, 
äåéñòâóþùèå íà ðàáî÷èå êîëåñà íàñîñîâ, ïðî-
âîöèðóþò îáðàòíóþ ïðåöåññèþ è ïîýòîìó èõ 
äåéñòâèå ïðîòèâîïîëîæíî äåéñòâèþ ìàñëÿíîãî 
âîçáóæäåíèÿ. Â íàñîñàõ ìàñëÿíûå è âåíöîâûå 
ñèëû ÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóþò 
äðóã äðóãà.

Èçâåñòíî, ÷òî ÷àñòîòà ñàìîâîçáóæäàþùèõñÿ 
êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé ñèñòåìû. Óñëîâèåì âîçíèê-
íîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèå 
÷àñòîòîé âðàùåíèÿ ðîòîðà òàê íàçûâàåìîãî ïî-
ðîãîâîãî çíà÷åíèÿ n

ïîð
 [4]. Òîò ôàêò, ÷òî ñàìî-

âîçáóæäàþùèåñÿ êîëåáàíèÿ íå áûëè îáíàðóæå-
íû ïðè èñïûòàíèè ñåêöèè íàñîñà â ðàáîòå [2], 
îçíà÷àåò, ÷òî ïîðîãîâàÿ ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ïðè 
âñåõ ðåæèìàõ èñïûòàíèé áûëà âûøå ðàáî÷åé 
÷àñòîòû âðàùåíèÿ ðîòîðà: n

ïîð
> n

ðàá
=50 îá/c.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âû-
íóæäåííûõ êîëåáàíèé îòäåëüíî âçÿòîé ñåêöèè 
ÝÖÍ (ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð») ïîä âîçäåé-
ñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ ñèë îò íåóðàâíîâåøåííî-
ñòè ðàáî÷èõ êîëåñ, òàê êàê èìåííî ýòîò âèä êî-
ëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â äàííîì îáúåêòå.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà îïîðíûõ 
ðåàêöèé è äèíàìè÷åñêèõ ñìåùåíèé 
â ñèñòåìå «ðîòîð–ñòàòîð» ÝÖÍ
Äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé ñèñòåìû «ðîòîð–

ñòàòîð» ñåêöèè ÝÖÍ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòðóê-
òóðíîé ñõåìîé (ñì. ðèñ. 2) áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ðîòîð è ñòàòîð êàê îäíîðîäíûå áàëêè 
(ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ñ ïðèâåäåííûìè èíåð-
öèîííûìè ïàðàìåòðàìè), ñâÿçü ìåæäó êîòîðû-
ìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ìàñëÿíûå ñëîè ïîä-
øèïíèêîâ è íåôòÿíûå ïëåíêè ìåæäó âòóëêàìè 
ðàáî÷èõ êîëåñ è íàïðàâëÿþùèìè àïïàðàòàìè. 
Ïîãîííûå ìàññû ðîòîðà ν

ð
 è ñòàòîðà ν

ñ
 îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:
              ν

ð
 = (m

â
 + m

âò.â
 + m

êîë
)/ l

ð
;

              ν
ñ
 = (m

òð
 + m

âò.ò
 + m

í.à
)/ l

ñ
,              (1)

ãäå l
ð

 – äëèíà ðîòîðà ñåêöèè; l
ñ
 – äëèíà ñòàòî-

ðà (òðóáû); m
â
 – ìàññà âàëà; m

âò.â
 – ìàññà âñåõ 

âòóëîê íà âàëó; m
êîë

 – ìàññà âñåõ ðàáî÷èõ êîëåñ; 
m

òð
 – ìàññà ó÷àñòêà òðóáû äëèíîé l

ñ
; m

âò.ò
 – ñóì-

ìàðíàÿ ìàññà âòóëîê íà òðóáå; m
í.à

 – ìàññà âñåõ 
íàïðàâëÿþùèõ àïïàðàòîâ. 
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Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà íóæíî çíàòü âåëè-
÷èíû è ðàñïðåäåëåíèå ïî âàëó âîçáóæäàþùèõ 
ñèë îò íåóðàâíîâåøåííîñòè ðàáî÷èõ êîëåñ. Ïî-
ñêîëüêó ìàññà êîëåñ ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò 
ìàññó âàëà, òî ñîîòâåòñòâóþùèìè âàëó ðàñïðå-
äåëåííûìè ñèëàìè íåóðàâíîâåøåííîñòè ìîæíî 
ïðåíåáðå÷ü è íàçíà÷èòü ÷èñëî n

ð
 ñå÷åíèé, ãäå 

ïðèëîæåíû ñèëû äèñáàëàíñà êîëåñ, è êîîðäèíà-
òû èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà âàëó. Ïðè ýòîì ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå n

ð
 ðàâíî ÷èñëó êîëåñ. 

Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàíû êîëåñî ñî øïîíî÷-
íûì ïàçîì è ïàðàìåòð åãî ëèíåéíîé íåóðàâíî-
âåøåííîñòè – âåêòîð-ýêñöåíòðèñèòåò e, õàðàê-
òåðèçóåìûé ìîäóëåì e è óãëîì ϕ .

Ïðîåêöèè  è  ñèëû èíåðöèè îò íåó-
ðàâíîâåøåííîñòè êîëåñ â ñå÷åíèè ñ íîìåðîì α 

ðîòîðà íà îñè 1x  è 2x  ðàâíû [4]:

           
         (2)

                   
          (3)

ãäå m(α) – ìàññà ó÷àñòêà âàëà; e
1

(α), e
2

(α) – ñîñòàâ-
ëÿþùèå ýêñöåíòðèñèòåòà; ω – ÷àñòîòà âðàùå-
íèÿ âàëà; F

1
(α)=F

4
(α), F

2
(α)=–F

3
(α) – ïðîåêöèè ñèëû 

èíåðöèè îò íåóðàâíîâåøåííîñòè â ñå÷åíèè 
ñ íîìåðîì α ðîòîðà íà ïîäâèæíûå îñè 1x ′ è 2x ′.

Îïîðàìè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ÿâëÿ-
þòñÿ êàê ïîäøèïíèêè, òàê è âòóëêè ðàáî÷èõ 
êîëåñ, êîòîðûå ðàñïîëàãàþòñÿ âíóòðè íàïðàâ-
ëÿþùèõ àïïàðàòîâ. Äîïîëíèòåëüíûå äèíàìè-
÷åñêèå ðåàêöèè ñî ñòîðîíû ìàñëÿíîãî (íåôòÿ-
íîãî) ñëîÿ â êàæäîé òàêîé îïîðå, âîçíèêàþùèå 
ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè öàïôû ïîäøèïíèêà èëè 
âòóëêè ðàáî÷åãî êîëåñà îò ðàâíîâåñíîãî ïîëî-
æåíèÿ, îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç äèíàìè÷åñêèå êî-
ýôôèöèåíòû ñëîÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

                    ;             (4)

        C(M) = 11 12

21 22

,
c c
c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  B(M) = 11 12

21 22

b b
b b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (5)

Çäåñü q, w, w�  – âåêòîðû âòîðîãî ïðÿäêà: 
q – ñèëà (ðåàêöèÿ) ìàñëÿíîãî (íåôòÿíîãî) ñëîÿ; 
w – âåêòîð ñìåùåíèÿ öàïôû ïîäøèïíèêà èëè 
âòóëêè ðàáî÷åãî êîëåñà îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñ-
íîãî ïîëîæåíèÿ; w�

 
– âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùåé 

ñêîðîñòè; C(M) – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ æåñò-
êîñòè;

 
B(M) – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äåìïôè-

ðîâàíèÿ. C(M) è B(M) – ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿä-
êà, çàâèñÿùèå îò êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ 
è ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ðîòîðà (íàçûâàåìûå ìà-
òðèöàìè äèíàìè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ìàñëÿ-
íîãî ñëîÿ) [4]. 

Âîçìóùàþùèå ñèëû îò íåóðàâíîâåøåííîñòè 
ðàáî÷èõ êîëåñ ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíê-
öèÿìè ñ ÷àñòîòîé âðàùåíèÿ ω. Â ïðåäïîëîæå-
íèè î ëèíåéíîñòè ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð» q, w 
è ñìåùåíèÿ ñòàòîðà w

0
 òàêæå áóäóò ãàðìîíè÷å-

ñêèìè ôóíêöèÿìè òîé æå ÷àñòîòû.
Òîãäà ñîñòàâëÿþùèå ñìåùåíèÿ âàëà w(β) 

â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè β è ñìåùåíèÿ w
0

(γ) 
öåíòðà ðàñòî÷êè ïîäøèïíèêà èëè ñðåäíåãî ñå-
÷åíèÿ γ (ïðèíÿòîãî çà îïîðó) ó÷àñòêà ñòàòîðà 
ñ íàïðàâëÿþùèìè àïïàðàòàìè â ïðîåêöèÿõ íà 
íåïîäâèæíûå îñè x

1
 è x

2
 çàïèøóòñÿ â âèäå [4]:

            
          (6)

            
          (7)

Â ñîîòíîøåíèÿõ (6) è (7)  ,…, , ,…, 
 – ïðîåêöèè âåêòîðîâ w(β) è  íà ïîäâèæ-

íûå îñè 1x ′  è 2x ′ .
Ñîñòàâëÿþùèå ðåàêöèè q(ς) â ïðîèçâîëüíîé 

îïîðå ς, ò. å. óñèëèÿ äåéñòâóþùåãî íà öàïôó 
ïîäøèïíèêà èëè öåíòð îäíîãî èç ó÷àñòêîâ 
ðîòîðà è ñòàòîðà òàêæå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëå-
íû â âèäå:

Ðèñ. 3. Ñõåìà ðàáî÷åãî êîëåñà ñî øïîíî÷íûì 
ïàçîì è íåóðàâíîâåøåííîñòüþ: e

1
, e

2
 – ïðîåêöèè 

âåêòîðà-ýêñöåíòðèñèòåòà e íà ïîäâèæíûå îñè 
êîîðäèíàò x

1
’ è x

2
’ , ñâÿçàííûå ñ êîëåñîì 

(x
1
’ – â ïëîñêîñòè øïîíî÷íîãî ïàçà, 
x

2
’ – ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé); 

x
1
 è x

2
 
 
– íåïîäâèæíûå îñè êîîðäèíàò 
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        (8)

ãäå Q
1

(ς),…, Q
4

(ς) – ïðîåêöèè âåêòîðà q(ς) íà ïîä-
âèæíûå îñè 1x ′  è 2x ′ .

Ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí W
i
(k) (i=1, 2, 3, 4; 

k=1, 2,…, n
îï

; n
îï 

– ÷èñëî îïîð) îáðàçóåò âåêòîð 
ñìåùåíèé âàëà W. Àíàëîãè÷íî îáðàçóþòñÿ 
âåêòîðû W

0
 ñìåùåíèé ñòàòîðà è Q îïîðíûõ ðå-

àêöèé. Ðàçìåðíîñòè âåêòîðîâ W, W
0
, Q ðàâíû 

4n
îï

. Âåêòîð F ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì â ñå÷åíèÿõ 
α  ( α =1,…, n

p
 ) è èìååò ðàçìåðíîñòü 4n

p
, ãäå 

n
p
 – ÷èñëî ñå÷åíèé ñ ó÷èòûâàåìûìè íåóðàâíî-

âåøåííîñòÿìè. Âñå ýòè âåêòîðû ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

              

                  

 

             (9)
Âåêòîðû W, W

0
, Q íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, 

à çàâèñÿò îò ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ðîòîðà ω è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ íåóðàâíîâåøåííîñòåé ïî äëèíå 
âàëà.

Äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 
ïîäñèñòåì 
Êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì çàäàåòñÿ äèíàìè÷åñêîé 

õàðàêòåðèñòèêîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ëè-

íåéíîå ìàòðè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äèíàìè-
÷åñêèìè è êèíåìàòè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Ìà-
òðèöû ñâÿçè ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ 
ïîäñèñòåì. 

Õàðàêòåðèñòèêà ïîäñèñòåìû «âàëîïðîâîä 
(ðîòîð)» ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

                          W=VQ+UF.                      (10)
Çäåñü ìàòðèöû V  è U  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 

äèíàìè÷åñêèå ïîäàòëèâîñòè â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ òî÷êàõ ðîòîðà îò äèíàìè÷åñêèõ óñèëèé, 
ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ îïîð ( V ), è äèíàìè÷å-
ñêèõ óñèëèé îò íåóðàâíîâåøåííîñòåé â ìåñòàõ 
èõ ðàñïîëîæåíèÿ ( U ). 

Õàðàêòåðèñòèêà ïîäñèñòåìû «ñòàòîð–
ôóíäàìåíò» îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

                            W
0
 = – ΔQ ,                    (11)

ãäå Δ – ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòåé äëÿ ñòàòîðà.
Õàðàêòåðèñòèêó ïîäñèñòåìû «ñîâîêóïíîñòü 

ìàñëÿíûõ (íåôòÿíûõ) ñëîåâ» ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü âûðàæåíèåì:

                        Q= – K(W – W
0
) ,              (12)

ãäå K – êâàçèäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåí-
íàÿ èç ïîäìàòðèö C(M) è B(M) (4) .

Äëÿ ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð», èìåþùåé n
îï

 
îïîð è n

p
 òî÷åê ïðèëîæåíèÿ íåóðàâíîâåøåí-

íîñòåé, ïîðÿäîê êâàäðàòíûõ ìàòðèö V , K è Δ 
ðàâåí 4n

îï
, à ìàòðèöà U – ïðÿìîóãîëüíàÿ, èìåþ-

ùàÿ 4n
îï

 ñòðîê è 4n
p
 ñòîëáöîâ: 

     
;

      

,

    (13)

      V(i,j)=U(i,j)= ; A=  

                       D=                 (14)

ãäå V(i,j) (i=1,..., n
oï
; j=1,..., n

oï
) – ìàòðèöû 4-ãî 

ïîðÿäêà, ñâÿçûâàþùèå äèíàìè÷åñêîå ñìåùå-
íèå ðîòîðà â ñå÷åíèè i ñ ãàðìîíè÷åñêîé ñèëîé, 
ïðèëîæåííîé â ñå÷åíèè j (i, j – íîìåðà îïîð); 
U(i,j) (i=1,..., n

oï
; j=1,..., n

ð
) – ìàòðèöû 4-ãî ïîðÿä-
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êà, ñâÿçûâàþùèå äèíàìè÷åñêîå ñìåùåíèå 
ðîòîðà â ñå÷åíèè i ñ ãàðìîíè÷åñêîé ñèëîé èíåð-
öèè, âûçûâàåìîé ñîñðåäîòî÷åííîé íåóðàâíîâå-
øåííîñòüþ â ñå÷åíèè j; A è D – ìàòðèöû âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.

Ìàòðèöû K è Δ èìåþò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, 
÷òî è ìàòðèöà V (13). Èõ ïîäìàòðèöû K(i,j) è Δ(i,j) 

ïî ñòðóêòóðå òàêèå æå, êàê (14). Òàê, ïîäìàòðè-
öà K(i,j) ðàâíà: 

     
  ïðè i=j;      (15)

                         ïðè i ≠ j.
Îïîðíûå ðåàêöèè â ñèñòåìå «ðîòîð–ñòàòîð» 

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (12):
                     Q= – (V+K–1+Δ)–1UF.            (16)
Ñìåùåíèÿ ïîäñèñòåì «âàëîïðîâîä» è «ñòà-

òîð–ôóíäàìåíò» ïîëó÷àþò ïîäñòàíîâêîé (16) 
â ñîîòíîøåíèÿ (10) è (11).

Îïðåäåëåíèå ìàòðèö ñâÿçè 
ïîäñèñòåì
Ìàòðèöû ñâÿçè â ñîîòíîøåíèÿõ (10)–(12) 

ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ ïîäñèñòåì, 
ïîýòîìó äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî 
ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèòü ìàòðèöû ïîäàòëè-
âîñòåé V, U è Δ.

Â ïðîåêöèÿõ íà îñè õ
1
 è õ

2
 óðàâíåíèÿ êîëåáà-

íèé ðîòîðà èìåþò âèä:

 

                                    (17)

D EJ= .
Çäåñü D – æåñòêîñòü ñå÷åíèÿ âàëà ïðè èçãèáå 

(E – ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, J – ìîìåíò 
èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ); h – êîýôôè-
öèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ; w

1
, w

2
 – ñîñòàâëÿþùèå 

ïðîãèáà;  – ñîñòàâëÿþùèå 
ñèë äèñáàëàíñà è îïîðíûõ ðåàêöèé â ñå÷åíèè 
èëè îïîðå ñ íîìåðîì k, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè 
(2),(3) è (8) ñîîòâåòñòâåííî; ( )kz zδ − – ôóíêöèÿ 
Äèðàêà; kz  – îñåâàÿ êîîðäèíàòà òî÷êè ïðèëî-
æåíèÿ ñèëû íåóðàâíîâåøåííîñòè èëè ðåàêöèè 
îïîðû ñ íîìåðîì k; ñèìâîëîì « » îáîçíà÷åíà 
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî îñåâîé êîîðäèíàòå z.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö U è V â ñèëó ëè-
íåéíîñòè è íåñâÿçàííîñòè ñèñòåìû (17) íóæíî 
íàéòè åå ðåøåíèå ñ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, äëÿ ïîëó-

÷åíèÿ êîòîðûõ â ïðåäñòàâëåíèÿõ (2) è (8) ñëåäó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëîæèòü:

              ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 1k k k kF F F F= = = = ;    

               
( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 1,k k k kQ Q Q Q= = = =

ãäå k – íîìåð êîîðäèíàòû òî÷êè ïðèëîæåíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé åäèíè÷íîé (áåçðàçìåðíîé) 
ñèëû äèñáàëàíñà äëÿ ìàòðèöû U (k = 1,…, n

p
) 

èëè ðåàêöèè îïîðû äëÿ ìàòðèöû V (k = 1,…, n
îï

) 
ñîîòâåòñòâåííî. 

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äëÿ êàæäîé 
èç ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðà w äâóõ íåñâÿçàííûõ 
óðàâíåíèé âèäà: 

( ) 2 ( )cos

( ) 2 ( )sin ,
p p

p p

l l l k

l l l k

Dw h w w z z t
Dw h w w z z t

′′ ′′ + ν + ν = δ − ω

′′ ′′ + ν + ν = δ − ω

� ��
� ��

;
  (18)

ãäå l= 1, 2 – íîìåð îñè êîîðäèíàò.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (18) äëÿ  

w
l
 â âèäå ðÿäà ïî ôîðìàì ñîáñòâåííûõ êîëå-

áàíèé îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ ( )mX z  (m=1,…,∞ ). Âèä ôóíêöèé ( )mX z  
çàâèñèò îò êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñïîñîáîì çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíÿ 
íà ñòåíäå. Ñ÷èòàÿ ýòè ôóíêöèè èçâåñòíûìè [6] 
è îäèíàêîâûìè äëÿ w

1 
è w

2 
â ñèëó îñåâîé ñèììå-

òðèè ñèñòåìû, çàïèøåì: 

              

( ) ( )

1
( , ) ( ) ( )c c

l m m
m

w z t H t X z
∞

=
= ∑ ;

              

( ) ( )

1
( , ) ( ) ( ),s s

l m m
m

w z t H t X z
∞

=
= ∑

     
     (19)

ãäå ( ) ( )c
mH t  è ( ) ( )s

mH t  – ôóíêöèè, çàâèñÿùèå 
òîëüêî îò âðåìåíè.

Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèÿ (19) â óðàâíå-
íèÿ (18), ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ãëàâíûõ 
ôîðì âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå  
[4], ãäå mp – ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé 
ðîòîðà. Çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå âû-
ðàæåíèÿ ïî äëèíå ðîòîðà, óìíîæèâ ïðåäâàðè-
òåëüíî êàæäîå èç íèõ íà Õ

n
(z). Â ñèëó îðòîãî-

íàëüíîñòè ãëàâíûõ ôîðì êîëåáàíèé ïîëó÷èì 
óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé H

m
(ñ)(t) 

è H
m

(s)(t) (çàìåíÿÿ â ðåçóëüòàòå èíäåêñ n íà m) 
è íàéäåì èõ ðåøåíèÿ: 

    

( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 cos ,

2 sin ,

c c c k
m m m m m

s s s k
m m m m m

H hH p H q t
H hH p H q t

+ + = ω

+ + = ω

�� �
�� �      (20)

           

( )
( )

2( ) cos( )
k

c m
m m m

m

qH t t
p

= λ ω − γ ;

           

( )
( )

2( ) sin( )
k

s m
m m m

m

qH t t
p

= λ ω − γ ;  
   

    

 (21)

    
  

    

( ) 2

0
( ) ( )p

l
k

m m k mq X z X z dz⎡ ⎤= ν ∫⎢ ⎥⎣ ⎦
;  

  
    (22)
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              .            (23)

Ñîñòàâëÿþùèå ïðîãèáà ðîòîðà â ñå÷åíèè 
z=z

i
 îò åäèíè÷íîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â ñå÷å-

íèè z=z
k
, îïðåäåëÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (19):

       

( ) ( , )

1
( , ) cos(c i k

l i m
m

w z t G t
∞

=
= ω − γ∑ m

); 

         ( ) ( , )

1
( , ) sin( )s i k

l i m m
m

w z t G t
∞

=
= ω − γ∑ ;        (24)

                 
( )

( , )
2 ( ).
k

i k m
m m m i

m

qG X z
p

= λ             

Âåêòîð ïðîãèáà W(i) ðîòîðà â ñå÷åíèè z=z
i
 îò 

ñèë íåóðàâíîâåøåííîñòè, äåéñòâóþùèõ â ñå÷å-
íèè z=z

k
, íàéäåì èç ñîîòíîøåíèÿ (10): 

                          W(i)=U(i,k)F(k),                     (25)

ãäå W(i) =( , …, ) è F(k) =( , …, ) – âåêòî-
ðû è èõ êîìïîíåíòû â ïðåäñòàâëåíèÿõ (6) è (7), 
(2) è (3). 

Èç óðàâíåíèÿ (25) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé 
(2), (5), (23) è (24), ñîáèðàÿ ÷ëåíû ïðè cos tω  è 
sin tω , ïîëó÷èì äëÿ 1( )iw z è w

2
(z

i
): 

     
   (26)

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1
cos , sin .i k i k i k i k

m m m m
m m

C G S G
∞ ∞

= =
= γ = γ∑ ∑ (27)

Íàêîíåö, èç ñîïîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé (5), 
(25) è (26) îïðåäåëèì ìàòðèöó ïîäàòëèâîñòåé:

    U(i,k) =

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0 0
0 0

0 0
0 0

i k i k

i k i k

i k i k

i k i k

C S
C S

S C
S C

⎡ ⎤−
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (28)

Èç (28) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà U(i,k) èìååò 
òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó. Èç ñðàâíåíèÿ 
(11) è (28) íàéäåì: 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0 0
,

0 0

i k i k

i k i k

C S
C S

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
A D .  (29)

Ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòåé V(i,k) èìååò òó æå 
ñòðóêòóðó, ÷òî è ìàòðèöà U(i,k) , à åå êîìïîíåíòû 
îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (27), íî êîîðäèíàòû  
z = z

k
 ïðèëîæåíèÿ ñèë Q, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäóò 

äðóãèìè. Ìàòðèöà ïîäàòëèâîñòåé Δ(i,k) ñòàòîðà 
ïî âèäó òîæå èäåíòè÷íà (28), è åå ýëåìåíòû Ñ(i,k) 
è S(i,k) òàêæå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãëàâíûå ôîðìû 
êîëåáàíèé ñòàòîðà (ñîâïàäàþùèå ñ Õ

n
(z)) ïî 

ôîðìóëàì (27). Îäíàêî çíà÷åíèÿ Ñ(i,k) è S(i,k) äëÿ 
ìàòðèöû Δ(i,k) áóäóò èíûìè, ÷åì äëÿ U(i,k) è V(i,k) 
çà ñ÷åò îòëè÷èÿ êîýôôèöèåíòîâ ( )k

mq , mλ  è mγ  
ñòàòîðà è ðîòîðà (23) âñëåäñòâèå íåñîâïàäåíèÿ 
èõ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è êîýôôèöèåí-
òîâ äåìïôèðîâàíèÿ. Êîîðäèíàòû ïðèëîæåíèÿ 
ðåàêöèé Q äëÿ ñòàòîðà è ðîòîðà ñîâïàäàþò, íî 
ñàìè ðåàêöèè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Ïðèìåð ðàñ÷åòà âèáðàöèîííûõ 
õàðàêòåðèñòèê ñåêöèè ÝÖÍ
Â ðàáîòå [2] èçìåðåíû òðè ïåðâûå ñîáñòâåí-

íûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñåêöèè íàñîñà ñ ïÿòüþ 
ïðîìåæóòî÷íûìè îïîðíûìè ïîäøèïíèêàìè, 
ïîëó÷åííûå ìåòîäîì èìïóëüñíîãî âîçáóæäå-
íèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âåðòèêàëüíî 
âûâåøåííîãî íàñîñà (òàáë. 1). Äîñòàòî÷íî âû-
ñîêàÿ òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
áûëà îáåñïå÷åíà ïðèìåíåíèåì àêñåëåðîìåòðîâ 
ôèðì «Áðþëü è Êüåð» è RFT òèïîâ 4332, 4333, 
ÊÄ-35, ÊÄ-39. 

Ñîïîñòàâèì ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå 
ñ òåîðåòè÷åñêèìè îòíîøåíèÿìè â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî âåðòèêàëüíî âûâåøåííàÿ ñåêöèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ êàê ñòåðæåíü ïîñòîÿííîé æåñò-
êîñòè è ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ñî 
ñâîáîäíûìè êîíöàìè. Çàïèøåì òåîðåòè÷åñêîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÷àñòîò ïîïåðå÷íûõ êîëåáà-
íèé ñòåðæíÿ (ñì., íàïðèìåð [5]) â âèäå: 

2

2 ,
2

k
k

af i
lπ

ξ
= ⋅  ,  ,    (30)

ãäå kf  – k -ÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ñòåðæíÿ, Ãö; 

Òàáëèöà 1
Çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñåêöèè

×àñòîòû è èõ îòíîøåíèÿ f
1
, Ãö f

2
, Ãö f

3
, Ãö f

3
 /f

2
 / f

1

Ýêñïåðèìåíò 27,48 79,42 154,66 5,628 : 2,890 :1 *

Ðàñ÷åò 27,48 75,76 148,50 5,404 : 2,757 :1 **

* Îòíîøåíèå èçìåðåííûõ ÷àñòîò ñåêöèè, âû÷èñëåííîå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.
** Îòíîøåíèå ðàñ÷åòíûõ ÷àñòîò ñåêöèè, ïîëó÷åííûõ ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå.
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ξ
k
 – k -é êîðåíü ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ; l  – äëèíà 

ñòåðæíÿ; a – ñêîðîñòü çâóêà â ìàòåðèàëå; E – ìî-
äóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ; ρ – ïëîòíîñòü 
ìàòåðèàëà; J, i, F

c 
– ìîìåíò èíåðöèè, ðàäèóñ èíåð-

öèè è ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.
Â ôîðìóëàõ (30) íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ îäèí 

ïàðàìåòð – ïðèâåäåííûé ðàäèóñ èíåðöèè ñå-
÷åíèÿ i. Âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå òåîðåòè÷åñêè 
âåñüìà ñëîæíî (åñëè íè íåâîçìîæíî), òàê êàê 
îí õàðàêòåðèçóåò ïðèâåäåííîå ñå÷åíèå ñòåðæ-
íÿ, ïîëó÷åííîå ïóòåì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïî äëèíå ìàññ âñåõ êîëåñ, íàïðàâëÿþùèõ 
àïïàðàòîâ è ñîåäèíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåð-
æàùèõñÿ â ñåêöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëèì 
åãî çíà÷åíèå èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Çíà÷åíèÿ ξ
k
 â ôîðìóëå (30) äëÿ ñòåðæíÿ 

ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè [6] ðàâíû: ξ
1
 = 4,7300; 

ξ
2
 = 7,8532; ξ

3 
= 10,9960. Ïîñêîëüêó ðàñ÷åòíûå 

âåëè÷èíû kf  ïðîïîðöèîíàëüíû ξ
k
2  , òî èõ îòíî-

øåíèÿ 2 2 2
3 2 1 3 2 1/ / / /f f f = ξ ξ ξ  = 5,404 : 2,757 : 1 

èìåþò çíà÷åíèÿ, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûì (ñì. òàáë. 1). Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòü 
îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êàê äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ñåêöèÿ íàñîñà â ñáîðêå (ðîòîð è ñòàòîð) 
äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ñõåìàòèçèðîâàíà 
ñòåðæíåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî îöå-
íèòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé íàñîñíîé 
ñåêöèè ïî ñòåðæíåâîé òåîðèè (ôîðìóëà (30). 
Ïðèíÿâ ýòî äîïóùåíèå, ðàññ÷èòàåì ïðèâåäåí-
íûé ðàäèóñ èíåðöèè ñå÷åíèÿ íàñîñíîé ñåêöèè 
i
ïð

 èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ ïåðâîé ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé è ðàñ÷åòíîé ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëå-
áàíèé: 

                   f
1

Ý =
2
1

22
a
l

ξ
⋅

π
i
ïð

 .               (31)

Ïîëàãàÿ äëÿ ñòàëè a=5064 ì/ñ; l=3,45 ì; 
ξ

1
 =4,73; f

1
Ý=27,48 Ãö, èç (31) íàéäåì i

ïð
= 0,1814.

Зная корни частотного уравнения для стерж-
ня со свободными концами, подставим най-

денную из соотношения (31) величину i=iпр 

в формулу (30) и рассчитаем значения второй 
и третьей частот секций по стержневой модели. 
Соответствующие значения частот приведены 
во второй строке табл. 1. 

Çíàÿ i
ïð
, ïî ôîðìóëå (30) ìîæíî îöåíèòü 

ñïåêòð ÷àñòîò ñåêöèè äëÿ ëþáûõ âàðèàíòîâ åå 
êðåïëåíèÿ íà ñòåíäå (ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ 
ñòåðæíÿ), îïðåäåëèâ êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî 
÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ ξ

k
 ( 1, 2,..., )k = ∞ . 

Â êà÷åñòâå îáúåêòà äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðàñ-
÷åòà ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð» âîçüìåì ñåêöèþ 
ÝÖÍ òèïà ÄÂÑ5-50 äëèíîé 3 ì ñ 96 ðàáî÷èìè 
êîëåñàìè, ïîñàæåííûìè íà âàë äèàìåòðîì 21 ìì, 
ïðè åå ãîðèçîíòàëüíîé óñòàíîâêå íà ñòåíäå 
è çàêðåïëåíèè íà îäíîì êîíöå õîìóòîì, à íà 
äðóãîì – ìóôòîé.

Ïðîâåäåííûå âûøå ðàñ÷åòû ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò îáîñíîâûâàþò ïðàâîìåðíîñòü èñïîëü-
çîâàíèÿ áàëî÷íîé ìîäåëè äàæå äëÿ ñåêöèè 
â ñáîðêå. Èñïîëüçóåì òåïåðü áàëî÷íóþ ñõåìà-
òèçàöèþ äëÿ ðàñ÷åòà ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð», 
ñ÷èòàÿ ðîòîð è ñòàòîð îäíîðîäíûìè áàëêàìè 
ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ, ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé 
÷åðåç ìàñëÿíûå ñëîè ïîäøèïíèêîâ è íàïðàâëÿþ-
ùèõ àïïàðàòîâ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ÷èòàåì ñî-
îòâåòñòâóþùèìè óñòàíîâêå íåïîäâèæíîãî è ïîä-
âèæíîãî øàðíèðîâ íà êîíöàõ áàëîê (ðèñ. 4). 

Ïîãîííûå ìàññû ñòàòîðà è ðîòîðà ïðèíè-
ìàåì ν

ñ
 = 31 êã/ì è ν

ð
 = 8 êã/ì, ÷àñòîòó âðà-

ùåíèÿ âàëà ñ÷èòàåì ñòàíäàðòíîé è ðàâíîé 
50 ñ-1. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè 
è äåìïôèðîâàíèÿ âñåõ îïîð, ðàññ÷èòàííûå ïî 
ìåòîäèêå [4] è ïðåäïîëàãàâøèåñÿ îäèíàêîâûìè 
äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ äàííîãî òèïà, ïðèâåäåíû 
â òàáë. 2. 

Для расчета вынужденных колебаний секции 
под действием центробежных сил от дисбалан-
са колес необходимо задать значения эксцентри-

Òàáëèöà 2
 Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè è äåìïôèðîâàíèÿ â îïîðàõ 

  Êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè, Í/ì Êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ, Í ⋅ ñ/ì

ñ
11

ñ
12

c
21

c
22

b
11

b
12

b
21

b
22

1,62·10–6 0,58·10–6 –4,07·10–6 2,82·10–6 6,36·10–3 –7,59·10–3 –7,59·10–3 29,2·10–3

Ðèñ. 4. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñåêöèè ïðè åå óñòàíîâêå íà ñòåíäå
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ситетов для каждого из колес и значения углов 
отклонения вектора дисбаланса от какой-то оси, 
выбранной за начало отсчета (см. рис. 3). Со-
временные технологии позволяют измерить оба 
этих параметра.

Âî âçÿòîì ïðîèçâîëüíî ýêçåìïëÿðå ñåêöèè 
ðàñïðåäåëåíèå âäîëü îñè âàëà ýêñöåíòðèñè-
òåòîâ è óãëîâ îòêëîíåíèÿ âåêòîðà äèñáàëàíñà 
êîëåñ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Ïîýòîìó äëÿ çà-
äàíèÿ ýòèõ âåëè÷èí áûëè èñïîëüçîâàíû âûáî-
ðî÷íûå ðåàëèçàöèè èõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûå 
ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ìå-
òîäîì Ìîíòå-Êàðëî) ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 1), ïðåäñòàâëåííûå íà 
ðèñ. 5. Ïðîåêöèè âåêòîðîâ ýêñöåíòðèñèòåòîâ íà 
îñè 1x′  è 2x′  â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 3 ñîñòàâëÿþò
 e

1
= ecos ϕ è e

2
= esin ϕ. 

Íà ðèñóíêå 6 ïðèâåäåíû àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé ðîòîðà (ðèñ. 6, à) è ñòàòîðà (ðèñ. 6, á) 
â äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, ðàññ÷èòàí-
íûå ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå äëÿ âûáîðî÷íîé 

ðåàëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ êîëåñ 
âäîëü îñè âàëà, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5. 

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò 
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

Àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðîòîðà ñóùåñòâåí-
íî ïðåâûøàþò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñòàòîðà, 
÷òî âïîëíå îáúÿñíÿåòñÿ êîíñòðóêöèåé ñåêöèè 
(æåñòêîñòü ðîòîðà ñóùåñòâåííî ìåíüøå æåñò-
êîñòè ñòàòîðà). Îäíàêî âåëè÷èíà ýòèõ àìïëèòóä 
íà ïîðÿäîê ìåíüøå âåëè÷èíû çàçîðîâ ìåæäó 
ñòàòîðîì è ðîòîðîì – îêîëî 0,1 ìì.

Âëèÿíèå äåìïôèðîâàíèÿ íà ðàáî÷åé ÷àñòîòå 
íåñóùåñòâåííî, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòàòî÷-
íî õîðîøåé îòñòðîéêå ñèñòåìû îò ðåçîíàíñà.

Íàáëþäàþùèéñÿ ìèíèìóì àìïëèòóä â ñå-
ðåäèíå ïðîëåòà ñêîðåå âñåãî îáúÿñíÿåòñÿ ïî-
ëó÷åííûì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðåäåëåíèåì 
äèñáàëàíñîâ êîëåñ ïî óãëó ϕ â ýòîé ÷àñòè ðîòîðà 
(ñì. ðèñ. 5, á), ïðè êîòîðîì âåêòîðû äèñáàëàí-
ñîâ íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû 
è óðàâíîâåøèâàþò äðóã äðóãà. 

Ðèñ. 5. Ýêñöåñòðèñèòåòû â ðàáî÷èõ êîëåñàõ n
ê
 (à) è óãëû îòêëîíåíèÿ âåêòîðà 

äèñáàëàíñà êîëåñ (á) äëÿ ñåêöèè ÝÖÍ

à

á
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Ðèñ. 6. Àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðîòîðà A
p
 (à) è ñòàòîðà A

c
 (á) ñåêöèè ÝÖÍ (l

p 
= l

c 
= 3 ì):

1 – ïðè h
p
 = h

c 
= 0; 2 – ïðè h

p
 = h

c 
= 14 1/c

à

á
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Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà êîëåáà-

íèé ñèñòåìû «ðîòîð–ñòàòîð», îñíîâàííàÿ íà 
ïðåäñòàâëåíèè ïîäñèñòåì «ðîòîð» è «ñòàòîð» 
áàëêàìè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè ñ ïðèâåäåííû-
ìè èíåðöèîííûìè è æåñòêîñòíûìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè, ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü âèáðàöèîííûå 
õàðàêòåðèñòèêè êîíñòðóêöèè äëÿ ëþáîãî çà-
äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ íåóðàâíîâå-
øåííîñòè ðàáî÷èõ êîëåñ âäîëü îñè ðîòîðà.

Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ 
çàäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñáàëàíñîâ âäîëü îñè 
âàëà (âñëåäñòâèå íåîïðåäåëåííîñòè â ðàñïîëî-
æåíèè íåóðàâíîâåøåííîñòåé íà âàëó â êàæäîì 
îáúåêòå) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè äëÿ «ìîäåëüíîé» ñåðèè îáúåê-
òîâ è ïîëó÷èòü ïðåäñòàâèòåëüíóþ âûáîðêó èõ 
ðåàëèçàöèé, ïðèãîäíóþ äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà 
ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõî-
äà. Äàííûå àíàëèçà «ìîäåëüíîé» ñåðèè ìîãóò 
áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ôîðìóëèðîâêè äîñòî-
âåðíûõ ðåêîìåíäàöèé ïî âíåñåíèþ òåõíîëîãè-
÷åñêèõ è êîíñòðóêòèâíûõ èçìåíåíèé â ñåêöèþ 
ÝÖÍ ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ åå âèáðîàêòèâíîñòè. 

Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà òàêæå ìîæåò áûòü 
èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê âàëîïðîâîäîâ â ëþáûõ òóðáîìàøèíàõ 
ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ñòàòîðà.
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