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ÓÄÊ 621.833   

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÂÎËÍÎÂÎÉ ÇÓÁ×ÀÒÎÉ 
ÏÅÐÅÄÀ×È Ñ ÄÈÑÊÎÂÛÌ ÃÅÍÅÐÀÒÎÐÎÌ ÂÎËÍ 

Ñ.Å. Ëþìèíàðñêèé,  È.Å. Ëþìèíàðñêèé

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âîëíîâîé 
çóá÷àòîé ïåðåäà÷è  äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ âîë-
íîâîé ïåðåäà÷è ñ äèñêîâûì ãåíåðàòîðîì âîëí. Ðàñ÷åò îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè 
ìåòîäà Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà. Èññëåäîâàíî èçìåíåíèå ôîðìû  ãèáêîãî è æåñòêîãî 
êîëåñ ïðè óâåëè÷åíèè íàãðóçêè âîëíîâîé çóá÷àòîé ïåðåäà÷è.  ×èñëåííûìè 
èññëåäîâàíèÿìè  ïîäòâåðæäåíà àäåêâàòíîñòü ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé 
ìîäåëè.  

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâàÿ ïåðåäà÷à, ãèáêîå êîëåñî, æåñòêîå êîëåñî, ãåíåðàòîð 
âîëí.

Ââåäåíèå
Â áîëüøèíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 

âîëíîâûõ çóá÷àòûõ  ïåðåäà÷ (ÂÇÏ) [1–3] âñå 
ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ýëåìåíòû ýòèõ ïåðåäà÷, 
ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîé ðàñ÷åòíîé ïëîñêîñòè. Ïðè-
ìåíåíèå ïëîñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé  íå 
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâåííóþ äå-
ôîðìàöèþ ãèáêîãî êîëåñà è ðàñïðåäåëåíèå ñèë 
ïî äëèíå çóá÷àòîãî âåíöà.  Èñïîëüçîâàíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ìîäåëè ïîçâîëèò áîëåå òî÷íî 
îïðåäåëÿòü íàïðÿæåíèÿ â ãèáêîì êîëåñå è, ñëå-
äîâàòåëüíî, óòî÷íÿòü ðàñ÷åò íà äîëãîâå÷íîñòü.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ [1–3] ïîâåðõíîñò-
íûé êîíòàêò ìåæäó ýëåìåíòàìè ÂÇÏ çàìåíåí 
îäíîñòîðîííèì êîíòàêòîì â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. 
Òàêàÿ çàìåíà ìîæåò ïðèâåñòè ê íåîáîñíîâàííî-
ìó óâåëè÷åíèþ íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ, ðàñïîëî-
æåííûõ âáëèçè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé.

Â ðàáîòå [4] ïðåäëîæåíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ  
ìîäåëü îïðåäåëåíèÿ ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ýëåìåíòîâ  ÂÇÏ ñ êóëà÷êîâûì ãåíåðàòîðîì 
âîëí,  â êîòîðîé ïîâåðõíîñòíûå êîíòàêòû ýëå-
ìåíòîâ çàìåíÿþòñÿ ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè ñ 
êóñî÷íî-ëèíåéíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè. Ðàñ÷åò 
îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Áóáíîâà – Ãà-
ëåðêèíà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî 

â ðàáîòå [4] ìåòîäà äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâîé çóá-
÷àòîé ïåðåäà÷è ñ äèñêîâûì ãåíåðàòîðîì âîëí.  
Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ïðåäëîæåííîé 
ìîäåëè  ïðîâåäåíû ðàñ÷åòíûå èññëåäîâàíèÿ 
ïåðåäà÷è, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Ðåçóëüòàòû 
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïåðåäà-
÷è ïðèâåäåíû â ðàáîòå [5]. 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
В расчетной модели (см.  рис. 1) учитыва-

ются деформации гибкого колеса 1, жесткого 
колеса 2, дисков генератора волн 3; контакт-
ные деформации в подшипниках 4, изгибные 
деформации вала 5, на котором установлены 
диски. Диски и наружные кольца подшипников 
представляются едиными телами, которые са-
моустанавливаются под действием сил со сто-
роны гибкого колеса и со стороны тел качения 
подшипников. Далее диск с наружным кольцом 
подшипника будем называть диском. При опре-
делении перемещений точек дисков учитывает-
ся не только их деформация, но и их смещение 
как твердых тел. Векторы смещений дисков со-
держат по два элемента (поступательные сме-
щения вдоль осей x, y) ai=(aix, aiy)

т (i=2, 3).
Жесткое колесо и подшипники дисков 

установлены на валах, деформация которых 

Ðèñ. 1. Âîëíîâàÿ çóá÷àòàÿ ïåðåäà÷à

© Ñ.Å. Ëþìèíàðñêèé,  È.Å. Ëþìèíàðñêèé, 2012
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приводит к смещению  этого колеса и вну-
тренних колец подшипников.  Вектор смеще-
ния жесткого колеса содержит три элемента 
a1 ( )ϕ=

Ò

1 1 1, ,
zx ya a a т, а вектор смещения вну-

тренних колец подшипников – два элемента 
=4 4 4( , )x ya aa т.
Внутренние поверхности гибкого колеса 2S  

и 3S  взаимодействуют с наружными поверхно-
стями первого ′2S  и второго ′3S  дисков (см. рис. 
1). Эти поверхности разбиваются на прямоу-
гольные подобласти линиями, параллельными 
оси колеса, и окружностями, расположенными 
в поперечных сечениях гибкого колеса и диска. 
Каждому узлу сетки ставится в соответствие 
безразмерная функция Куранта ϕij  [6], которая 
представляет собой шестиугольную пирами-
ду с единичной высотой. В качестве базисных 
функций используются функции u , 
где ijS  – площадь основания пирамиды. Ба-
зисные функции uij представляют собой ше-
стиугольные пирамиды с единичным объемом 
(рис. 2, а) и имеют размерность −2ì . При одно-
мерной нумерации базисные функции uij обо-
значены uk.

Ðàñïðåäåëåííûå ïî ïîâåðõíîñòè ñèëû âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ãèáêîãî êîëåñà ñ ïåðâûì è âòîðûì 
äèñêàìè  ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

        
p

=
= ∑

2
(2)

1
k

k

N
P(2) uk, p

=
= ∑

3
(3)

1
k

k

N
P(3) uk,

где 2N , 3N  – количество узловых точек на на-
ружных поверхностях ′2S  и ′3S ; (2)

kP , (3)
kP  – ко-

эффициенты.
Распределение поверхностной силы (2)

kP uk  
имеет форму шестиугольной пирамиды. Коэф-
фициенты (2)

kP , (3)
kP  имеют размерность силы 

и равны значению соответствующей равно-
действующей рассматриваемой распределен-

ной силы. Векторы ( )( ) ( ) ( )
NP P=P K
2

2 2 2
1

Tò и 
( )T(3) (3) (3)

NP P=P K
31

ò далее будем называть 
векторами сил поверхностного взаимодействия 
гибкого колеса с дисками.

Гибкое колесо может взаимодействовать с 
жестким колесом по рабочим и нерабочим бо-
ковым поверхностям зубьев. Боковые поверх-
ности жесткого колеса обозначим S1 , гибкого 
колеса – S ′1 . В развертке на плоскость поверхно-
сти S1  и S ′1  представляют собой прямоугольники, 
одна сторона которых (высота зуба) в несколько 
десятков раз меньше другой (ширины зуба). Для 
таких поверхностей использование непосред-
ственно базисных функций uij является затруд-
нительным. Во-первых, при их использовании 
количество узловых точек будет очень большим 
(несколько десятков тысяч), во-вторых, коэффи-
циенты податливости гибкого колеса слабо изме-
няются по высоте зуба, поэтому матрица подат-
ливости ВЗП будет плохо обусловленной.  

Поверхности S1  и S ′1  разбиваются взаимно 
перпендикулярными линиями, образуя сетки.  
Линии первой группы параллельны оси колеса, 
линии второй группы расположены в попереч-
ных сечениях зубьев. Каждому поперечному 
сечению ставится в соответствие функция ju∗  
(рис. 2, б), которая равна линейной комбинации 
базисных функций uij [4]: 

                           

qN

j ij
i

u u∗
=

=

χ∑
2

1
ij ,

где ijχ  – безразмерные коэффициенты, характе-
ризующие распределение сил взаимодействия 
боковых поверхностей зубьев по их высоте; 

qN
2
– количество узлов сетки, расположенных в 

одном поперечном сечении. 
Суммирование выполняется по всем узлам, 

расположенным в одном поперечном сечении 
зуба. Функция ju∗  имеет размерность м–2, по-

Ðèñ. 2. Îáùèé âèä áàçèñíîé ôóíêöèè uij (à) è ôóíêöèè u  (á)
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верхностный интеграл от этой функции равен 
единице.  Коэффициенты ijχ  определяются ите-
рационным способом [4], в пределах одной ите-
рации коэффициенты ijχ  не изменяются.

Распределенная по боковым поверхностям 
зубьев сила p(1)  с использованием линейной 
комбинации функций ju∗  представляется в виде

                       

( )
j j

N
p P u

j
∗=

=
∑
1

1

1

(1) ,

где N1  – количество узловых точек на боковых 
поверхностях зубьев.

Узловые точки функции ju∗    расположены на 
продольной оси зуба ( q1  – на рис. 2, б). Каждая 
узловая точка соответствует поперечному сече-
нию зуба. 

Коэффициент 1
jP( )  равен модулю равнодей-

ствующей распределенной силы 1
jP( )

ju∗ , при-
ложенной к j-му поперечному сечению. Вектор 

( )1

T(1) (1) (1)
1 NP P=P K

ò далее будем называть 
вектором сил взаимодействия зубьев по боко-
вым поверхностям. 

Для составления разрешающей системы 
уравнений используем метод Бубнова – Га-
леркина. Уравнение взаимного непроникания  
поверхностей S1 , S ′1  скалярно умножается на 
функции ju∗ , а уравнения взаимного непроника-
ния поверхностей 2S  и 2S ′ , 3S  и 3S ′  – на функ-
ции uij [4]. После добавления к этим уравнениям 
уравнений равновесия незакрепленных элемен-
тов и неравенств, учитывающих односторонний 
характер взаимодействия, получим следующую 
систему уравнений: 

где  – векторы приведенных зазоров 
между поверхностями 1S и 1S′ ; 2S и 2S′ ; 3S и 3S′
соответственно [4];  – векторы зазоров 
между телами качения и поверхностями 4S  и 5S ;

 – векторы приведенных начальных 
зазоров между поверхностями 1S  и 1S′; 2S  и 2S′; 

3S и 3S′  соответственно, т.е. зазоров между не-
деформированными элементами передачи;

 – векторы начальных зазоров между 
телами качения и поверхностями 4S  и 5S ; 

(11) (12) (35), , ,D D D% % %K  – приведенные матрицы по-
датливости [4]; ( 42) ( 44) (53) (55), ,,D D D D  – матрицы 
податливости; (11) ( 22) (33) ( 42) ( 44) (53) ,, , , , ,G G G G G G% % %   
G(54) – матрицы, связывающие векторы зазо-
ров ,  с векторами смеще-
ний 1 2 3 4, , ,a a a a ; ( ) ( ),b kC C  – матрицы жест-
кости валов жесткого колеса и подшипников; 

jδ% – элементы векторов , ; 
(4)P  и (5)P  – векторы сосредоточенных сил 

взаимодействия по внутренним поверхностям 
первого и второго дисков с телами качения под-
шипников.

Ïîñëåäíèå ÷åòûðå ñòðîêè ñèñòåìû ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé â ñèñòåìå óðàâíåíèé (1) âûðà-
æàþò óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ æåñòêîãî êîëåñà, 
äâóõ äèñêîâ è âàëà, íà êîòîðîì îíè óñòàíîâëå-
íû. Íàïðèìåð, øåñòàÿ ñâåðõó ñòðîêà ñèñòåìû 
óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò òðåì óðàâíåíèÿì  ðàâ-
íîâåñèÿ æåñòêîãî êîëåñà: 

      ,  ,  ,

где BM   момент сопротивления, приложен-
ный к жесткому колесу.
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Матрица ( )bC  и вектор bB , расположенные в 
указанной строке, имеют следующий вид:

            

 

,  
0
0b

BM

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B ,

где C b – жесткость опоры жесткого колеса в на-
правлениях осей x и y.

Последние два неравенства и уравнение си-
стемы (1) выражают односторонний характер 
взаимодействия поверхностей. 

Рассмотрим определение векторов приведен-
ных начальных зазоров между гибким колесом 
и дисками , входящих в систему уравне-
ний (1). Зазоры между недеформированными 
телами далее будем называть  начальными за-
зорами. 

Представим функцию начальных зазоров в 
виде линейной комбинации базисных функций: 

                      
 
uk , 

где kS  – площадь поверхности, на которой 
функция uk отлична от нуля;  – начальные 
зазоры в узлах сетки между поверхностями 2S
и ′2S . 

Коэффициент 
3

kS  введен для того, чтобы ко-
эффициенты  были равны зазорам в узловых 
точках. На основании метода Бубнова – Галерки-
на функцию начальных зазоров скалярно умно-
жим на базисные функции ui, в результате чего 
получим формулу для определения приведен-
ных зазоров: 

                       ,          (2)

где   скалярное произведе-
ние базисных функций.   

Скалярное произведение (uk , ui) отлично от 
нуля только для соседних узлов, поэтому в фор-
муле (2) суммирование выполняется только для 
узлов, которые являются соседними с узлом, 
имеющим номер i. В процессе решения системы 
уравнений (1) коэффициенты (uk , ui) не изменя-
ются, поэтому их вычисляют только один раз. 

Аналогично определяют элементы вектора 
приведенных начальных зазоров  между по-
верхностями 3S и 3S ′ .

При определении вектора приведенных на-
чальных зазоров между боковыми поверхно-
стями зубьев 1S  и ′1S  функция начальных за-

зоров  скалярно умножается 

на функции ∗
lu  (см. рис. 2), после чего формула 

для определения приведенного начального 
зазора в произвольном l-м поперечном сечении 
примет вид   

 ,  (3)

где  – начальные зазоры в узлах сетки между 
боковыми поверхностями зубьев; ijS  – площадь 
поверхности, на которой функция iju  отлична от 
нуля.

В формуле (3) используется двойная нуме-
рация узлов исходной сетки. Суммирование 
по k выполняется для узлов, расположенных в 
одном поперечном сечении, суммирование по 
индексам i, j – для узлов, в которых скалярное 
произведение ( , )ij klu u  отлично от нуля.

Для определения элементов приведенной 
матрицы податливости % ( 22)D  к каждому узлу 
поверхностей 2S и ′2S  поочередно приклады-
ваются распределенные по поверхности силы 
p =

∗ ⋅(2)
l P ul  ( = 21, ;l N  

∗ = 1P ). Определим при-
ращения зазоров во всех узлах поверхностей 2S
и ′2S  (коэффициенты влияния) от действия этих 
единичных сил:

                      
2 2( ) ( )(22) S S

kl kl kld d d ′
= + ,

где 2( )S
kld , ′2( )S

kld – коэффициенты влияния поверх-
ностей 2S и ′2S , которые равны приращениям 
зазора в k-м узле от действия распределенной 
силы (2)

lp , приложенной к поверхностям 2S и 
′2S  соответственно.

При определении коэффициентов влияния 
любого элемента считали, что он не взаимодей-
ствует с другими элементами волновой пере-
дачи. Коэффициенты влияния гибкого колеса 

2( )S
kld  определяли с использованием линейной 

теории оболочек путем разложения решения в 
ряд Фурье и численного интегрирования полу-
ченных дифференциальных уравнений. Коэф-
фициенты ′2( )S

kld  вычисляли методом конечных 
элементов. При определении этих коэффициен-
тов предполагали, что диск испытывает плоское 
напряженное состояние. Коэффициенты влия-
ния в различных продольных сечениях считали 
одинаковыми. Расчеты выполняли с использова-
нием треугольных плоских конечных элементов. 
При расчете диск закрепляли таким образом, 
чтобы система была статически определимой.  
Тогда при действии на диск уравновешенной 
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системы сил реакции в связях будут равны нулю 
и, следовательно, не окажут влияния на дефор-
мацию диска.

Приведенный коэффициент влияния % (22)
ild  

(элемент матрицы % ( 22)D ) определяли по форму-
ле (2), в которой начальные зазоры  заменя-
ли коэффициентом (22)

kld . Аналогично определя-
ли элементы матрицы % ( 33)D .

Рассмотрим определение элементов матри-
цы % (11)D . В каждом поперечном сечении к бо-
ковым поверхностям зубьев 1S и ′1S  приклады-
ваются распределенные по поверхности силы 

∗=(1)
np P ∗

nu  ( ∗= =11, ; 1n N P ). Указанные рас-
пределенные силы направлены в сторону вну-
тренних нормалей к поверхностям. От действия 
этих сил определяют коэффициенты влияния  

( )ij nd . Для узлов сетки, в которых определяют 
перемещения, использовали двойную нумера-
цию. Непрерывная функция приращения зазо-
ров между поверхностями 1S и ′1S  от действия 
распределенной силы (1)

np  с использованием 
линейной комбинации базисных функций пред-
ставляется в виде 

                   
≈ ∑ (11)(11)

( )
,

n ij n
i j

d d
3
ij

ij

S
u .

Для определения приведенного коэффициен-
та влияния % (11)

lnd   функция (11)
nd скалярно умно-

жается на функцию ∗
lu , в результате чего коэф-

фициент % (11)
lnd   можно определить по формуле 

(3), в которой зазор δ(1)
0ij  необходимо заменить  

коэффициентом влияния (11)
( )ij nd .

Коэффициенты влияния (11)
( )ij nd  складываются 

из коэффициентов влияния поверхностей 1S и 
′1S :

           ′ ′
= + + +1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )(11)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
S S S S

ij n M ij n O ij n M ij n O ij nd d d d d ,      (4)
где n – номер узла, к которому приложена ба-
зисная функция ∗

nu  (используется одномерная 
нумерация узлов исходной сетки); i, j – номера 
узлов по длине 1( )q  и высоте 2( )q  зубьев (см. 
рис. 2) , в которых определяются перемещения 
(используется двойная нумерация узлов исхо-
дной сетки).

При определении коэффициентов влияния 
1( )
( )

S
M ij nd  зуб жесткого колеса закрепляется на 

жестком основании. К нему прикладывают-
ся   распределенные силы (1)

np . От действия 
этих сил определяются перемещения узловых 
точек зубьев жесткого колеса 1( )

( )
S

M ij nd , которые 
учитывают деформации зубьев [4]. Расчеты вы-
полняли методом конечных элементов с исполь-

зованием пространственных тетраэдральных 
элементов первого порядка. Аналогично вычис-
ляются коэффициенты влияния зубьев гибкого 
колеса ′1( )

( )
S

M ij nd .
При определении коэффициентов влияния 

жесткого колеса без учета зубьев 1( )
( )
S

O ij nd  его 
внутреннюю поверхность считали гладкой, т.е. 
предполагали малое влияние зубьев на дефор-
мацию жесткого колеса. К жесткому колесу 
прикладывали распределенные силы , 

, полученные при расчете деформации 
зубьев жесткого колеса (при определении 1( )

( )
S

M ij nd ).
Распределенные по поверхности силы ,  
представляют собой силы, которые действуют 
на зуб со стороны жесткого основания. Расчеты 
выполняли методом конечных элементов с ис-
пользованием кольцевых элементов [7].

Коэффициенты влияния гибкого колеса без 
учета зубьев ′1( )

( )
S

O ij nd  определяли аналогично. В 
отличие от жесткого колеса гибкое колесо заме-
няли ортотропной оболочкой с эквивалентными 
жесткостями в области зубчатого венца. Расчеты 
выполняли с использованием линейной теории 
оболочек.

Рассмотрим определение взаимной приве-
денной матрицы податливости % ( 21)D . К боковым 
поверхностям гибкого колеса ′1S  поочередно 
прикладывали единичные распределенные по 
поверхности силы (1)

np . От действия этих еди-
ничных сил определяли приращения зазоров в 
узловых точках поверхности 2S  (коэффициен-
ты влияния), которые обозначаются (21)

knd . При-
веденные коэффициенты влияния % (21)

ind  опреде-
ляли по формуле (2), в которой  заменяли 
величиной (21)

knd . 
Аналогично можно определить  элементы 

других взаимных приведенных матриц податли-
вости.

На рис. 3 представлена схема, поясняющая 
определение матрицы % ( 22)G . При смещении пер-
вого диска на вектор 2a  произвольная точка M 
получит смещение в направлении нормали vM:

                            = ⋅2 2 2Mg g a ,

где = − ψ − ψ2 ( cos , sin )M Mg .
В области определения базисной функции ku  

угол ψM  (см. рис. 3) изменяется незначительно. 
Следовательно, в указанной области его можно 
принять постоянным. Тогда для определения 
приведенных коэффициентов матрицы % ( 22)G  
интегрирование можно не проводить. Погреш-
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ность вычисления не превысит 0,5 %. С учетом 
сделанного замечания матрицу % ( 22)G  можно 
определить следующим образом:

           

⎛ ⎞− ψ − ψ
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− ψ − ψ⎝ ⎠

% K( 22)

2 2

1 1cos sin

cos cosN N

G  .

Аналогично можно определить матрицы 
% %(11) ( 33) ( 42) ( 44) (53) (54), , , , ,G G G G G G .

Для решения системы (1) можно использо-
вать методы расчета упругих систем, ограничен-
ных односторонними связями. При этом вместо 
зазоров в системе с односторонними связями  
используются приведенные зазоры, а вместо 
реакций в системе с односторонними связя-
ми – равнодействующие узловых распреде-
ленных по поверхности сил P (1)

j
∗
ju , P (2)

k ku , 
P (3)

kP ku . В данной работе использован метод вве-
дения восстанавливающих сил [8].

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
По предложенной методике проведен сило-

вой расчет волновой передачи, изображенной на 
рис. 1.  Эта передача спроектирована на кафедре 
ТММ МГТУ им. Н.Э. Баумана и имеет следую-
щие основные параметры: число зубьев гибкого 
колеса = 198gZ , число зубьев жесткого колеса 

= 200BZ , модуль зацепления m = 1 мм, тол-
щину обода гибкого колеса под зубчатым венцом 

1 0,9h =  мм, ширину зубчатого венца 20wb =  мм, 
длину оболочки гибкого колеса 210l =  мм, 
толщину оболочки гибкого колеса 3 0,8h =  мм, 
наружный диаметр дисков 189,45pD =  мм, 
толщину обода жесткого колеса под зубчатым 
венцом 2 12h =  мм. Зубья гибкого колеса наре-
заны в деформированном состоянии на дисках 
волнообразователя.

В работе [5] экспериментальным путем были 
определены радиальные отклонения ободов гиб-
кого и жесткого колес от начальных кривых при 
различных моментах, действующих на жесткое 
колесо BM . Отклонения определяли в торце-
вом сечении жесткого колеса A–A (см. рис. 1) со 
стороны, не соприкасающейся с диском. Под на-
чальными кривыми ободов гибкого и жесткого 
колес  понимаются кривые наружных поверхно-
стей этих колес при = 0BM . В работе [5] приве-
дены также осевые перемещения торца оболочки 
гибкого колеса в точке В (см. рис. 1).

 Для исключения влияния отверстий на 
дисках на результаты измерений в работе [5] 
радиальные отклонения ободов определяли 
методом обращенного движения. Для этого 
волнообразователь с помощью входного вала 
редуктора последовательно поворачивали на 

′°7 30  и закрепляли неподвижно. На валу жест-
кого колеса создавали крутящий момент BM . 
При этом радиальные отклонения обода жест-
кого колеса определяли всегда в одной и той же 
точке. Аналогично определяли радиальные от-
клонения обода гибкого колеса. 

Как показывают расчеты, изменение формы 
гибкого и жесткого колес при увеличении на-
грузки сильно  зависит от распределения 
сил, действующих на них. В связи с этим для 
подтверждения адекватности предложен-
ной математической модели силового расчета 
волновой передачи расчетным путем были опре-
делены радиальные отклонения ободов гибко-
го и жесткого колес от начальных кривых при 
MB=1500 Н·м и осевые перемещения торца гиб-
кого колеса. Результаты расчета и эксперимен-
та, проведенного в работе [5], представлены на 
рис. 4, 5. По горизонтальной оси отложен угол 
Θ  между большой осью генератора волн и 
сечением, в котором определяли радиальные 
перемещения. Момент BM  направлен  в про-
тивоположную сторону положительного от-
счета угла Θ .

Рис. 3. Схема диска генератора волн (а) и раз-
вертка на плоскость поверхности ′2S (б)
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Çàêëþ÷åíèå
Ïî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå îïðåäåëåíèÿ 

ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ âîëíîâîé 
ïåðåäà÷è ñ äèñêîâûì ãåíåðàòîðîì âîëí ïðî-
âåäåí ðàñ÷åò ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé îáîäîâ 
ãèáêîãî è æåñòêîãî êîëåñ, îñåâûõ ïåðåìåùåíèé 
òîðöà ãèáêîãî êîëåñà.  Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ 
ðàñ÷åòà ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà ïîêàçà-
ëî, ÷òî èñïîëüçîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
âîëíîâîé ïåðåäà÷è àäåêâàòíî îïèñûâàåò ñèëî-
âîå âçàèìîäåéñòâèå åå ýëåìåíòîâ.
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Ìàòåðèàë ïîñòóïèë â ðåäàêöèþ 29.02.2012

                          à                                                                   á          
Ðèñ. 4. Ðàäèàëüíûå îòêëîíåíèÿ îáîäà  æåñòêîãî êîëåñà (à) è ãèáêîãî êîëåñà (á):

- - - – ýêñïåðèìåíò; --------- – ðàñ÷åò

Ðèñ. 5. Îñåâûå ïåðåìåùåíèÿ òîðöà ãèáêîãî êîëåñà:
- - - – ýêñïåðèìåíò; --------- – ðàñ÷åò
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