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ÓÄÊ 621.1

Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÎÑÎÁÛÕ ÏÎËÎÆÅÍÈÉ 
ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Â. À. Ãëàçóíîâ, Íãóåí Íãîê Õóý, Íãóåí Ìèíü Òõàíü

Ðåôåðàò. Ðàññìîòðåíû îñîáûå ïîëîæåíèÿ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, 
à òàêæå îñîáûå çîíû, îáðàçóåìûå èç òàêèõ ïîëîæåíèé. Êðîìå òîãî, èññëåäîâàíû 
äâèæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå â ñîñåäíèå îñîáûå ïîëîæåíèÿ è äâèæåíèÿ, âûâîäÿùèå 
ìåõàíèçì èç îñîáûõ ïîëîæåíèé. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, îñîáûå ïîëîæåíèÿ, 
ñèëîâîé è êèíåìàòè÷åñêèé âèíò

Ââåäåíèå
Ìåõàíèçìû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû [1–6] 

îòëè÷àþòñÿ ïîâûøåííûìè ïîêàçàòåëÿìè ïî 
òî÷íîñòè è ãðóçîïîäúåìíîñòè â ñèëó òîãî, 
÷òî îíè âîñïðèíèìàþò íàãðóçêó ïîäîáíî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ôåðìàì. Îäíàêî, îíè èìåþò 
íåäîñòàòêè èç-çà íàëè÷èÿ îñîáûõ ïîëîæåíèé, 
â êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîòåðÿíà óïðàâëÿåìîñòü 
è íàãðóçî÷íàÿ ñïîñîáíîñòü. Îñîáûå ïîëîæåíèÿ 
ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû è îáðà-
çóåìûå èç íèõ îñîáûå çîíû âàæíû ïðè ñèíòåçå 
äàííûõ ìàíèïóëÿöèîííûõ ìåõàíèçìîâ è óïðàâ-
ëåíèè èìè. Â ÷àñòíîñòè, â îñîáûõ ïîëîæåíèÿõ 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðèâîäû. 
Ïðè ýòîì âàæíî ïîñòðîèòü äâèæåíèÿ òàê, ÷òîáû 
íàèáîëåå áûñòðî âûâåñòè óñòðîéñòâî èç îñîáîé 
çîíû. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíèçì ïàðàë-

ëåëüíîé ñòðóêòóðû, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñèëîâûå âèíòû, ïåðåäàâàåìûå íà âûõîäíîå 
çâåíî ñî ñòîðîíû êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé. Óñëî-
âèåì âûðîæäåííîñòè áóäåò ëèíåéíàÿ çàâèñè-
ìîñòü óêàçàííûõ ñèëîâûõ âèíòîâ. Äàëåå ñëåäó-
åò íàéòè ïðèðàùåíèÿ ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò 
ýòèõ âèíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ äâè-
æåíèé. Çàòåì ñëåäóåò îòûñêàòü êèíåìàòè÷å-
ñêèå âèíòû, âûâîäÿùèå èç îñîáûõ ïîëîæåíèé 

è ïåðåâîäÿùèå ìåõàíèçì â äðóãèå îñîáûå ïî-
ëîæåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì íàèáîëåå èç-
âåñòíûé ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû – 
ïëàòôîðìó Ãîôà – Ñòþàðòà (ðèñ. 1) [1]. Çäåñü 
B

i
, A

i
 – òî÷êè áàçû è âûõîäíîãî çâåíà; s

i 
(s

xi 
, s

yi 
, 

s
zi
)  r

i
(r

xi 
, r

yi 
, r

zi 
) – âåêòîðû ìåæäó íà÷àëîì êî-

îðäèíàò è óêàçàííûìè òî÷êàìè (î÷åâèäíî, ÷òî 
s
i 
ïîñòîÿííû). Êàê èçâåñòíî, ìåõàíèçì èìååò 

øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû. 

Îïðåäåëåíèå ñèëîâûõ âèíòîâ
è èõ ïðèðàùåíèé
Ñèëîâûå âèíòû E

i 
(i = 1,…, 6), äåéñòâóþùèå 

íà âûõîäíîå çâåíî, ðàñïîëîæåíû âäîëü îñåé 

Ðèñ. 1. Ìàíèïóëÿöèîííûé ìåõàíèçì 
ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû

© Â. À. Ãëàçóíîâ, Íãóåí Íãîê Õóý, Íãóåí Ìèíü Òõàíü, 2009
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ïðèâîäîâ. Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû âèíòà E
i 
 

ðàâíû e
xi
, e

yi
, e

zi
, eo

xi
, eo

yi
,
 
eo

zi
. Çäåñü òðè ïåðâûå 

êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþò åäèíè÷íîìó âåêòî-
ðó e

i
, òðè ïîñëåäíèå êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþò 

ìîìåíòíîé ÷àñòè åäèíè÷íîãî âèíòà E
i
, ðàâíîé 

eo
i
 = s

i
 × e

i
. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè A

i
 è B

i
 : 

( ) ( ) ( )22 2
i xi xi yi yi zi zif r s r s r s= − + − + − .

Ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî ïåðåìåùåíèÿ dr
i
 (dr

xi
, 

dr
yi
, dr

zi 
) òî÷êè A

i
 èìååì:

                                
i if df+ =

( ) ( ) ( )22 2
xi xi xi yi yi yi zi zi zir dr s r dr s r dr s= + − + + − + + − , 

è df
i
 = dr

i 
e

i
. Åñëè dr

i
 ïåðïåíäèêóëÿðíî e

i
, òî df

i
 

ðàâíî íóëþ.
Èñïîëüçóÿ óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî 

çàïèñàòü:
             de

i
= [dr

i
–e

i
·
·
(dr

i 
·e

i
)]/f

i
. . 

Ýòà âàæíàÿ, íî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíàÿ çàâèñè-
ìîñòü ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíè÷íûé âåêòîð èçìå-
íÿåòñÿ òîëüêî, ñîîòíîñÿñü ñ ñîñòàâëÿþùåé ïåðå-
ìåùåíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿíîé ýòîìó âåêòîðó. Òî 
åñòü åñëè dr

i
 ïàðàëëåëåí e

i
, òî de

i
 ðàâíî íóëþ.

Âåêòîð dr
i
 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ïëþêêå-

ðîâû êîîðäèíàòû êèíåìàòè÷åñêîãî âèíòà âûõîä-
íîãî çâåíà Ω (dl, dm, dn, dlo, dmo, dno). Ïîñëå 
ýòîãî êîîðäèíàòû êîìïîíåíò de

i
 (de

xi
, de

yi
, de

zi
) 

è deo
i
 (deo

xi
, deo

yi
, deo

zi
) òàêæå ìîæíî âûðàçèòü 

÷åðåç ýòè æå êîîðäèíàòû âèíòà Ω:
       de

xi
=∂e

xi
/∂l·dl+...+∂e

xi
/∂no ·dno;

      .  .  .
       deo

zi
 =∂eo

zi
/∂l·dl+... +∂eo

zi
/∂no ·dno;

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂e
xi
/∂l,…, ∂eo

zi
/∂no 

(i = 1,…, 6) èìåþò äîâîëüíî ñëîæíûå âûðàæå-
íèÿ è çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. 

Íàõîæäåíèå ïðèðàùåíèé 
îïðåäåëèòåëÿ
Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü detT ìàòðèöû T, 

ñîñòàâëåííîé èç ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò åäè-
íè÷íûõ âèíòîâ E

i
, (i=1, …, 6): 

 T 

1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

o o o
x y z x y z

o o o
x y z x y z

e e e e e e

e e e e e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

Ïîñëå ýëåìåíòàðíîãî ïåðåìåùåíèÿ áóäåì 
èìåòü íîâîå çíà÷åíèå îïðåäåëèòåëÿ:

                  detT+d[detT] =

   = 

1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6

. . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . .

o o
x x y y z z

o o
x x y y z z

e de e de e de

e de e de e de

+ + +

+ + +

.

Èñïîëüçóÿ óïîìÿíóòûå âûøå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå è èñêëþ÷àÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå âûñøèõ 
ïîðÿäêîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèðàùåíèå îïðåäå-
ëèòåëÿ: 
  d[detT] = ∂[detT]/∂l·dl +…+ ∂[detT]/∂no·dno.

Íà îñíîâàíèè íàéäåííîãî ñîîòíîøåíèÿ 
ìîæíî èññëåäîâàòü îñîáûå ïîëîæåíèÿ, â êîòî-
ðûõ îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ detT = 0. Ôèçè÷å-
ñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû ñèë, ðàñïîëîæåí-
íûå âäîëü îñåé ïîñòóïàòåëüíûõ ïàð, ëèíåéíî 
çàâèñèìû. Çíà÷èò, âîçìîæíà íåóïðàâëÿåìàÿ 
ïîäâèæíîñòü ïî âèíòó, âçàèìíîìó ýòèì ñèëàì. 

Îïðåäåëåíèå êèíåìàòè÷åñêèõ 
âèíòîâ âíóòðè îñîáîé çîíû
Ìîæíî íàéòè êèíåìàòè÷åñêèå âèíòû äâèæå-

íèÿ âíóòðè îñîáîé çîíû, êîãäà ñîõðàíÿåòñÿ âû-
ðîæäåííîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå áóäåò 
d[detT] = 0. Èòàê, èìåþòñÿ øåñòü êîîðäèíàò êè-
íåìàòè÷åñêîãî âèíòà Ω è îäíî óñëîâèå ñîõðà-
íåíèÿ âûðîæäåííîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî 
íàéòè ïÿòü íåçàâèñèìûõ äâèæåíèé âíóòðè 
îñîáîé çîíû. Êðîìå òîãî, ìîæíî íàéòè è êèíå-
ìàòè÷åñêèé âèíò-ãðàäèåíò Ω*(dl*, dm*, dn*, dlo*, 
dmo*, dno*), êîòîðûé íàèáîëåå áûñòðî âûâîäèò 
ìåõàíèçì èç îñîáîãî ïîëîæåíèÿ. Åãî êîîðäè-
íàòû ïðîïîðöèîíàëüíû ÷àñòíûì ïðîèçâîäíûì, 
ñâÿçûâàþùèì îïðåäåëèòåëü è êîîðäèíàòû êè-
íåìàòè÷åñêîãî âèíòà Ω. 

Ðàññìàòðèâàÿ âîçìîæíûå äâèæåíèÿ  ìåõàíèç-
ìà, ïðèâîäÿùèå â ñîñåäíèå îñîáûå ïîëîæåíèÿ, 
ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ëèøü îäíîé 
âûðîæäåííîé êîíôèãóðàöèè, ìîæíî îïðåäåëèòü 
ïÿòü (äëÿ øåñòèñòåïåííîãî ìåõàíèçìà) áåñ-
êîíå÷íî áëèçêî åé ïîäîáíûõ. Ïîýòîìó îñîáàÿ 
çîíà (èëè ïîâåðõíîñòü) ÿâëÿåòñÿ ïÿòèìåðíîé. 
Åñëè ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû èìååò 
w ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî åãî îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü 
(w - 1)-ìåðíàÿ.

Ïðèìåðû îñîáûõ ïîëîæåíèé
Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì 

ïëîñêèé ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, 
íàõîäÿùèéñÿ â îñîáîé êîíôèãóðàöèè (ðèñ. 2). 
Èìåþòñÿ äâà êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòà, ïåðåâî-
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äÿùèõ ýòîò ìàíèïóëÿöèîííûé ìåõàíèçì â ñî-
ñåäíèå îñîáûå ïîëîæåíèÿ: Ω

1
(0, 0, 1, 0, 0, 0) 

è Ω
2
(0, 0, 0, 1, 0, 0). Âèíò-ãðàäèåíò Ω* (0, 0, 0, 

0, 1, 0) íå ñîâïàäàåò ñ åäèíñòâåííûì êèíåìà-
òè÷åñêèì âèíòîì, âçàèìíûì ñèñòåìå ñèëîâûõ 
âèíòîâ – âðàùåíèþ âîêðóã òî÷êè A.

Ïðîñòðàíñòâåííûé ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû (ðèñ. 3), íàõîäÿùèéñÿ â îñîáîé êîí-
ôèãóðàöèè, õàðàêòåðèçóåòñÿ êèíåìàòè÷åñêèì 
âèíòîì, âçàèìíûì ëèíåéíî çàâèñèìûì ñèëîâûì 
âèíòàì, ðàñïîëîæåííûì âäîëü îñåé ïîñòóïà-
òåëüíûõ ïàð – âðàùåíèå âîêðóã îñè x. Íàéäåì 
ïÿòü âèíòîâ, âåäóùèõ â ñîñåäíèå îñîáûå ïîëî-
æåíèÿ. 

Âåêòîðû s
i 
, r

i
 òî÷åê B

i 
, A

i 
ñîîòâåòñòâåííî 

(i=1,…,6) çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
r

1
(0, 0, 0)= r

2
= r

3
; r

4
(1, -1, 0); r

5
(2, 0, 0)=r

6
;   

s
1
(-1, 0, 0); s

2
(0, -1, 0); s

3
(0, 0, -1); s

4
(1, -2, 0); 

s
5
(2, -1, 0); s

6
(2, 0, -1); 

âñå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷-
êàìè îñíîâàíèÿ è âûõîäíîãî çâåíà ðàâíû f

i
=1 

(i = 1,…,6). Îïðåäåëèòåëü detT, ñîñòàâëåííûé èç 
ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò îñåé ñèëîâûõ âèíòîâ: 

     

 detT= 

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 0 0 0 2
0 0 1 0 2 0−

=0.

Îïðåäåëÿåì ïÿòü êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ, 
ïðèâîäÿùèõ ê ñîñåäíèì îñîáûì ïîëîæåíèÿì: 
Ω

1
(0, 0, 1, 0, 0, 0); Ω

2
(0, 0, 0, 1, 0, 0); Ω

3
(0, 0, 0, 0, 

1, 0); Ω
4
(1, 0, 0, 0, 0, 2); Ω

5
(0, 1, 0, 0, 0, 1). 

Âèíò-ãðàäèåíò Ω*(2, 1, 0, 0, 0, -1) ñ óãëîâîé 
ñêîðîñòüþ ω*  è ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ v* íå ñî-
âïàäàåò ñ âèíòîì, âçàèìíûì âñåì ëèíåéíî çà-
âèñèìûì ñèëîâûì âèíòàì Ω(1, 0, 0, 0, 0, 0) – 
âðàùåíèå âîêðóã îñè x. 

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ìåõàíèçìà âïîëíå 
âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü âèä îñîáûõ çîí. Îäíà èç 
íèõ ñîîòâåòñòâóåò îñîáîìó ïîëîæåíèþ, êîãäà 
òðè âèíòà E

1
, E

2
, E

3
, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó òî÷-

êàìè ñîîòâåòñòâåííî B
1
, B

2
, B

3
 è òî÷êîé A

1,2,3
, 

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïÿòüþ 
âèíòàìè, ïðèâîäÿùèìè ê ñîñåäíèì îñîáûì ïî-
ëîæåíèÿì, ÿâëÿþòñÿ äâà ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðå-
ìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè âèíòîâ E

1
, E

2
, E

3
 è òðè 

âðàùåíèÿ âîêðóã òî÷êè A
1,2,3

. 
Âòîðàÿ îñîáàÿ çîíà ñâÿçàíà ñ îñîáûì ïîëî-

æåíèåì, êîãäà ñèëîâûå âèíòû E
5
, E

6
, ðàñïîëî-

æåííûå ñîîòâåòñòâåííî ìåæäó òî÷êàìè B
5
, B

6
  

è òî÷êîé A
5,6

, ïîïàäàþò â îäíó ïëîñêîñòü ñ 
òî÷êîé A

1,2,3
. Âèíòàìè, âåäóùèìè â ñîñåäíèå 

îñîáûå ïîëîæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ âñå òðè äâèæå-
íèÿ â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êè B

5
, B

6
, 

A
1,2,3

, A
5,6

 , à òàêæå âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé B
5
–B

6
 

è A
1,2,3

–A
5,6

. 
Òðåòèé âèä ñïåöèàëüíîé çîíû ñâÿçàí ñ ñè-

òóàöèåé (ñì. ðèñ. 3), ãäå ñèëîâîé âèíò, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åäèíè÷íîìó âåêòîðó E

4
, ëåæàùåìó 

ìåæäó òî÷åê A
4
 è B

4
, ïåðåñåêàåò îñü A

1,2,3
–A

5,6
. 

Êèíåìàòè÷åñêèìè âèíòàìè, âåäóùèìè â ñîñåä-
íèå îñîáûå ïîëîæåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ âñå òðè âðà-
ùåíèÿ âîêðóã òî÷êè B

4
 è äâà ïîñòóïàòåëüíûõ 

ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êè 
B

4
, A

1,2,3
, A

4
, A

5,6
. ×òîáû óïðàâëÿòü ìàíèïóëÿ-

òîðîì â îñîáûõ ïîëîæåíèÿõ, öåëåñîîáðàçíî 
äîáàâèòü åùå îäèí äâèãàòåëü â òî÷êå B

4
. Ïóñòü 

îñü äîïîëíèòåëüíîãî äâèãàòåëÿ ðàñïîëîæåíà 
ïàðàëëåëüíî îñè x. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèòåëü 
det T ðàâåí: 

  

 det T = 

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 2
0 0 1 0 2 0

−

−

= – 4.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå ïîëîæåíèå íå 
îñîáîå.

Ðèñ. 2. Ïëîñêèé ìåõàíèçì ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû

Ðèñ. 3. Ìåõàíèçì ñ äîïîëíèòåëüíûì ïðèâîäîì
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Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû îñîáûõ ïîëîæå-
íèé. Âíîâü òðè öåïè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó 
(ðèñ. 4). Êîîðäèíàòû öåíòðîâ ñôåðè÷åñêèõ ïàð 
A

i
 è B

i
, (èëè âåêòîðîâ r

i
 è s

i
) (i=1,…,6): A

1,2,3
≡ 

A
1
≡A

2
≡A

3
(0, 0, 0); A

4
(1, 1, 1); A

5
≡ A

6
 (2, 2, 0); 

B
1
(1, 0, -1); B

2
(0, 1, -1); B

3
(0, 0, 1); B

4
(1, 1, 2); 

B
5
(2, 1, -1); B

6
(1, 2, -1). Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû 

T:

                       detT =

=

0,707 0 0,707 0 0 0
0 0,707 0,707 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0,707 0,707 1,41 1,41 1,41

0,707 0 0,707 1,41 1,41 1,41

−
−

−
− −

−
− −

 = 0.

Âèíò-ãðàäèåíò Ω*(-1, -1, 1, -0.5, 0.5, 0) 
(ñì. ðèñ. 4). Âèíòû âíóòðè îñîáîé çîíû: Ω

1
(0, 0 

,0 ,0, 0, 1); Ω
2
(1, -1 ,0, 0, 0); Ω

3
(1, 0, 1, 0, 0, 0); 

Ω
4
(0, 0, 0, 1, 1, 0); Ω

5
(1, 0, 0, -2, 0, 0). Â ýòîì 

ñëó÷àå âèíòû, ñîõðàíÿþùèå óñëîâèÿ âûðîæäåí-
íîñòè: òðè âðàùåíèÿ âîêðóã òî÷êè B

4
 è äâà ïîñòó-

ïàòåëüíûõ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ëèíèé A
4  

– B
4
 

è A
1,2,3 

– A
5,6

.
Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ñóùåñòâóåò îñîáàÿ 

êîíôèãóðàöèÿ (ðèñ. 5), â êîòîðîé îñè ïðèâîäîâ 
A

1
 – B

1
, A

2
 – B

2
, è A

3
 – B

3 
ðàñïîëîæåíû â îäíîé 

ïëîñêîñòè xOy. Êîîðäèíàòû òî÷åê A
i
 è B

i
 : 

A
1,2,3

≡ A
1 
≡ A

2 
≡ A

3
(0, 0, 0); A

4
(1, -1, 0); A

5
(1, 1, 0); 

A
6
(2, 0, 0);  B

1
(-1, 0, 0); B

2
(1, -1, 0); B

3
(1, 1, 0); 

B
4
(2, -1, 1); B

5
(0, 1, 1); B

6
(2, 0, 1). Îïðåäåëèòåëü 

ìàòðèöû T:

                                   detT =

= 

 

= 0.

Âèíò-ãðàäèåíò Ω*(0, 0, 0, 0, 0, 1). Âèíòû 
âíóòðè îñîáîé çîíû: Ω

1
(1, 0, 0, 0, 0, 0); Ω

2
(0, 

1, 0, 0, 0, 0); Ω
3
(0, 0, 1, 0, 0, 0); Ω

4
(0, 0, 0, 1, 0, 

0); Ω
5
(0, 0, 0, 0, 1, 0). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýòè 

âèíòû: òðè âðàùåíèÿ âîêðóã òî÷êè A
1,2,3

 è äâà 
ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè xOy.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð (ðèñ. 6) ïðåäñòàâëÿåò 
ñëó÷àé, êîãäà ÷åòûðå îñè ïðèâîäîâ A

2 
– B

2
, A

3 
– 

B
3
, A

5 
– B

5
, A

6 
– B

6
  ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè 

xOy. Êîîðäèíàòû òî÷åê A
i
 è B

i
 : A

1,2
≡ A

1
≡ A

2
 (1, 

4,5, 0);  A
3,4

≡ A
3
≡ A

4
 (-1, 3,5, 0); A

5,6 
≡ A

5 
≡ A

6 
(0, 

3, 0);  B
1,4

≡ B
1
≡ B

4
 (0, 1, -2); B

2,5 
≡ B

2 
≡ B

5
 (2, 0, 

0); B
3,6 

≡ B
3
≡ B

6
 (-2, 0, 0). Îïðåäåëèòåëü ìàòðè-

öû T:

                                      detT =

   

=

 

 = 0.

Âèíò-ãðàäèåíò: Ω*(0, 1, 0, 0, 0, 6,5). Âèíòû  

Ðèñ. 4. Ìåõàíèçì, â êîòîðîì ÷åòûðå òî÷êè 
îñíîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè

Ðèñ. 5. Ìåõàíèçì, â êîòîðîì òðè òî÷êè 
îñíîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêîñòè 
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â îñîáîé çîíå: Ω
1
(1, 0 , 0, 0, 0, 0); Ω

2
(0, 0, 1, 0, 

0, 0); Ω
3
(0, 0, 0, 1, 0, 0); Ω

4
(0, 0, 0, 0, 1, 0); Ω

5
(0, 

1, 0, 0, 0, -0,154). Ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åòûðå 
èç ýòèõ âèíòîâ: äâà âðàùåíèÿ âîêðóã îñåé x è z, 
è äâà ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè 
xOy. Ýòè âèíòû ñîõðàíàþò óñëîâèå, ÷òî ÷åòûðå 
óïîìÿíóòûå îñè ðàñïîëîæåíû â îäíîé ïëîñêî-
ñòè. Ïÿòûé âèíò Ω

5
 íàðóøàåò ýòî óñëîâèå.

Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå (ðèñ. 7) êîîðäèíàòû 
òî÷åê A

i
 è B

i
: A

1
≡A

2
 (1, 0, 2); A

3
≡A

4
 (1, 0, 3); 

A
5
≡A

6 
(2, 0, 2);  B

1
(0, 0, 0); B

2
(1, 0, 0); B

3
(0, 3, 0); 

B
4
(0, 2, 0); B

5
(3, 0, 0); B

6
(2, 1, 0). Îïðåäåëèòåëü 

ìàòðèöû T:

                              detT =

= 

 

= 0.

Âèíò-ãðàäèåíò: Ω*(0, 0, 1, 0, 1,33, 0). Âèíòû 
âíóòðè îñîáîé çîíû: Ω

1
(1, 0, 0, 0, 0, 0); Ω

2
(0, 1, 

0, 0, 0, 0); Ω
3
(0, 0, 0, 1, 0, 0); Ω

4
(0, 0, 0, 0, 0, 1); 

Ω
5
(0, 0, 1, 0, -0,752, 0). 
Çäåñü áûëè ïðåäñòàâëåíû îñîáûå ïîëîæå-

íèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî íåóïðàâëÿå-
ìàÿ ïîäâèæíîñòü â ìåõàíèçìàõ ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû. Îäíàêî, êàê îòìå÷àëîñü, ìîãóò ñó-
ùåñòâîâàòü ïîëîæåíèÿ, ãäå òåðÿåòñÿ îäíà èëè 
íåñêîëüêî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì äîëæíà 
âûðîäèòüñÿ ñèñòåìà êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ 
õîòÿ áû â îäíîé êèíåìàòè÷åñêîé öåïè. Äëÿ 
ïðåäñòàâëåííûõ çäåñü ìåõàíèçìîâ – ýòî ïîëî-
æåíèÿ, êîãäà ñîâïàäóò öåíòðû äâóõ ñôåðè÷å-
ñêèõ ïàð õîòÿ áû îäíîé öåïè. 

Àíàëèç îñîáûõ ïîëîæåíèé, 
îñíîâàííûé íà ìàòðèöàõ ßêîáè
Â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì âèíòîâîãî ïîäõîäà 

ê àíàëèçó îñîáûõ ïîëîæåíèé óìåñòíî ñîïîñòà-
âèòü åãî ñ äðóãèì ïîäõîäîì, îïåðèðóþùèì ñ ìà-
òðèöàìè ßêîáè [4]. Íåîáõîäèìî èìåòü óðàâíå-
íèÿ ñâÿçåé f

i
 (x, y, z, α, β, γ, q

i
), ïðåäñòàâëåííûå 

äëÿ êàæäîé öåïè. Çäåñü x, y, z, α, β, γ – êîîðäè-
íàòû âûõîäíîãî çâåíà, q

i
 – îáîáùåííûå êîîð-

äèíàòû. Äèôôåðåíöèðóÿ óêàçàííûå óðàâíåíèÿ, 
ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ: 
                             Av + B =q 0� ;

                   
A j

i

f
X

∂⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

;     B ) j

i

f
q

∂⎡ ⎤
= ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

; 

       
      1 2 3 4 5 6[ , , , , , ]Tq q q q q q=q� � � � � � � ;  v [ , , , , , ]Tx y z= α β γ�� �� � � ,

ãäå Xi
 = (x, y, z, α, β, γ) ñîîòâåòñòâóåò êîîðäè-

íàòàì âûõîäíîãî çâåíà; q� –  âåêòîð îáîáùåííûõ 
ñêîðîñòåé; v – âåêòîð ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè 
îò àáñîëþòíûõ êîîðäèíàò âûõîäíîãî çâåíà.

Ïðè âûðîæäåíèè ìàòðèö èìååì ðàçíûå âèäû 
îñîáûõ ïîëîæåíèé (ñèíãóëÿðíîñòåé). Åñëè âû-
ðîæäåíà ìàòðèöà B, òî êèíåìàòè÷åñêèå âèíòû, 
ñîîòâåòñòâóþùèå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíîé êè-
íåìàòè÷åñêîé öåïè, ëèíåéíî çàâèñèìû, è ìåõà-
íèçì òåðÿåò õîòÿ áû îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû. Ýòî 
îñîáîå ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò òèïó 1. Åñëè 
âûðîæäåíà ìàòðèöà À, òî ñèëîâûå âèíòû, ïåðå-
äàâàåìûå íà âûõîäíîå çâåíî ñî ñòîðîíû êèíå-
ìàòè÷åñêèõ öåïåé, ëèíåéíî çàâèñèìû, è ìåõà-
íèçì èìååò áåñêîíå÷íî ìàëóþ íåóïðàâëÿåìóþ 
ïîäâèæíîñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîìó êè-
íåìàòè÷åñêîìó âèíòó. Ýòî îñîáîå ïîëîæåíèå 

Ðèñ. 6. Ìåõàíèçì, â êîòîðîì ñîñåäíèå êèíåìà-
òè÷åñêèå öåïè èìåþò ïî îäíîé îáùåé òî÷êå 

íà áàçå è ïëàòôîðìå

Ðèñ. 7. Ìåõàíèçì, â êîòîðîì ñîñåäíèå 
êèíåìàòè÷åñêèå öåïè èìåþò ïî îäíîé îáùåé 

òî÷êå íà ïëàòôîðìå
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ñîîòâåòñòâóåò òèïó 2. Ñóùåñòâóåò è òðåòèé òèï 
îñîáûõ ïîëîæåíèé, êîãäà îáå ìàòðèöû À è B 
âûðîæäåíû.

Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû îñîáûå ïîëî-

æåíèÿ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, à 
òàêæå îñîáûå çîíû, îáðàçóåìûå èç òàêèõ ïî-
ëîæåíèé. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü ýòèõ 
çîí íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ñòåïåíåé 
ñâîáîäû ìåõàíèçìà. Òàêîé âûâîä ìîæíî ñäå-
ëàòü èç ðàññìîòðåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ âèíòîâ, 
ïåðåâîäÿùèõ â îñîáûå ïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëåíû 
âèíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîõðàíåíèþ óñëîâèé 
âûðîæäåííîñòè, à òàêæå òå êèíåìàòè÷åñêèå 
âèíòû, êîòîðûå âûâîäÿò ìåõàíèçì èç îñîáûõ 
ïîëîæåíèé.

Âèíòîâîé ïîäõîä ê àíàëèçó îñîáûõ ïîëî-
æåíèé ñîïîñòàâèì ñ ïîäõîäîì, îñíîâàííûì íà 
ìàòðèöàõ ßêîáè. Îäíàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, 
âèíòîâîé ïîäõîä áîëåå ýôôåêòèâåí, òàê êàê íå 
òðåáóåò íàëè÷èÿ óðàâíåíèé ñâÿçåé, à òàêæå èõ 
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
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