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ÓÄÊ 539.3

ÐÀÑ×ÅÒ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÒÐÅÙÈÍÛ,
ÂÎÇÍÈÊÀÞÙÅÉ Â ÈÇÂÅÑÒÍßÊÎÂÎÉ ÏÎÐÎÄÅ
ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ

Í.Ñ. Ïàõàëèíà, Å.Ì. Ìîðîçîâ,  Þ.Ã. Ìàòâèåíêî

Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ìåòîäà äëÿ  îïðåäåëåíèÿ ðàçâèòèÿ 
òðåùèíû â ãðóíòå âîêðóã ñêâàæèíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äàâëåíèåì. Çàäà÷à 
îñåñèììåòðè÷íàÿ è íà çàäàííîé ãëóáèíå òðåùèíà ïðèîáðåòàåò ôîðìó ðàñêðûòîãî 
çîíòèêà, ñëåä ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðîãî ñ âåðòèêàëüíîé äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòüþ 
ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà ñîîòâåòñòâóþùåãî 
ôóíêöèîíàëà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ ïîëüçîâàòåëüñêîãî ïàêåòà 
«Ìàòåìàòèêà». Ïîëó÷åíû òðàåêòîðèè òðåùèí äëÿ ðÿäà êðàåâûõ óñëîâèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, òðåùèíà, èçâåñòêîâàÿ ïîðîäà.
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Ââåäåíèå
Ãèäðàâëè÷åñêèé ðàçðûâ ïëàñòà ïðåäñòàâëÿ-

åò íàãíåòàíèå â íåãî æèäêîñòè ïðè äîñòàòî÷íî 
âûñîêîì äàâëåíèè, ÷òîáû âûçâàòü ðàñêðûòèå 
òðåùèí â ïîðîäå. Ãðàíóëèðóåìûå ìàòåðèàëû, 
íàçûâàåìûå «ðàñêëèíèâàþùèìè àãåíòàìè» 
(«ïðîïàíòàìè»), âêëþ÷àþùèå åñòåñòâåííûå 
ïåñêè è äîñòàòî÷íî äîðîãèå ñèíòåòè÷åñêèå ìà-
òåðèàëû, çàêà÷èâàþòñÿ âíóòðü îáðàçîâàííîé 
òðåùèíû â âèäå ñóñïåíçèè. Îíè ïîääåðæèâà-
þò îáðàçîâàâøóþñÿ òðåùèíó â îòêðûòîì âèäå 
[1]. Âîïðîñû îáðàçîâàíèÿ è ðàçâèòèÿ òðåùèí 
îêîëî ñêâàæèí èìåþò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê 
ðàñ÷åòó îáúåìîâ ãàçîäîáû÷è. Ñóùåñòâåííûé 
âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ãèäðîðàçðûâà íåôòå-
ãàçîíîñíûõ ïëàñòîâ âíåñåí Þ.Ï. Æåëòîâûì [2].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ôîðìà è ðàçìåðû èñêóñ-
ñòâåííî âûçûâàåìûõ òðåùèí èçâåñòíû òîëüêî 
ïðåäïîëîæèòåëüíî. Ïîýòîìó ðàñ÷åò òðàåêòî-
ðèè òåðùèíû ìîæåò áûòü ïîëåçåí, â ÷àñòíîñòè, 
äëÿ ïîñëåäóþùåãî èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè 
îïòèìèçàöèè åå ãåîìåòðèè. Öåëü äàííîé ðàáîòû 
ñîñòîÿëà â ïîïûòêå ðàñ÷åòà òðàåêòîðèè òðå-
ùèíû, âîçíèêàþùåé â èçâåñòíÿêîâîé ïîðîäå 
âîêðóã ñêâàæèíû îò äåéñòâèÿ âíóòðåííåãî 

äàâëåíèÿ. Îáû÷íî òðåùèíà ðàçðûâàåò ïîðîäó 
âäîëü îáðàçóþùåé ñêâàæèíû. Îäíàêî íåëüçÿ 
èñêëþ÷àòü è äðóãèå âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òðåùèíû. Ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî 
òðåùèíà ïðèíèìàåò êóïîëîîáðàçíóþ ôîðìó, 
è çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Íóæíî 
îïðåäåëèòü îáðàçóþùóþ ýòîãî êóïîëà. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå îò íà-
ãðóçêè â âèäå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå 
è âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé îò âåñà ãðóíòà 
(âñåñòîðîííåå ñæàòèå íà ãëóáèíå è ñïåöèôèêà 
ìåõàíèêè ãðóíòîâ íå ó÷èòûâàëèñü).

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí èíòå-
ãðàëüíûé ìåòîä, ïðåäïîëàãàþùèé ïîèñê óðàâ-
íåíèÿ òðàåêòîðèè òðåùèíû êàê ýêñòðåìàëè 
íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, çàâèñÿùåãî îò èñõîä-
íîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ (íåâîçìóùåííî-
ãî òðåùèíîé).

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà
Èñïîëüçîâàííûé â ðàáîòå ìåòîä èñõîäèò èç 

òîãî, ÷òî òðåùèíà ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííóþ 
ãåîäåçè÷åñêóþ ëèíèþ [3]. Îáû÷íàÿ ãåîäåçè÷å-
ñêàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè äîñòàâëÿåò ýêñòðå-
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ìóì ôóíêöèîíàëó âèäà .
B

A

ds∫  Îäíàêî íàïðÿæåí-

íîå ñîñòîÿíèå èñêàæàåò ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà 
è ýëåìåíò äëèíû ïðèìåò âèä ( , , ) ,x y y ds′Φ  
ãäå ( ).y y x=  Ôóíêöèÿ Ô âûáèðàåòñÿ èç äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â íîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ëèíèÿ òðåùèíû y(x) åñòü îáîáùåííàÿ 
ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì 

                   (1)

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëü y = y (x) – ýòî 
óðàâíåíèå òðàåêòîðèè òðåùèíû, à óñëîâèÿ íà 
êîíöàõ òðåùèí ìîãóò áûòü ðàçíûìè â çàâèñè-
ìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è [4, 5].

Òðàåêòîðèÿ òðåùèíû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ âèäîì ôóíêöèè Ô, êîòîðóþ ñëåäóåò çàäà-
âàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèìè òåîðèÿìè 
ïðî÷íîñòè ÷åðåç íàïðÿæåíèÿ èëè äåôîðìàöèè 
â òåëå áåç òðåùèíû. Õðóïêîå ðàçðóøåíèå, êàê 
èçâåñòíî, îïèñûâàåòñÿ ïåðâîé èëè âòîðîé òåî-
ðèÿìè ïðî÷íîñòè. Ïîñêîëüêó íà ãëóáèíå â îñ-
íîâíîì äåéñòâóþò ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ, 
öåëåñîîáðàçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðîé òåîðè-
åé ïðî÷íîñòè (òåîðèÿ íàèáîëüøåé îòíîñèòåëü-
íîé äåôîðìàöèè), ïîýòîìó ïðèìåì

[ ]1 2 3( ) .kΦ = σ − ν σ + σ

Óñëîâèå ýêñòðåìóìà (1) ïðèâîäèò ê óðàâíå-
íèþ Ýéëåðà:

0,d
y dx y

⎛ ⎞∂Φ ∂Φ
− =⎜ ⎟′∂ ∂⎝ ⎠

                    (2)

ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò òðàåêòîðèþ òðåùèíû 
y = y(x).

Áåçóñëîâíî, ýòîò ìåòîä íå ìîæåò ïðåòåíäî-
âàòü íà ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ïóòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ òðåùèíû, è åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
òîëüêî â êà÷åñòâå îðèåíòèðîâî÷íîé îöåíêè [6].

Ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è
Âîñïîëüçóåìñÿ âûøå ïðèâåäåííûì ìåòîäîì. 

Ïóñòü òðåùèíà íà çàäàííîé ãëóáèíå îáðàçóåò-
ñÿ ïî âñåé îêðóæíîñòè ñòåíêè öèëèíäðè÷åñêîé 
ñêâàæèíû è ðàñòåò, îñòàâàÿñü îñåñèììåòðè÷íîé 
îòíîñèòåëüíî îñè ñêâàæèíû. Ââåäåì öèëèíäðè-
÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì íà óðîâíå 
ïîâåðõíîñòè çåìëè íà îñè ñêâàæèíû òàê, ÷òî 
îñü y ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñêâàæèíû, x – ðàäèóñ, θ – 
óãëîâàÿ êîîðäèíàòà (ðèñ. 1).

Âûïèøåì êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ â ñðåäå âîêðóã ñêâàæèíû [7]:

          (3)

ãäå ð – äàâëåíèå æèäêîñòè â ñêâàæèíå; γρ – 
óäåëüíûé âåñ æèäêîñòè; γ – óäåëüíûé âåñ 
ãðóíòà; à – ðàäèóñ ñêâàæèíû; σ

x
 – ðàäèàëüíîå 

íàïðÿæåíèå; σθ – îêðóæíîå íàïðÿæåíèå; σ
y
 – 

íàïðÿæåíèå, îáóñëîâëåííîå âåñîì ãðóíòà.
Ðàññìîòðèì äâå äèàìåòðàëüíûå ïëîñêîñòè, 

óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí .d dl xθ =  Èñêî-
ìîå óðàâíåíèå ëèíèè òðåùèíû íà îáåèõ ïëî-
ñêîñòÿõ îäèíàêîâî, íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè 
ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî ðàäèóñó x. Ýòî ñëåäó-
åò ó÷åñòü ïðè âûáîðå ïîäôóíêöèîíàëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ.

Ïðèìåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ô ïðîïîðöèîíàëü-
íà ýêâèâàëåíòíîìó íàïðÿæåíèþ ïî âòîðîé 
òåîðèè ïðî÷íîñòè è óìíîæèì åё íà x äëÿ ó÷åòà 
ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó äèàìåòðàëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè. Ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå ðàâíî

       (4)

ãäå ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ãðóíòà.

Ðèñ. 1. Ïîëóïðîñòðàíñòâî ñî ñêâàæèíîé:
âèä ñâåðõó (à) è äèàìåòðàëüíîå ñå÷åíèå (á)

à

á
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (1) ïðèìåò âèä:

  (5)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà (2) â íàøåì ñëó÷àå áóäåò:

       (6)

     (7)

Ñòðóêòóðà ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ 
åãî ðåøåíèÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
òðàåêòîðèè òðåùèíû
Â êà÷åñòâå ãðóíòà âîçüìåì èçâåñòíÿêîâóþ 

ïîðîäó, à â êà÷åñòâå æèäêîñòè â ñêâàæèíå – 
âîäó ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

äëÿ ãðóíòà 0,1,ν =   äëÿ âîäû 

.
Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ 

âîäû:   
è 

Êðàåâûå óñëîâèÿ:
ïðè y = h, x = a, y′ = 0.
Ãëóáèíà, ñ êîòîðîé íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ 

òðåùèíû, h = 20, 200 è 1000 ì, ðàäèóñ ñêâàæèíû
a = 0,1 è a = 0,2 ì. Ðàñ÷åò ïðîòÿæåííîñòè òðå-
ùèíû âîêðóã ñêâàæèíû ïðîâîäèëè äî äèàìåòðà 
òðåùèíû 20 ì.

Ïðèìåíåíèå ïîëüçîâàòåëüñêèõ ïðîãðàìì 
ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå çà 
ïðèåìëåìîå âðåìÿ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû â ïàêåòå
Wolfram Research Mathematica 9.0.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2–4.
Òðåùèíà èìååò ôîðìó çîíòèêà âûïóêëî-

ñòüþ ââåðõ. Èçìåíåíèå äèàìåòðà ñêâàæèíû 
ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà òðàåêòîðèþ òðåùè-
íû (ðèñ. 2). Â òî æå âðåìÿ èçìåíåíèå ãëóáèíû 
h èíèöèèðîâàíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà çíà-
÷èòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà òðàåêòîðèè: óâåëè÷å-
íèå h ïðèâîäèò ê áîëåå ïëîñêèì, ïîëîãèì òðå-
ùèíàì (ðèñ. 3).

Ìîæíî îòìåòèòü íåçíà÷èòåëüíîå ðàñõîæ-
äåíèå òðàåêòîðèè òðåùèíû ïðè èçìåíåíèè 
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå îò 5 ÌÏà äî
10 ÌÏà ëèøü íà ìàëûõ ãëóáèíàõ (ðèñ. 4 à). 
Ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ãëóáèíû èíèöèè-
ðîâàíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà íèâåëèðóåò 
âëèÿíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå 
(ðèñ. 4 á è â).

Ðèñ. 2. Òðàåêòîðèÿ òðåùèíû â äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè
äëÿ h = 20 (à), h = 1000 (á) ì è ðàçëè÷íûõ äèàìåòðîâ ñêâàæèíû: 1 – à = 0,075 ì; 2 – à = 0,1 ì; 3 – à = 0,2 ì 

                                                     а                                                                                                б
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Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèè òðåùèí â ñêâàæèíå
äëÿ ãëóáèíû h = 20 ì (à); h = 200 ì (á); h = 1000 (â) ì 

ïðè ðàçíûõ äàâëåíèÿõ âîäû: 1 – ð = 5 ÌÏà;
2 – ð = 7,5 ÌÏà; 3 – ð = 10 Ìïà

а

а

б

б

в
Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ òðåùèíû â äèàìåòðàëüíîé ïëîñêîñòè
äëÿ а = 0,1 (à) è à = 0,2 (á) ì è ðàçëè÷íîé ãëóáèíû 
ñêâàæèíû: 1 – h = 20 ì; 2 – h = 200 ì; 3 – h = 1000 ì
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