
Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Ô.Á. Àíäðååâ, À.Ì. Ãóñüêîâ, Ô. Òóâåðåç, Ë. Áëàí

20
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2014, ¹ 4

Ââåäåíèå
Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé àíàëè-

çó äèíàìèêè ðîòîðíûõ ñèñòåì ñ ëàáèðèíòíûìè 
óïëîòíåíèÿìè è óñòîé÷èâîñòè èõ äâèæåíèÿ, â 
ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ó÷èòûâà-
åòñÿ âëèÿíèå ëàáèðèíòíûõ óïëîòíåíèé, óñòà-
íîâëåííûõ íåïîñðåäñòâåííî íà âàëó ðîòîðà 
[1]. Âìåñòå ñ òåì â ðÿäå êîíñòðóêöèé ãàçîòóð-
áèííûõ äâèãàòåëåé ëàáèðèíòíûå óïëîòíåíèÿ 
ìåæäó ðîòîðîì è ñòàòîðîì óñòàíàâëèâàþò íà 
êîíöàõ ëåçâèé ëîïàòîê (ðèñ. 1). Î÷åâèäíî, ÷òî 
äëÿ ïîäîáíûõ êîíñòðóêòèâíûõ ðåøåíèé òàêæå 
íåîáõîäèìî èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé-
÷èâîñòè äâèæåíèÿ ðîòîðíûõ ñèñòåì. Òåì íå 
ìåíåå, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îòñóòñòâóþò 
äîñòîâåðíûå äàííûå î âëèÿíèè ëàáèðèíòíûõ 
óïëîòíåíèé, óñòàíîâëåííûõ íà ëåçâèÿõ ëîïà-
òîê, íà óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèÿ ðîòîðà âíóòðè 
ñòàòîðà.

Â ðàáîòå [2] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü æåñò-
êîãî ðîòîðà ñ ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì, 
óñòàíîâëåííîì íà êîíöàõ ëåçâèé ëîïàòîê, è 
îïðåäåëåíû äèíàìè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû, èñ-
ïîëüçóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè 

ÓÄÊ 531.8, 534, 534.05
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ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îòìå÷àëîñü, ÷òî 
äàííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà 
äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ è â áîëåå 
ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ ðîòîðà ñî 
ñòàòîðîì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåì ñ óïðóãèì 
ñòàòîðîì è ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì íà 
êîíöàõ ëîïàòîê.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ âûÿâëå-
íèå è îïèñàíèå âëèÿíèÿ ëàáèðèíòíîãî óïëîò-
íåíèÿ íà ëîïàòêàõ íà óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ 
ðîòîðíîé ñèñòåìû ïðè îïðåäåëåííûõ ôîðìàõ 
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ñòàòîðà [3].

Ðèñ. 1. Ëîïàòêà ñ ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì
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Ìîäåëü ðîòîðíîé ñèñòåìû
Ðàññìîòðèì æåñòêèé ðîòîð â âèäå äèñêà 

ñ ëîïàòêàìè è ëàáèðèíòûìè óïëîòíåíèÿìè, 
óñòàíîâëåííûìè íà èõ êîíöàõ, âðàùàþùèéñÿ 
âíóòðè êîëüöåâîãî ãèáêîãî ñòàòîðà (ðèñ. 2).

Ñèëû, èíäóöèðîâàííûå ãàçîâûì ïîòîêîì, â 
îòëè÷èå îò [2], ãäå îíè âõîäèëè â äèíàìè÷åñêèå 
êîýôôèöèåíòû, ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè íàãðóçêà-
ìè, äåéñòâóþùèìè íà ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç 
ðîòîðà è ñòàòîðà, ñîåäèíåííûõ ïîñðåäñòâîì 
ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ.

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ðîòîðà â âèäå äèñêà ñ ëî-
ïàòêàìè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3. Äèñê ðàññìà-
òðèâàåòñÿ êàê àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî, öåíòð 
ìàññ êîòîðîãî ñîâìåùåí ñ åãî ãåîìåòðè÷åñêèì 
öåíòðîì. Ëîïàòêè ñ÷èòàþòñÿ æåñòêèìè è ñî-
åäèíåíû ñ äèñêîì òîðñèîííûìè ïðóæèíàìè 
æåñòêîñòè ak  (ñì. ðèñ. 3). Ëîïàòêà ìîäåëèðóåò-
ñÿ ñòåðæíåì äëèíîé xL  â ðàäèàëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè è ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìè yL  (øèðèíà) 
âäîëü îñè äèñêà è h (òîëùèíà) â òàíãåíöèàëü-
íîì íàïðàâëåíèè. Ñâÿçü ìåæäó ñîñåäíèìè ëî-
ïàòêàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ 
ïðóæèí æåñòêîñòè ,tk  ðàçìåùåííûìè ìåæäó 
íèìè. Òàêèì îáðàçîì èìèòèðóþòñÿ óïðóãèå 
ñâîéñòâà äèñêà è ëîïàòîê â ðåàëüíûõ êîíñòðóê-
öèÿõ òóðáîäâèãàòåëåé ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ 
(ñì. ðèñ. 1 è 2).

Äëÿ îïèñàíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû áóäåì 
èñïîëüçîâàòü îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäè-
íàò, æåñòêî ñâÿçàííóþ ñ âðàùàþùèìñÿ äèñêîì, 
íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèòñÿ â åãî öåíòðå ìàññ.

Èçãèáíûå êîëåáàíèÿ j-îé ëîïàòêè îòíîñè-
òåëüíî åå íåäåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà 
äèñêå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

Ðèñ. 2. Äèñê ñ ëîïàòêàìè è ëàáèðèíòíûì
óïëîòíåíèåì òóðáîêîìïðåññîðà LOX äâèãàòåëÿ 

“Âóëêàí 2” ïðîèçâîäñòâà Fiat–Volvo

Ðèñ. 3. Ìîäåëü äèñêà ñ ëîïàòêàìè

 (1)

ãäå ,  r rM C  – ìàññà è ïðèâåäåííûé êîýôôèöè-
åíò äåìïôèðîâàíèÿ ëîïàòêè; jW  – òàíãåíöè-
àëüíîå ïåðåìåùåíèå êîíöà j-îé ëîïàòêè; jF  – 
ãàçîäèíàìè÷åñêèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà j-óþ 
ëîïàòêó ñî ñòîðîíû ëàáèðèíòà.

Ìîäåëü ñòàòîðà
Â ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ ðîòîðíûõ ñèñòåì, 

îñîáåííî â îáëåã÷åííûõ äâèãàòåëÿõ ëåòàòåëü-
íûõ àïïàðàòîâ, ïîä äåéñòâèåì ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèõ ñèë â óïëîòíåíèÿõ âîçìîæíî âîçáóæäå-
íèå óïðóãèõ êîëåáàíèé ñòàòîðà. Ñ öåëüþ ó÷åòà 
ýòèõ êîëåáàíèé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòàòîð ìî-
äåëèðóåòñÿ ãèáêèì êîëüöîì ñ íåðàñòÿæèìîé 
îñüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü 
ñâÿçàííîé ðîòîðíîé ñèñòåìû ñî ñëîæíûì äâè-
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æåíèåì öåíòðà ìàññ ñòàòîðà è ðàçëè÷íûìè 
ôîðìàìè åãî êîëåáàíèé.

Êàê è â ñëó÷àå æåñòêîãî ñòàòîðà [2], ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê, èñïîëüçóå-
ìûõ äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ãèáêîãî êîëüöà, 
îñòàåòñÿ òàêèì æå, êàê è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 
äàâëåíèÿ è îêðóæíûõ ñêîðîñòåé ãàçîâîãî ïîòîêà 
â óïëîòíåíèè. Òàíãåíöèàëüíîå ïåðåìåùåíèå 
( ),  v t ϕ  êîëüöà â çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé êîîð-

äèíàòû ϕ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

 
(2)

ãäå ( )iA t  è ( )iB t  – àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé, 
çàâèñÿùèå îò âðåìåíè è íîìåðà ôîðìû êîëåáà-
íèé; i – íîìåð òåêóùåé ôîðìû êîëåáàíèé; dN  –
êîíå÷íîå ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ôîðì êîëåáàíèé.

Ñ ó÷åòîì íåðàñòÿæèìîñòè îñè êîëüöà ñâÿçü 
ìåæäó òàíãåíöèàëüíûìè ( ),  v t ϕ  è ðàäèàëüíû-
ìè ( ),  u t ϕ  ïåðåìåùåíèÿìè èìååò âèä:

( ) ( ),  
,  .

v t
u t

∂ ϕ
ϕ =

∂ϕ

Êèíåòè÷åñêàÿ ( )sT  è ïîòåíöèàëüíàÿ ( )П s  ýíåð-
ãèè ñòàòîðà ìîãóò áûòü çàïèñàíû ñëåäóþùèì 
îáðàçîì:

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

0
22

3
( )0

1 ( ,  ) ( ,  )
2

1П

,

,  ,  ,
2

s s s

s
s

s

T S u t v t R d

EI u t u t d
R

π

π

⎡ ⎤= ρ ϕ + ϕ ϕ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= ϕ + ϕ ϕ⎢ ⎥∂ϕ⎣ ⎦

∫

∫  

(3)

ãäå ( )sI  è ( )sS  – ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè è 
ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòàòîðà ñîîòâåò-
ñòâåííî; ,  Eρ  – ïëîòíîñòü è ìîäóëü Þíãà ìà-
òåðèàëà ñòàòîðà ñîîòâåòñòâåííî; R( )s  – ñðåäíèé 
ðàäèóñ ñòàòîðà.

Ìîäåëü ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ
Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ñèë â 

ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ñè-
ñòåìû íåîáõîäèìà ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè, ïðåä-
ëîæåííîé ðàíåå â [4]. Ïðåäñòàâèì ëîïàòêè â âèäå 
ñåêòîðà êðóãà ñ çàçîðîì ìåæäó íèìè (ðèñ. 4).
Ãåîìåòðèÿ j-îé ëîïàòêè çàäàåòñÿ äâóìÿ íà-
ïðàâëÿþùèìè óãëàìè – 1jϕ  è 2.jϕ  Êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü âûøå, ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî òàíãåí-
öèàëüíîå ïåðåìåùåíèå êîíöà ëîïàòêè ( ),jw t  
âûçâàííîå åå êîëåáàíèÿìè êàê òâåðäîãî òåëà 
îòíîñèòåëüíî òî÷êè çàêðåïëåíèÿ.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ðàäèàëüíûé 

çàçîð ( ) ( )1 ,  ig t ϕ  ìåæäó êîíöàìè ëîïàòîê è ñòà-
òîðîì äîëæåí áûòü îïðåäåëåí â çàâèñèìîñòè 
îò óãëà ϕ ñ ó÷åòîì äâèæåíèÿ ñòàòîðà êàê æåñò-
êîãî öåëîãî ñ êîìïîíåíòàìè U è V:

 (4)

ãäå ( )0
ig  – íà÷àëüíûé çàçîð ìåæäó ðîòîðîì è 

ñòàòîðîì íàïðîòèâ i-îé ëîïàòêè.
Èñõîäÿ èç ðàíåå ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ 

î ôîðìå âûðàæåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàäèàëü-
íûé çàçîð, ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè 
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå ñîîòâåò-
ñòâåííî:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

1

cos sin ,

cos sin ,

d

d

N

i jci jsi
j

N

i jci jsi
j

P P t j P t j

V V t j V t j

=

=

= ϕ + ϕ

= ϕ + ϕ

∑

∑  

(5)

ãäå , jsi jciP  è , jsi jciV  – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ 
ïî ôîðìàì êîëåáàíèé äàâëåíèÿ è îêðóæíîé 
ñêîðîñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâåííî.

Óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è ðàâíîâåñèÿ ìî-
ìåíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå 
[2], èìåþò âèä:

 

(6)

Ðèñ. 4. Ìîäåëü äèñêà ñ ëîïàòêàìè
è ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì
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ãäå ( )0 ,iP  ( )0
iV  – äàâëåíèå è îêðóæíàÿ ñêîðîñòü 

â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè â i-îé ïîëîñòè; ( )0
iA  – 

ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîëîñòè; ( )0m  – 
ìàññîâûé ðàñõîä ãàçà â i-îé ïîëîñòè.

Êîýôôèöèåíòû jiG  è jiX  ÿâëÿþòñÿ ëèáî êîí-
ñòàíòàìè, ëèáî ïåðåìåííûìè íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4) è âûðàæåíèå (5) 
â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ (6) è ãðóïïè-
ðóÿ ñëàãàåìûå ïðè ñèíóñàõ è êîñèíóñàõ, ìîæíî 
èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü çàçîðà îò âðåìåíè è îò 
óãëà .ϕ  Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòå-
ìó èç 4 dN  óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó 
ãàçîâîãî ïîòîêà äëÿ êàæäîé ïîëîñòè ëàáèðèíò-
íîãî óïëîòíåíèÿ êîíöà ëîïàòêè è ñòàòîðà.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé 
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

    ,+ = +derB q C q A X A X  (7)
ãäå q – âåêòîð êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé ïîëíîé 
ñèñòåìû, ñîñòîÿùèé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé ñòàòîðà ( ),U t  ( ),V t  

( ),iA t  ( )iB t  è ðîòîðà ( );jw t  Õ – âåêòîð, ñî-
ñòîÿùèé èç êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé àìïëèòóä 
äàâëåíèé ( ,jciP  jsiP ) è ñêîðîñòåé ( ,jciV  jsiV ) â ëà-
áèðèíòíîì óïëîòíåíèè; Â, Ñ – ìàòðèöû êîí-
ñòàíò èëè ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ; 
À – òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîíñòàíò èëè 
ïåðåìåííûõ íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ; derА  – äè-
àãîíàëüíàÿ ìàòðèöà êîíñòàíò èëè ïåðåìåííûõ 
íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ; áóêâîé ñ òî÷êîé îáî-
çíà÷àåòñÿ âåêòîð ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò 
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.

Óðàâíåíèÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû
Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü 

óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà 2-ãî ðîäà äëÿ ðàññìà-
òðèâàåìîé çàäà÷è. Èñïîëüçóÿ ýíåðãåòè÷åñêèé 
ïîäõîä, ïîëó÷èì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, 
õàðàêòåðèçóþùèõ äèíàìèêó ñèñòåìû, â ìàòðè÷-
íîì âèäå:

,+ + =Mq Dq Kq F  (8)

ãäå Ì – ìàòðèöà ìàññ; F – âåêòîð âíåøíèõ ñèë 
îò ãàçîâîãî ïîòîêà â ëàáèðèíòíîì óïëîòíåíèè; 
K – ìàòðèöà æåñòêîñòè; D – ìàòðèöà äåìïôè-
ðîâàíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ïðîïîðöèî-
íàëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì êîýôôèöèåíòàì ìà-
òðèöû æåñòêîñòè K.

Êîìïîíåíòû âíåøíèõ ñèë îò âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ ëàáèðèíòíûì óïëîòíåíèåì â ñèñòåìå 
(8) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê èíòåãðàëû îò äàâ-
ëåíèÿ ïî îêðóæíîñòè ëàáèðèíòà:

 (9)

ãäå k – íîìåð ïîëîñòè; kS  – ïëîùàäü ïîëîñòè ëà-
áèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ êàæäîé ëîïàòêè; ( )1

kP  –
ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ 
â k-é ïîëîñòè; N

c
– ÷èñëî ïîëîñòåé; kn  – íîð-

ìàëü ê ïîâåðõíîñòè ðîòîðà â k-é ïîëîñòè.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (9) âûðàæåíèÿ (5) äëÿ 

ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ âîêðóã ðîòîðà è ïî-
ñëåäóþùåãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîìïîíåíòû âåê-
òîðà âíåøíèõ ñèë ïðèìóò âèä:

 

(10)

ãäå L – øèðèíà ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ; 

( ) ( )1 2 1 2,  ,  ,  ck j j sk j jf fϕ ϕ ϕ ϕ  – òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ãðàíè÷íûõ óãëî-
âûõ êîîðäèíàò ëîïàòîê.

Âûðàæåíèÿ (10) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ìà-
òðè÷íîé ôîðìå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè 
ïðè ñòåïåíÿõ ñâîáîäû ëàáèðèíòà Õ:

 ,= tF R X  (11)
ãäå tR  – ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùàÿ ñîáîé êîìáèíàöèþ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 
ôóíêöèé è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ëàáè-
ðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ôîðìå Êîøè 
áóäåò èìåòü âèä:

1 1 1

1 1 1

0 0
− − −

− − −

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥= − −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥−⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎩ ⎭

t

der der der

q I q
q M K M D M R q
X A B A C A A X

. (12)

Ìàòðèöà äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò-
íîé ïðèáëèæåíèÿ ( )2 2 2 .d bl d cN N N N⋅ + + ⋅ ⋅ , 
ãäå N

bl
 – ÷èñëî ëîïàòîê.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ
Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî íåâîçìóùåííî-

ãî äâèæåíèÿ áûëà èçó÷åíà â ñèñòåìå ñ ãèáêèì 
ñòàòîðîì 3dN =  ñ íåñêîëüêèìè óçëîâûìè äèà-
ìåòðàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ñòàòîð îáëàäàåò 
ôîðìîé äâèæåíèÿ êàê æåñòêîãî öåëîãî, äâóõëå-
ïåñòíîé è òðåõëåïåñòíîé ôîðìàìè êîëåáàíèé. 
Åñëè íà êîíöàõ ëîïàòêàõ îòñóòñòâóþò ëàáèðèíò-
íûå óïëîòíåíèÿ, ðîòîð è ñòàòîð íå ñâÿçàíû 
äðóã ñ äðóãîì, è âåêòîð âíåøíèõ ñèë íóëåâîé.
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Ðèñ. 5. Äèàãðàììà Êýìïáåëëà äëÿ ñèñòåìû (8) Ðèñ. 6. Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû (8)

Ðèñ. 8. Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû (12) äëÿ V0 = 0 ì/ñ

Ðèñ. 7. Äèàãðàììà Êýìïáåëëà ñèñòåìû (12) äëÿ V0 = 0 ì/ñ

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû (12) 
ïðîâîäèëîñü â ïàêåòå MatLab ïðè ñëåäóþùèõ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñòàòîðà è ðîòîðà: 

   
    

  
Ðîòîð è ñòàòîð èçãîòîâëåíû èç ñòàëè: 

ïëîòíîñòü  ìîäóëü Þíãà 
 è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà 

Äèàãðàììà Êýìïáåëëà è äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè 
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû (8) ïîêàçàíû íà ðèñ. 5 è 6. Åñëè ëàáèðèíò-
íîå óïëîòíåíèå ïðèñóòñòâóåò, óñòîé÷èâîñòü 
ðåøåíèé ïîëíîé ñèñòåìû (12) îïðåäåëÿåòñÿ ïî 
çíà÷åíèÿì äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé êîðíåé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû. 
Íàëè÷èå ëàáèðèíòíîãî óïëîòíåíèÿ ïðèâîäèò 
ê íåóñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî íåâîçìóùåí-
íîãî äâèæåíèÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7 è 8.

Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïîõîæà íà ïðåäñòàâëåí-
íóþ â ìîäåëè Øèëäñà [1] ñ äâèæåíèåì öåíòðà 
æåñòêîãî âàëà ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå. Â 
îòëè÷èå îò ìîäåëè Øèëäñà â äàííîé ìîäåëè
èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ôîðì êîëåáàíèé ñòà-
òîðà, êîòîðûå ïðè äàííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû 
òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü àíàëîãè÷íî ôîðìå äâèæå-
íèÿ òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî, íî ïðè áîëüøèõ 
óãëîâûõ ñêîðîñòÿõ âðàùåíèÿ ðîòîðà (ñì. ðèñ. 8).
Óñòîé÷èâîñòü òàêæå çàâèñèò îò ñêîðîñòè 
ïðåäçàêðóòêè ïîòîêà íà âõîäå â ëàáèðèíòíîå 
óïëîòíåíèå. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïàðàìåòðîâ 
ñèñòåìû, ñîíàïðàâëåííàÿ âðàùåíèþ ñêîðîñòü 
(ïî õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè) äåëàåò ñèñòåìó 
áîëåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè 
(ðèñ. 9), â òî âðåìÿ êàê ñêîðîñòü ïðåäçàêðó÷è-
âàíèÿ, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííàÿ âðàùå-
íèþ, ñìåùàåò êðèòè÷åñêóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ 
ââåðõ (ðèñ. 10).
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Ðèñ. 9. Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû (12) äëÿ V0 = –40 ì/ñ

Ðèñ. 10. Äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî ïîëèíîìà ñèñòåìû (12) äëÿ V0 = 40 ì/ñ

Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ñäåëàòü 

âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè 
ñèñòåì ñ ãèáêèì ñòàòîðîì â îòëè÷èå îò ìî-
äåëåé ñ æåñòêèìè ÷àñòÿìè, ïðåäëîæåííûìè 
ðàíåå. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ çàäàííûõ íà-
÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ óñòîé÷èâîñòü è íåóñòîé-
÷èâîñòü äàííîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ äâèæå-
íèåì ñòàòîðà êàê æåñòêîãî öåëîãî, òàê è åãî 
èçãèáíûìè ôîðìàìè êîëåáàíèé. Â ñâîþ î÷å-
ðåäü, òàíãåíöèàëüíîå ïåðåìåùåíèå ëîïàòîê íå 
îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà óñëîâèÿ 
óñòîé÷èâîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ñè-
ñòåìû ñèëüíî çàâèñèò îò ñêîðîñòè ïðåäçàêðó÷è-
âàíèÿ ãàçà íà âõîäå â ëàáèðèíòíîå óïëîòíåíèå.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïðåäîñòàâëÿåò èí-
ôîðìàöèþ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòè, âûçâàííîé ëàáèðèíòíûìè óïëîòíåíèÿìè â 
ñèñòåìàõ ñ ëîïàòêàìè. Åå ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
äëÿ áûñòðîãî ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ îöåíêè 

óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ êîíñòðóêöèé ðîòîð-
íûõ ñèñòåì ñ ëàáèðèíòàìè.
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