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Ââåäåíèå
Ðàçâèòèå ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè ðàçðóøå-

íèÿ òåñíî ñâÿçàíî ñ ôîðìèðîâàíèåì äâóõïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé è êðèòåðèåâ, êîòîðûå 
â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ðàçðóøå-
íèÿ, îïåðèðóþùåé ëèøü ñèíãóëÿðíîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû 
(íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòàìè èíòåíñèâíîñòè 
íàïðÿæåíèé), ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå òàêæå è íå-
ñèíãóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå – Ò-íàïðÿæåíèÿ. 
Ýòî îáóñëîâëåíî, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî èññëå-
äîâàíèÿ òðåùèíîñòîéêîñòè êîíñòðóêöèîííûõ 
ìàòåðèàëîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î çíà÷èòåëüíîì 
âëèÿíèè ãåîìåòðèè îáðàçöîâ, ñõåìû íàãðóæå-
íèÿ è òîëùèí íà õàðàêòåðèñòèêè òðåùèíîñòîé-
êîñòè. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ 
ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) â îêðåñò-
íîñòè âåðøèíû òðåùèíû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ 
ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàþò ïàðàìåòðû 
ëîêàëüíîãî ñòåñíåíèÿ äåôîðìàöèé, â òîì ÷èñëå 

íåñèíãóëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ íàïðÿæå-
íèé Ò

õõ
 è Ò

óó
 [1]. Èìåííî ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷è-

òåëüíîìó âëèÿíèþ äëèíû òðåùèíû, ãåîìåòðèè 
îáðàçöîâ è ñõåìû èõ íàãðóæåíèÿ íà ðàçìåð 
çîíû ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè â âåðøèíå òðå-
ùèíû, õàðàêòåðèñòèêè ñòàòè÷åñêîé òðåùèíî-
ñòîéêîñòè, çàêîíîìåðíîñòè ðîñòà óñòàëîñòíîé 
òðåùèíû è åå òðàåêòîðèþ [2–7]. Íèâåëèðîâàòü 
âûøåïðèâåäåííûå ýôôåêòû ïîçâîëÿåò ââåäå-
íèå â êðèòåðèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîãî ïàðàìåòðà, à èìåííî, íåñèíãóëÿðíûõ 
íàïðÿæåíèé [5–7].

Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå íåñèíãóëÿðíûõ íà-
ïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ðàñ÷åòà íà òðåùèíîñòîéêîñòü íà îñíîâå 
äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäîâ è êðèòåðèåâ. 
Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àëàñü â ðàçðàáîòêå ìåòîäè-
÷åñêîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ Ò-íàïðÿæåíèé, 
îáåñïå÷èâàþùåãî äîñòàòî÷íóþ äëÿ ïðàêòèêè 
òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ äàæå ïðè íàëè÷èè çíà÷è-
òåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ.
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Îöåíêà âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè
èñõîäíûõ äàííûõ íà òî÷íîñòü
îïðåäåëåíèÿ Ò-íàïðÿæåíèé
Â îáùåì ñëó÷àå ïîëå óïðóãèõ íàïðÿæåíèé 

â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû ñìåøàííîãî 
òèïà (I+II) ñ ó÷åòîì ïåðâûõ êîìïîíåíòîâ íå-
ñèíãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (Ò

xx
- è Ò

zz
-

íàïðÿæåíèé) èìååò ñëåäóþùèé âèä [8]:

(1)

Çäåñü x, y, z è r, θ, z – ëîêàëüíûå äåêàðòîâû 
è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ âåðøèíîé 
òðåùèíû Î (ðèñ. 1); ,I IIK K  – êîýôôèöèåíòû 
èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍ); σ

ij
 – êîìïî-

íåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé (i, j = x, y, z); zzε  –
äåôîðìàöèè âäîëü îñè z; Ò

xx
 – íàïðÿæåíèÿ, äåé-

ñòâóþùèå â íàïðàâëåíèè âîçìîæíîãî ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ òðåùèíû è îòðàæàþùèå ñòåñíåíèå 
äåôîðìàöèé ïåðåä åå ôðîíòîì; Ò

zz
 – íàïðÿæå-

íèÿ, äåéñòâóþùèå âäîëü îñè z è îòðàæàþùèå 
âëèÿíèå òîëùèíû îáðàçöîâ íà òðåùèíîñòîé-
êîñòü ìàòåðèàëà [9, 10]; E, μ – ìîäóëü óïðóãî-
ñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà.

Ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøå-
íèÿ IK  è ххТ  – íàïðÿæåíèé íà îñíîâå ÷èñëåííûõ 
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷, êàê 
ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ïðîöåäóðû ýêñòðàïîëÿ-
öèè èõ çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ ïî âçàèìíûì 
ñìåùåíèÿì òî÷åê ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ 
òðåùèíû â òî÷êó r = 0. Ïðè ýòîì IK  îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî èçâåñòíûì çàâèñèìîñòÿì [11]

 (2) Ðèñ. 1. Ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò,
ñâÿçàííûå ñ ôðîíòîì òðåùèíû

ãäå κ – êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò òèïà ÍÄÑ 
(ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ èëè ïëîñêîå íàïðÿæåí-
íîå ñîñòîÿíèå) è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà; 
G – ìîäóëü ñäâèãà;  – ñìåùåíèÿ âäîëü îñè y; 
À

1
 è B

1
 – êîýôôèöèåíòû ýêñòðàïîëèðóþùåé 

ïðÿìîé, îïðåäåëÿåìûå ïî âçàèìíûì ïåðåìå-
ùåíèÿì òî÷åê áåðåãîâ òðåùèíû äëÿ íåñêîëü-
êèõ çíà÷åíèé .jr r=

Îïðåäåëåíèå Ò
xx

-íàïðÿæåíèé âûïîëíÿåòñÿ 
ïî íàïðÿæåíèÿì íà áåðåãàõ òðåùèíû ïî ôîð-
ìóëå, ïîëó÷àåìîé èç ñîîòíîøåíèé (1)

1 .
2xx xx xxT

θ=−π θ=π
⎡ ⎤= σ + σ⎣ ⎦  (3)

Ïðè îïðåäåëåíèè Ò
xx

 íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ 
ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) 
èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ххσ  â óçëàõ 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè.

Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ 
ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé, òàê êàê ïðè 
ðàñ÷åòå ÍÄÑ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåê-
ñîâ îøèáêè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðå-
ìåùåíèé ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî ìàëûìè.

Â ñëó÷àÿõ, åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü K
I
 è 

Ò
xx

-íàïðÿæåíèÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ, êîãäà ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé âñåãäà èìåþò îïðåäåëåííûå ïîãðåøíîñòè, 
çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Ïðè ýòîì 
îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó íà ñâîáîäíûõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ T

zz
 = 0, ïðîáëåìû ñ èõ îïðåäåëåíèåì íà 

îñíîâå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
íå âîçíèêàåò.

Äàæå ïðè ïðèìåíåíèè ñîâðåìåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèé ïîëåé 
ïåðåìåùåíèé èëè äåôîðìàöèé (â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ìåòîäîâ ýëåêòðîííîé öèôðîâîé ñïåêë-
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èíòåðôåðîìåòðèè [12], êîððåëÿöèè öèôðîâûõ 
èçîáðàæåíèé [13] èëè ôîòîóïðóãèõ ïîêðûòèé 
[14]), îáåñïå÷èâàþùèõ âîçìîæíîñòü ïîëó÷å-
íèÿ çíà÷èòåëüíûõ ìàññèâîâ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé èíôîðìàöèè â âèäå äâóõ èëè òðåõìåðíûõ 
ïîëåé ïåðåìåùåíèé, äåôîðìàöèé èëè íàïðÿæå-
íèé, âñåãäà èìååò ìåñòî «èíñòðóìåíòàëüíàÿ» 
ïîãðåøíîñòü. Êðîìå òîãî, ïðè ïðîâåäåíèè èñ-
ñëåäîâàíèé íåïîñðåäñòâåííî íà íàòóðíûõ êîí-
ñòðóêöèÿõ èëè îáðàçöàõ ñ òðåùèíàìè âñåãäà 
èìååò ìåñòî ïîãðåøíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ òåì, 
÷òî ðåàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ çîíû òðåùèíû ìîæåò 
ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò èäåàëüíîé ìîäåëè 
ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçðåçà, ñîîòâåòñòâóþùåé 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î òðåùèíå.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ 
äàííûõ íà âåëè÷èíó Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé ìåòîäîì 

ýêñòðàïîëÿöèè áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷å-
òîâ ïî ÌÊÝ äëÿ ìîäåëüíîé êðàåâîé çàäà÷è î 
ñêâîçíîé òðåùèíå äëèíîé 2à â ïðÿìîóãîëüíîé 
ïëàñòèíå, íàãðóæåííîé íà ãðàíèöàõ áåçðàç-
ìåðíûìè íàïðÿæåíèÿìè ,  ,уу хх

∞ ∞σ = σ σ = λσ  ãäå 
λ – êîýôôèöèåíò äâóõîñíîñòè [1] (ðèñ. 2).

Â ðàñ÷åòíîé ìîäåëè ðàçìåðû ïëàñòèíû â íà-
ïðàâëåíèÿõ îñåé õ è ó ðàâíÿëèñü 20à, ÷òî ïðàê-
òè÷åñêè èñêëþ÷àëî âëèÿíèå ãðàíèö ïëàñòèíû 
íà ÍÄÑ â çîíå òðåùèíû. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ýòîé 
çàäà÷è òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå .IK a= σ π

Ðàñ÷åò ÍÄÑ ïðîâîäèëñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ïðîãðàììíîé ñðåäû ANSYSv14.5; èñïîëü-
çîâàëèñü ïëîñêèå ÷åòûðåõóçëîâûå ýëåìåíòû 
ïåðâîãî ïîðÿäêà PLANE 182. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè â 

óçëîâûõ òî÷êàõ ÊÝ-ñåòêè áûëà ðàçðàáîòàíà ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà â ìàòåìàòè÷åñêîì 
êîìïëåêñå Wolfram Mathematica.

Ôðàãìåíò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè äëÿ 
ðàñ÷åòíîé ÷àñòè ïëàñòèíû â îêðåñòíîñòè âåð-
øèíû òðåùèíû ïðèâåäåí íà ðèñ. 3, ãäå òàêæå 
ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè r

i
, 

èñïîëüçóåìûå â ïðîöåäóðå ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé.

Ðèñ. 2. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû ñ òðåùèíîé

Ðèñ. 3. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà â îêðåñòíîñòè 
âåðøèíû òðåùèíû è ðàñ÷åòíûå òî÷êè, èñïîëüçóåìûå 

ïðè îïðåäåëåíèè Ò
õõ

-íàïðÿæåíèé

Таблица 1
Влияние погрешности исходных данных на величину ххТΔ  (%)

при использовании метода экстраполяции
max
xxδσ , % λ = –1 λ = –0,5 λ = 0 λ = 0,5

0 4 4,5 2 10
10 39 8,7 3 27
15 58,5 15,4 4 36

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ â íàéäåí-
íûå «òî÷íûå» çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé * ( , ),хх х уσ  
èñïîëüçóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèè Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé 

(3), ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë âíî-
ñèëàñü ïîãðåøíîñòü (ñ çàäàííûì äèàïàçîíîì 
ðàçáðîñà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè max ).xxδσ  
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîãðåøíîñòè îöåíêè Ò

õõ
-

íàïðÿæåíèé  ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, ãäå 

 0
ххТ  – âåëè÷èíû 

íàïðÿæåíèé Ò
õõ

, ïðèâåäåííûå â [1].
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Àíàëèç ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 1 ðåçóëü-
òàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ 
äàííûõ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà òî÷íîñòü 
îïðåäåëåíèÿ Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé ìåòîäîì ýêñòðà-

ïîëÿöèè. Íàïðèìåð, ïðè äèàïàçîíå ðàçáðîñà 
ïîãðåøíîñòåé max 10%xxδσ =  â çàâèñèìîñòè îò 
âåëè÷èíû ïàðàìåòðà λ óêàçàííûå ïîãðåøíîñòè 
äîñòèãàþò íåäîïóñòèìûõ äëÿ ïðàêòèêè çíà÷å-
íèé (äî 27% ïðè λ = 0,5 è 39% ïðè λ = –1). Îòìå-
òèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû 

 âî âñåõ ñëó÷àÿõ íå ïðåâûøàëà 
âåëè÷èíû ðàçáðîñà ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ 
äàííûõ, ÷òî ñëåäóåò ïðèçíàòü ïðèåìëåìûì ðå-
çóëüòàòîì.

Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè 
ðàçðóøåíèÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè 
äâóõìåðíîãî ìàññèâà ïîëåé
íàïðÿæåíèé
Â îñíîâå èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà ëåæèò îïðå-

äåëåíèå èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ êàê êîýôôèöè-
åíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé (èëè 
íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé) ïî ñîáñòâåííûì 
ôóíêöèÿì ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè 
÷åðåç ôóíêöèè íàïðÿæåíèé äëÿ êëèíîâèäíûõ 
âûðåçîâ – ôóíêöèè Âèëüÿìñà [15]

( ) /2 1

1
,  ( )n

n
r r f

∞
+

=

Φ θ = θ∑ ; (4)

ãäå  – êîýôôèöèåíòû ïðè ñèììåòðè÷íîé 
è êîñîñèììåòðè÷íîé ñîñòàâëÿþùèõ ôóíêöèè 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðåøåíèåì íàïðÿæå-
íèÿ ххσ  îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

(5)

Èñêîìûå ïàðàìåòðû IK  è ,xxT  à òàêæå äðóãèå 
êîýôôèöèåíòû  íàõîäÿòñÿ èç 
óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî îò-
êëîíåíèÿ âåëè÷èí íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿåìûõ 
âûðàæåíèÿìè (5), îò èõ çíà÷åíèé â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òî÷êàõ, ïîëó÷åííûõ ïóòåì ðàñ÷åòîâ 
(èëè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåãèñòðàöèè) â çíà-
÷èòåëüíîì êîëè÷åñòâå òî÷åê (i N ) íà îñíîâå 
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îáëàñòüþ ëî-
êàëèçàöèè òî÷åê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ îêðåñò-
íîñòü âåðøèíû òðåùèíû min maxρ ≤ ρ ≤ ρ  (ðèñ. 4, 

).r aρ =  Ýòîò ïîäõîä ðàíåå óñïåøíî ïðèìåíÿë-
ñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ ïðè êîìáèíèðîâàí-
íîì íàãðóæåíèè [15, 16 è äð.], îäíàêî âîïðîñ 
îá îïðåäåëåíèè Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé íå ðàññìàòðè-

âàëñÿ. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó 
âêëàä íåñèíãóëÿðíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ íà-
ïðÿæåíèé (èëè ïåðåìåùåíèé) ñóùåñòâåííî 
ìåíüøå ñèíãóëÿðíîé, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé ìîæåò áûòü 

ñóùåñòâåííî âûøå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíî-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ.

Çàìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé ïîäõîä ôàêòè÷å-
ñêè ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî 
èñõîäíîé èíôîðìàöèè î ÍÄÑ àíàëèòè÷åñêîãî 
ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î òðåùèíå 
â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. 
Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ýêñòðàïîëÿöèè è äðóãèõ 
ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ñèíãó-
ëÿðíûõ è íåñèíãóëÿðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ 
íàïðÿæåíèé â âåðøèíå òðåùèíû, ýòîò ïîäõîä 
âïîëíå êîððåêòåí â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [15].

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òå-
ñòîâûõ çàäà÷, íà îñíîâå êîòîðûõ áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû íåêîòîðûå ìåòîäè÷åñêèå âîïðîñû: 
îïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé (ýêñïåðè-

Ðèñ. 4. Îêðåñòíîñòü âåðøèíû òðåùèíû è îáëàñòü 
ëîêàëèçàöèè òî÷åê, èñïîëüçóåìûõ ïðè îïðåäåëåíèè 

K
I
 è Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé
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ìåíòà èëè ðàñ÷åòà), âûáîð çîíû ëîêàëèçàöèè 
èñõîäíûõ äàííûõ, âûáîð êîëè÷åñòâà ó÷èòûâàå-
ìûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ N ôóíêöèè Âèëüÿìñà 
íà ïîëó÷àåìûå âåëè÷èíû K

I
 è T

xx
-íàïðÿæåíèé.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è 
(ñì. ðèñ. 2) â ïðîãðàììíîé ñðåäå ANSYS íà 
ÿçûêå APDL áûë ðàçðàáîòàí ìàêðîñ, ïåðåäàþ-
ùèé ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ â òåêñòîâûé 
äîêóìåíò, à çàòåì ðåàëèçóþùèé àëãîðèòì èç-
ëîæåííîãî ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðèëîæåíèÿ OriginPro.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ K

I
 è T

xx
 ñ òðå-

áóåìîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ äîñòàòî÷íî 
ó÷èòûâàòü òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé Âè-
ëüÿìñà; ïðè 3N >  äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ó÷è-
òûâàåìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (5) íå ïðèâîäèò ê èçìå-
íåíèþ ðåçóëüòàòîâ, ÷òî ãîâîðèò î åãî áûñòðîé 
ñõîäèìîñòè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà 
äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ïðè N = 4, 
ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî òî÷åê èñõîäíîé èíôîðìà-
öèè ïðèíèìàëîñü 40;i ≥  òî÷êè ðàñïîëàãàëèñü â 
çîíå 0,05 0,5;≤ ρ ≤  ðàñïðåäåëåíèå òî÷åê ïðèíè-
ìàëîñü áëèçêèì ê ðàâíîìåðíîìó.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáë. 2, ãäå  

 – òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÊÈÍ.
Èç òàáëèöû 2 ñëåäóåò, ÷òî îòíîñèòåëüíûå 

ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû èñêîìûõ 
ïàðàìåòðîâ (K

I
 è Ò

xx
) íå ïðåâûøàþò âåëè÷èí 

ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé èñõîäíûõ äàííûõ, 
÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâåííûõ 
ïðåèìóùåñòâàõ ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà ïåðåä 
ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ λ = –1 ïî-
ãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ K

I
 è Ò

xx
 áëèçêè ìåæäó 

ñîáîé.

Âëèÿíèå ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé â çîíå òðåùèíû
Îñíîâíûå òðóäíîñòè, êîòîðûå âîçíèêàþò 

ïðè ðàñ÷åòå ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøå-

íèÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
äàííûõ, ñâÿçàíû ñî ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè 
ôàêòîðàìè:

– ïîñêîëüêó â ðåàëüíîì ìàòåðèàëå â ïðèí-
öèïå íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñèíãóëÿð-
íîñòè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, â îêðåñò-
íîñòè âåðøèíû òðåùèíû âñåãäà èìååò ìåñòî 
ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà;

– ðåàëüíàÿ òðåùèíà â èññëåäóåìîì îáúåêòå 
(íàòóðíîì îáúåêòå èëè ìîäåëè) íå ÿâëÿåòñÿ 
èäåàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ðàçðåçîì, è â çîíå 
âåðøèíû òðåùèíû, êàê ïðàâèëî, èìååò ìåñòî 
ñêðóãëåíèå;

– â çîíå âûõîäà òðåùèíû íà ñâîáîäíóþ ïî-
âåðõíîñòü â îêðåñòíîñòè òî÷êè Î (ñì. ðèñ. 1) 
èìååò ìåñòî òðåõìåðíîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿ-
íèå, è àñèìïòîòèêà ÍÄÑ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè, îòëè÷íûìè îò ñîîòíîøåíèé (1) [17, 18].

Èç âûøåóêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé 
îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû âñåãäà èìåþò 
ìåñòî ñóùåñòâåííûå ïîãðåøíîñòè â âûïîë-
íåíèè óñëîâèé ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è (çàäà÷è 
î ìàòåìàòè÷åñêîì ðàçðåçå â óïðóãîì òåëå), è, 
ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ â ýòîé îá-
ëàñòè, ìîæåò ïðèâåñòè ê äîïîëíèòåëüíûì ïî-
ãðåøíîñòÿì â ðåçóëüòàòàõ. Ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà 
Ñåí-Âåíàíà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî min 3 ,ρ ≥ η  ãäå 

,  2h aη = η – áåçðàçìåðíàÿ øèðèíà òðåùèíû-
ðàçðåçà (èíà÷å, η – óñëîâíûé áåçðàçìåðíûé ðàäèóñ 
ñêðóãëåíèÿ âåðøèíû òðåùèíû, ñì. ðèñ. 4).

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ óêàçàííûõ ïîãðåø-
íîñòåé íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïà-
ðàìåòðîâ ðàññìîòðèì çàäà÷ó (ñì. ðèñ. 2) äëÿ 
ñëó÷àÿ, êîãäà â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû 
âîçíèêàåò ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà. Ìàòåðèàë – àëþ-
ìèíèåâûé ñïëàâ Ä16Ò. Äèàãðàììà äåôîðìèðî-
âàíèÿ ìàòåðèàëà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.

Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü äëÿ äâóõ âåëè÷èí íà-
ãðóçîê  (ïðè ýòîì 0)хх

∞σ =  ïðè ïîñëåäîâà-
òåëüíîì óâåëè÷åíèè âåëè÷èíû íàãðóçêè σ äî 
òåõ ïîð, ïîêà ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà èíòåí-

Таблица 2
Влияние погрешности исходных данных ( ) при определении
KI и Тхх-напряжений методом разложения по функциям Вильямса

max
xхδσ , %

λ = –1 λ = –0,5 λ = 0 λ = 0,5

0 2,0 3,7 0,9 4,0 0,9 0,4 0,6 3,6
10 4,0 9,1 5,2 6,4 8,5 7,0 3,0 5,5
15 4,4 11,8 10,7 10,8 11,3 8,5 5,0 6,6
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ñèâíîñòè äåôîðìàöèé â òî÷êå *,   = 0ρ = ρ θ  íå 
äîñòèãàëà çíà÷åíèÿ 0,2%. Ðàññìàòðèâàëèñü äâà 
ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðûõ áåçðàçìåðíûå ðàäèóñû 
ïëàñòè÷åñêîé çîíû äîñòèãàëè çíà÷åíèé *

1 0,1ρ =  
è *

2 0,2ρ =  (ñì. ðèñ. 4). Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ 
ïîëåé îïðåäåëÿëèñü K

II
 è Ò

õõ
 ìåòîäîì ðàçëî-

æåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Âèëüÿìñà. Â êà÷åñòâå èñ-
õîäíîé èíôîðìàöèè èñïîëüçîâàëèñü ðàñ÷åòíûå 
âåëè÷èíû íàïðÿæåíèé ххσ  â 40 òî÷êàõ, ðàñïî-
ëîæåííûõ â îáëàñòÿõ min max ,ρ ≤ ρ ≤ ρ  .−π < θ < π

Таблица 3
Оценка влияния размера пластической зоны на погрешности определения  и 

*ρ max
xxδσ , %

max 0,5ρ = max 0,65ρ =

minρ 0 0,02 0,03 0,07 0,10 0,15 0,2 0,25

0,1

0
61 48 42 21 9 6 7 13

56 52 51 44 23 19 17 18

5%
62 50 44 22 9,8 7 10 10

57 55 53 46 20 16 14 15

10%
58 44 47 28 14 12 10 12

53 57 56 48 29 12 13 13

0,2

0
51 24 45 25 12 0 4 10

26 7 49 46 27 21 19 19

5%
53 26 46 26 13 3 7 11

29 17 51 49 32 23 20 15

10%
54 28 29 30 10 5 10 11

29 25 54 51 3 24 21 20

Ðèñ. 5. Äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà Ä16Ò

Ïðè âû÷èñëåíèÿõ K
I
 è Ò

õõ
 èñïîëüçîâàëèñü 

ðàçëè÷íûå îáëàñòè èñõîäíûõ äàííûõ: ìèíè-
ìàëüíûé ðàäèóñ ýòîé îáëàñòåé èçìåíÿëñÿ â 
ïðåäåëàõ min 0,25;0 ≤ ρ ≤  äëÿ min 0,20 ≤ ρ ≤  ìàê-
ñèìàëüíûé ðàäèóñ ïðèíèìàëñÿ max 0,5;ρ =  äëÿ 

min 0,25ρ =  ïðèíèìàëñÿ max 0,65.ρ =  Ðåçóëüòàòû 
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 3, à òàêæå íà ðèñ. 6.

Ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 3 ðàñ÷åòíûå äàííûå 
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-
íûõ îöåíîê èñêîìûõ âåëè÷èí, òàê êàê çíà÷åíèÿ 
èñïîëüçóåìûõ ïðè ðàñ÷åòàõ K

I
 è Ò

õõ
 âåëè÷è-

íû íàïðÿæåíèé  «íàçíà÷àëèñü» ñ ïî-
ìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â çàäàííîì 
äèàïàçîíå max .xxδσ  Ñîîòâåòñòâåííî, ðåçóëüòàòû 
ïîâòîðíûõ ðåøåíèé çàäà÷è ïðè îäíèõ è òåõ æå 
ïàðàìåòðàõ max ,xxδσ  min max,  ρ ρ  ìîãóò ïðèâîäèòü ê 
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ 
âåëè÷èíà äèàïàçîíà ðàçáðîñà ïîãðåøíîñòåé 

max
xxδσ  ïðèíèìàëàñü ïî îòíîøåíèþ ê ðàñ÷åò-

íûì íàïðÿæåíèÿì * ( , )xx х уδσ  â òî÷êàõ, èñïîëü-
çóåìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî â òî÷êàõ, 
ðàñïîëîæåííûõ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè 

Ïðèìå÷àíèå: 1. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå âåëè÷èíû  è .
2.  < 0 ïðè   > 0 ïðè   < 0 ïðè 
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Ðèñ. 6. Âëèÿíèå ðàçìåðîâ ïëàñòè÷åñêîé çîíû è îáëàñòè ëîêàëèçàöèè èñõîäíûõ äàííûõ
íà îïðåäåëåíèå K

I
 è Ò

xx
 : ,  

îò âåðøèíû òðåùèíû, àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü 
áóäåò çíà÷èòåëüíîé, ÷òî ïðè ðåøåíèè íåëè-
íåéíîé çàäà÷è ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøåìó 
óðîâíþ ïîãðåøíîñòåé. Èç ðèñóíêà 6 ñëåäóåò, 
÷òî ãðàíèöåé óêàçàííîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ âå-
ëè÷èíà 0,03.ρ ≈

Ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ ìî-
äåëüíûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî 
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Èñêëþ÷åíèå íåêîòîðîé çîíû (ðàäèóñ êîòî-
ðîé ìåíüøå ðàäèóñà çîíû ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé) èç îáëàñòè, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ, â öåëîì ïðèâîäèò 
ê óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ.

2. Ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïàðà-
ìåòðîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ðàçìåðà çîíû 
ïëàñòè÷íîñòè è â ìåíüøåé ñòåïåíè ñâÿçàíà ñ 
âåëè÷èíîé ïîãðåøíîñòè èñõîäíîé èíôîðìàöèè.

3. Íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé âåëè÷èíû ∧ρ > ρ , ïðè 
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ∗ρ  çíà÷åíèÿ èñêîìûõ 
ïàðàìåòðîâ íå èçìåíÿþòñÿ: â ðàññìîòðåííûõ 
ñëó÷àÿõ 0,14∧ρ ≈  ïðè 0,1∗ρ =  è 0,18∧ρ ≈  ïðè 

0,2.∗ρ =  Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåííîå ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äàííûõ ïðè ∧ρ > ρ  àíàëèòè÷åñêîå 
ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â âèäå ðàçëî-
æåíèÿ ïî ôóíêöèÿì Âèëüÿìñà ïîçâîëÿåò ïðà-
âèëüíî îïèñàòü ÍÄÑ âî âñåé îáëàñòè .∗ρ ≥ ρ

4. Âåëè÷èíû  è  ïîëó÷åííûå íà îñíîâå 
îáðàáîòêè äàííûõ, ëîêàëèçîâàííûõ â îáëàñòè 

max ,∗ρ ≤ ρ ≤ ρ  ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå 
ïðèáëèæåííûõ îöåíîê èñêîìûõ áåçðàçìåðíûõ 
ïàðàìåòðîâ  è  êîòîðûå áû èìåëè ìåñòî 
â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåêòå, èçãîòîâëåííîì èç 
èäåàëüíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà.

5. Âåëè÷èíó ∧ρ = ρ  ìîæíî ïðèáëèæåííî 
ñ÷èòàòü ðàäèóñîì çîíû, ãäå èìåþò ìåñòî ñóùå-
ñòâåííûå ïîãðåøíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è 
(ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-
ìàöèé, íåñîâåðøåíñòâàìè ãåîìåòðèè çîíû 
âåðøèí òðåùèíû è äð.).

Çàêëþ÷åíèå
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êðàòêî 

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìîäåëü-

íûõ çàäà÷ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïîãðåø-
íîñòåé èñïîëüçóåìûõ äàííûõ î íàïðÿæåíèÿõ â 
çîíå âåðøèíû òðåùèíû ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè 
ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíî-
ñòÿì îïðåäåëåíèÿ Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîá-
ñòâåííûì ôóíêöèÿì ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè 
óïðóãîñòè î êëèíîâèäíûõ âûðåçàõ (ôóíêöèÿì 
Âèëüÿìñà), îñíîâàííûé íà ìàòåìàòè÷åñêîé îáðà-
áîòêå äâóõìåðíîãî ìàññèâà èíôîðìàöèè â âèäå 
ïîëåé íàïðÿæåíèé â çîíå òðåùèíû, îáåñïå÷è-
âàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé 

ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðàêòèêè òî÷íîñòüþ äàæå 
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ïðè íàëè÷èè çíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòè èñ-
õîäíûõ äàííûõ.

3. Ïðè ðàñ÷åòå ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêèõ äå-
ôîðìàöèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû 
ïðåäëîæåí ñïîñîá ïðèáëèæåííîé îöåíêè ðàäè-
óñà ïëàñòè÷åñêîé çîíû, à òàêæå ñïîñîá îöåíêè 
óñëîâíûõ âåëè÷èí K

I
 è Ò

õõ
-íàïðÿæåíèé, êîòî-

ðûå áû èìåëè ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåê-
òå èç èäåàëüíî óïðóãîãî ìàòåðèàëà.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî õîòÿ, êàê îò-
ìå÷åíî âûøå, òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ÊÈÍ è 
Ò-íàïðÿæåíèé ìåòîäîì ýêñòðàïîëÿöèè ïî 
ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé, òî è 
â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåí-
íûì ôóíêöèÿì èìååò î÷åâèäíîå ïðåèìóùå-
ñòâî â ñèëó êîððåêòíîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è è, 
ñîîòâåòñòâåííî, óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìîãî 
ðåøåíèÿ (ýòî, â ÷àñòíîñòè, ïîäòâåðæäàåòñÿ âû-
âîäàìè 3 è 4). Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî áóäåò 
ó÷òåíî ïðè ðàçðàáîòêå ñïåöèàëèçèðîâàííîé 
ïðîãðàììû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ è 
íåñèíãóëÿðíûõ êîìïîíåíò ïîëÿ íàïðÿæåíèé â 
âåðøèíå òðåùèíû.
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