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GENERALIZED MODEL OF VIBRATIONAL NONLINEAR 
MECHANICS AND RELATIONSHIP BETWEEN MECHANICAL 
SYSTEM VIBRATION FREQUENCY AND ANGULAR RATE
OF PENDULUM ROTATION
A. Artyunin, A. Khomenko., S. Eliseev, Julia Ermoshenko

In this article, generalized model of vibrational mechanics is obtained as a system of differential equations. The 
generalized problem of nonlinear vibration mechanics is formulated. Special cases of considered problem are 
the following: effect of Sommerfeld, phenomenon of stability of the upper position of the pendulum on a vibrating 
base, the crawling phenomenon of pendulum at the resonant frequencies of the mechanical system, automatic 
balancing phenomenon, etc. The experimental results of the mechanical system oscillation frequency effect on 
pendulum angular motion are presented.

Keywords: non-linear mechanics, dynamic model, differential equations, mechanical system, resonant frequency, 
pendulum.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÂÈÁÐÀÖÈÎÍÍÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ 
ÌÅÕÀÍÈÊÈ È ÝÔÔÅÊÒ «ÇÀÑÒÐÅÂÀÍÈß» ÌÀßÒÍÈÊÀ
ÍÀ ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ ×ÀÑÒÎÒÀÕ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

À.È. Àðòþíèí, À.Ï. Õîìåíêî, Ñ.Â. Åëèñååâ, Þ.Â. Åðìîøåíêî

Ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü âèáðàöèîííîé ìåõàíèêè, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ
å  äâèæåíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à âèáðàöèîííîé íåëèíåéíîé 
ìåõàíèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêò Çîììåðôåëüäà, ÿâëåíèå óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî 
ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè, ýôôåêò «çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíèêà 
íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ÿâëåíèå àâòîìàòè÷åñêîé áàëàí-
ñèðîâêè è äðóãèå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè äâèæåíèÿ îáîáùåííîé äèíàìè÷å-
ñêîé ìîäåëè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ýôôåêòà 
«çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíèêîâ íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ ìåõàíèêà, äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, äèôôåðåíöèàëüíûå 
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Ââåäåíèå
Ñðåäè çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé 

âûäåëÿåòñÿ îñîáûé êëàññ, ãäå âíåøíÿÿ èëè 
âíóòðåííÿÿ âèáðàöèÿ èçìåíÿåò õàðàêòåð äâè-
æåíèÿ, ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ íîâûõ çîí 
óñòîé÷èâîñòè è èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ïåðå-
ðàñïðåäåëåíèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Ïðèìåðîì èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ìîæíî 
ñ÷èòàòü èññëåäîâàíèÿ èçâåñòíûõ â íåëèíåéíîé 
ìåõàíèêå ýôôåêòîâ è ÿâëåíèé: ýôôåêòà Çîì-
ìåðôåëüäà [1], ÿâëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî 
ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà íà âèáðèðóþùåì îñíîâà-
íèè [2, 3], ÿâëåíèÿ ñèíõðîíèçàöèè è «çàõâàòû-

âàíèÿ» âðàùàþùèõñÿ íåóðàâíîâåøåííûõ ðîòî-
ðîâ, óñòàíîâëåííûõ íà îáùåì óïðóãîîïåðòîì 
îñíîâàíèè [4], ýôôåêòà «çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíè-
êîâ íà êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòÿõ âðàùàþùåãîñÿ 
ðîòîðà [5].

Àíàëèç äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé è äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóåìûõ ïðè 
èññëåäîâàíèè âûøåóïîìÿíóòûõ ÿâëåíèé, ïî-
êàçàë, ÷òî îíè èìåþò ñõîäíóþ ñòðóêòóðó. À, 
ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîèòü îáîáùåííóþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü 
è âûâåñòè äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ åå 
äâèæåíèÿ, ÷òîáû íà ýòîé îñíîâå ñôîðìóëè-
ðîâàòü îáîáùåííóþ çàäà÷ó âèáðàöèîííîé
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Ðèñ. 1. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü
âèáðàöèîííîé íåëèíåéíîé ìåõàíèêè

íåëèíåéíîé ìåõàíèêè, ãäå ïåðå÷èñëåííûå 
âûøå ÿâëåíèÿ è ýôôåêòû áóäóò ïðîÿâëÿòüñÿ â 
âèäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – ñôîðìóëèðîâàòü 
îáîáùåííóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîé âèáðàöèîííîé 
ìåõàíèêè íà îñíîâå âèáðàöèîííîé äèíàìè÷å-
ñêîé ìîäåëè è ïðåäñòàâèòü âíèìàíèþ íàó÷íîãî 
ñîîáùåñòâà íîâîå ÿâëåíèå â ìåõàíèêå – ýôôåêò 
«çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíèêà íà ðåçîíàíñíûõ ÷à-
ñòîòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ïîñòðîåíèå è îïèñàíèå äâèæåíèÿ 
îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè
Â êà÷åñòâå îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé 

ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåõàíè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó ñëåäóþùåãî òèïà. Ìàññèâíûé 
êîðïóñ, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé àáñîëþòíî 
òâåðäîå òåëî, óêðåïëåí íà íåïîäâèæíîì îñíî-
âàíèè ñ ïîìîùüþ óïðóãî-äåìïôåðíûõ îïîð. Â 
êîðïóñå æåñòêî çàêðåïëåí ýëåêòðîäâèãàòåëü, 
íà âàëó êîòîðîãî ñ âîçìîæíîñòüþ ñâîáîäíîãî 
âðàùåíèÿ óñòàíîâëåíû äâà ìàÿòíèêà îäèíàêî-
âîé ìàññû è äëèíû (ðèñ. 1).

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ äèíàìè÷åñêîé 
ìîäåëè â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âû-
áåðåì: õ, ó – êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ êîðïóñà 
è ñòàòîðà ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, îòñ÷èòûâàåìûõ 
â íåêîòîðîé íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò 
õÎó, çàôèêñèðîâàííîé â ïëîñêîñòè ïðè ïîëîæå-
íèè ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ êîðïóñà è ñòàòî-
ðà ýëåêòðîäâèãàòåëÿ; ϕ – óãîë ïîâîðîòà ðîòîðà 
ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, îòñ÷èòûâàåìûé îò ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè; 1 2,  ϕ ϕ  – óãëû ïîâîðîòà ìàÿòíèêîâ, 
îòñ÷èòûâàåìûõ îò èõ íèæíåãî ïîëîæåíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Ì – îáùàÿ ìàññà êîð-
ïóñà è ñòàòîðà ýëåêòðîäâèãàòåëÿ; Ì

1
, J – ìàññà 

è îñåâîé ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà ýëåêòðîäâèãà-
òåëÿ; m, l – ìàññà è äëèíà ìàÿòíèêà; ñ

õ
, ñ

ó
 – êî-

ýôôèöèåíòû æåñòêîñòè óïðóãèõ îïîð êîðïóñà; 
b

x
, b

y
 – êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ óïðóãèõ 

îïîð; k – êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ äâèæåíèþ 
ìàÿòíèêîâ îòíîñèòåëüíî âàëà ðîòîðà; å – ýêñ-
öåíòðèñèòåò ìàññû ðîòîðà; Ì (ϕ) – õàðàêòåðè-
ñòèêà äâèãàòåëÿ ñ ó÷åòîì ñîïðîòèâëåíèÿ L(φ).

Äëÿ âûâîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 
îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå âûáðàííîé îáîáùåí-
íîé âèáðàöèîííîé ìîäåëè, èñïîëüçóåì óðàâíå-
íèå Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà â âèäå:

ãäå T – êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; Ï – ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ; iQ  – îáîáùåííàÿ ñèëà; Ô – äèññè-
ïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ; iq  – îáîáùåííàÿ êîîðäèíà-
òà; t – âðåìÿ.

Äëÿ âûáðàííîé ìîäåëè â êà÷åñòâå íåçàâèñè-
ìûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïðèíèìàåòñÿ:

1 2 3 4 1 5 2,  ,  ,  ,  .q x q y q q q= = = ϕ = ϕ = ϕ
Âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îáîá-

ùåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èìååò âèä:

ãäå кT  – êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîðïóñà íà óïðó-
ãèõ îïîðàõ; Ò

ð
 – êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðîòîðà; 

Ò
1ì

, Ò
2ì

 – êèíåòè÷åñêèå ýíåðãèè ìàÿòíèêîâ.
Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè 

îáîáùåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èìååò âèä:
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ãäå оП  – ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè 
óïðóãèõ îïîð; кП  – ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ 
ñèëû òÿæåñòè êîðïóñà ñî ñòàòîðîì; рП  – ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèëû òÿæåñòè ðîòîðà 
ýëåêòðîäâèãàòåëÿ; Ï

1ì
; Ï

2ì
 – ïîòåíöèàëüíûå 

ýíåðãèè ñèë òÿæåñòè ìàÿòíèêîâ.
Çà îáîáùåííóþ ñèëó Q ïðèìåì ìîìåíò-

íóþ õàðàêòåðèñòèêó ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, ò.å. 
( ).Q Mϕ = ϕ

Ïîëàãàÿ, ÷òî ñîïðîòèâëåíèå íîñèò õàðàêòåð 
«âÿçêîãî» òðåíèÿ, äèññèïàòèâíóþ ôóíêöèþ Ô 
ïðåäñòàâèì â âèäå:

Òîãäà, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé Ëàãðàíæà, ñè-
ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùèõ äâèæåíèå îáîáùåííîé âèáðàöèîííîé 
ìîäåëè íåëèíåéíîé ìåõàíèêè, ïðèìåò âèä:

 (1)

Ïðè âûâîäå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) áûëî 
ó÷òåíî, ÷òî å2 – âåëè÷èíà âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-
ëîñòè.

×àñòíûå ñëó÷àè îáîáùåííîé
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè
Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïÿòè íåëèíåéíûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîå è âòîðîå 
óðàâíåíèÿ ãëàâíûì îáðàçîì îïèñûâàþò äâèæå-
íèå êîðïóñà ñ ýëåêòðîäâèãàòåëåì ñ ó÷åòîì âëè-
ÿíèÿ íåóðàâíîâåøåííîñòè ðîòîðà è âðàùåíèÿ 
ìàÿòíèêîâ; òðåòüå óðàâíåíèå, âêëþ÷àþùåå â 
ñåáÿ õàðàêòåðèñòèêó ýëåêòðîäâèãàòåëÿ, îïèñû-
âàåò âðàùåíèå ðîòîðà c ó÷ёòîì êîëåáàòåëüíîãî 
äâèæåíèÿ êîðïóñà, à ÷åòâåðòîå è ïÿòîå óðàâíå-
íèÿ îïèñûâàþò äâèæåíèå ìàÿòíèêîâ ñ ó÷åòîì 
òàêæå êîëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîðïóñà.

Â äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ 
ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ìîäåëüþ äëÿ 
öåëîãî êëàññà çàäà÷ âèáðàöèîííîé íåëèíåéíîé 
ìåõàíèêè, ðàññìîòðèì äàëåå ñëåäóþùèå ÷àñò-
íûå ñëó÷àè.

1. Åñëè èñêëþ÷èòü èç ìîäåëè ìàÿòíèêè, òî 
óðàâíåíèÿ (1) ïðèìóò âèä:

(2)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) îïèñûâàåò äâèæåíèå 
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåé âûÿâèòü 
ýôôåêò Çîììåðôåëüäà [1].

2. Åñëè ïîëîæèòü, ÷òî îäèí èç ìàÿòíèêîâ 
îòñóòñòâóåò, à äðóãîé (îñòàâøèéñÿ) ìîæåò âðà-
ùàòüñÿ áåç òðåíèÿ, òî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî 
ðîòîð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ ,ϕ = ω  ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:

 (3)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) îïèñûâàåò äâèæåíèå 
ìàÿòíèêà íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè. ßâëå-
íèå óñòîé÷èâîñòè òàêîãî ìàÿòíèêà â âåðõíåì 
ïîëîæåíèè èññëåäîâàëè Ï.Ë. Êàïèöà è Â.Í. ×å-
ëîìåé [2, 3].

3. Åñëè â äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èñêëþ÷èòü 
îäèí èç ìàÿòíèêîâ è íåóðàâíîâåøåííîñòü 
ðîòîðà, òî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðîòîð âðàùàåòñÿ ñ ïî-
ñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ,ϕ = ω  ïîëó÷èì 
ñèñòåìó óðàâíåíèé â âèäå:

 (4)

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòà «çàñòðåâàíèÿ» 
ìàÿòíèêà íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ êîðïóñà.
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Ðèñ. 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòà «çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíèêà 

íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

4. Åñëè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) èñêëþ÷èòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðîòîðà, òî, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðîòîð 
âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ,ϕ = ω  ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä:

 (5)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5) ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòà àâòîìàòè÷åñêîé áà-
ëàíñèðîâêè, ò.å. ýôôåêòà êîìïåíñàöèè íåóðàâíîâåøåííîñòè ðîòîðà ìàññîé 1M  è ýêñöåíòðèñèòåòà 
å ñ ïîìîùüþ äâóõ ìàÿòíèêîâ ìàññîé m è äëèíîé l êàæäûé [4].

5. Åñëè èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) èñêëþ÷èòü âðàùåíèå ðîòîðà, òî óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä:

 (6)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîçâîëèò 
èçó÷àòü ÿâëåíèÿ ñàìîñèíõðîíèçàöèè ìàÿòíè-
êîâ (çàäà÷à Õ. Ãþéãåíñà) [5].

Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ñëó÷àè äàþò îñíî-
âàíèå ñ÷èòàòü, ÷òî âûáðàííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ 
ìîäåëü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé, 
à äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ åё äâèæåíèÿ 
ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ èçó÷åíèÿ öåëîãî êëàññà 
çàäà÷ òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé.

Òîãäà îáîáùåííóþ çàäà÷ó âèáðàöèîííîé 
íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà îñíîâå èçó÷åíèÿ îáîá-
ùåííîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, êà÷åñòâåííîãî 
è êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåøåíèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ åå äâè-
æåíèå, íàéòè îáùèå çàêîíîìåðíîñòè äâèæåíèÿ 
íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âèáðàöè-
îííîãî òèïà è îïðåäåëèòü ìåõàíèçì âëèÿíèÿ 
âèáðàöèîííûõ ïðîöåññîâ íà óñòîé÷èâîñòü äâè-
æåíèÿ è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ìåõàíè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Ýôôåêò «çàñòðåâàíèÿ» ìàÿòíèêà
íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì âëèÿíèÿ âèáðàöèè 

íà äèíàìèêó ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ìîãóò 
ñëóæèòü ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ýôôåêòà «çàñòðå-
âàíèÿ» ìàÿòíèêà íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà, íà êîòîðîé 
ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ, èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2 

è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåêòðîäâèãàòåëü 1, çà-
êðåïëåííûé íà ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå 2, êî-
òîðàÿ ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ïðóæèí 3 êðåïèòñÿ 
íà íåïîäâèæíîì îñíîâàíèè 4. Íà âàëó ýëåêòðî-
äâèãàòåëÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ìàÿòíèê 5, êîòîðûé 
ñîñòîÿë èç øïèëüêè ñ ðåçüáîé äëÿ íàâåøèâà-
íèÿ ãðóçîâ, ìåòàëëè÷åñêîãî êîëüöà è ïîäøèï-
íèêà êà÷åíèÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàñ÷ёòíûì è ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì ïóòåì íàõîäèëèñü ñîáñòâåííûå ÷à-
ñòîòû êîëåáàíèé èññëåäóåìîé ìåõàíè÷åñêîé 
ñèñòåìû. Ðàñ÷ёòíûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé íàõîäèëèñü â ðåçóëüòàòå ðå-
øåíèÿ ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêîé ìîäåëè, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 1, áåç ìàÿò-
íèêîâ. Ïîëó÷åíû èõ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

Èìåþùàÿñÿ â ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïîãðåøíîñòü 
ñâÿçàíà ñ ïîãðåøíîñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî 
îïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ äèíàìè÷åñêîé 
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Ðèñ. 3. Ñïåêòðîãðàììà çàòóõàþùèõ
êîëåáàíèé, èçìåðåííûõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà,

óñòàíîâëåííîãî íà êðàþ ìåòàëëè÷åñêîé
ïëàñòèíû â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè:

ÑÏÓ – ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü óñêîðåíèÿ

Ðèñ. 4. Çàêîíû èçìåíåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà 
ïðè èçìåíåíèè ìîìåíòà èíåðöèè ìàÿòíèêà:
à – ml2 = 256,8 ã·ñì2; á – ml2 = 351,2 ã·ñì2;
â – ml2 = 432,4 ã·ñì2; ã – ml2 = 570,6 ã·ñì2

à             á             â             ã

ìîäåëè (æåñòêîñòè ïðóæèí, ìîìåíòà èíåðöèè 
ìàññû, ðàçìåðîâ).

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé èñïîëüçîâàëñÿ 
ìíîãîôóíêöèîíàëüíûé èçìåðèòåëüíûé êîì-
ïëåêñ «Òåíçîð-ÌÑ». Âèáðîäàò÷èêè ÂÄ65 ýòîãî 
êîìïëåêñà ñ ïîìîùüþ ìàãíèòîâ êðåïèëèñü íà 
ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíå 2 (ñì. ðèñ. 2). Äëÿ 
çàïèñè âåðòèêàëüíûõ êîëåáàíèé äàò÷èê êðå-
ïèëñÿ â öåíòðå ïëàñòèíû ïîä ýëåêòðîäâèãàòå-
ëåì, äëÿ çàïèñè ïîâîðîòíûõ êîëåáàíèé – â âåð-
òèêàëüíîì íàïðàâëåíèè íà êðàþ ïëàñòèíû, äëÿ 
çàïèñè ãîðèçîíòàëüíûõ êîëåáàíèé – â òîðöå 
ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû. Ïîñëå âîçáóæäåíèÿ 
çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ çàïèñûâàëèñü è îáðàáà-
òûâàëèñü íà êîìïüþòåðå êàê âî âðåìåííîì, òàê 
è â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå. Íà ðèñóíêå 3 ïðèâå-
äåíà îäíà èç ñïåêòðîãðàìì ðàñïðåäåëåíèÿ êî-
ëåáàíèé â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå (ñïåêòðàëüíàÿ 
ïëîòíîñòü), êîãäà äàò÷èê áûë óñòàíîâëåí íà 
êðàþ ìåòàëëè÷åñêîé ïëàñòèíû â âåðòèêàëüíîì 
íàïðàâëåíèè è íà êîòîðîé ïðîÿâèëèñü âñå òðè 
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé 
ñèñòåìû.

Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
êîëåáàíèé èññëåäóåìîãî îáúåêòà:

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ïåðâîé ÷àñòîòå ïðîèñ-
õîäÿò â îñíîâíîì ãîðèçîíòàëüíûå êîëåáàíèÿ 
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íà âòîðîé – âåðòèêàëü-
íûå, à íà òðåòüåé – óãëîâûå êîëåáàíèÿ âîêðóã 
îñè, ïàðàëëåëüíîé îñè âðàùåíèÿ äâèãàòåëÿ.

Ñóòü îñíîâíîãî ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àëàñü 
â èññëåäîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèÿ óãëîâîé 
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà â çàâèñèìîñòè îò 
èçìåíåíèÿ åãî ìîìåíòà èíåðöèè (ml2) ïðè âðàùå-
íèè ðîòîðà ýëåêòðîäâèãàòåëÿ ñ ïîñòîÿííîé íî-
ìèíàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ n

p
= 1500 îá/ìèí

( f
ð
 = 25 Ãö). Èçìåðåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ìà-

ÿòíèêà ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîãî 
òàõîìåòðà ÄÎ-03-04 (ñì. ðèñ. 2).

Â ýêñïåðèìåíòå ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíè-
êà èçìåíÿëñÿ çà ñ÷ёò íàâåøèâàíèÿ äîïîëíè-
òåëüíûõ ãðóçîâ è âàðüèðîâàëñÿ â äèàïàçîíå 
çíà÷åíèé îò 256,8 ã·ñì2 äî 603,2 ã·ñì2. Ïðè 
çíà÷åíèè ìîìåíòà èíåðöèè 256,8 ã·ñì2 ìàÿò-
íèê çà ñ÷åò ñèë òðåíèÿ âðàùàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ
n

ì
1438=  îá/ìèí ( f

ì
24=  Ãö), áëèçêîé ê óãëî-

âîé ñêîðîñòè ðîòîðà (ðèñ. 4, à). Ïðè èçìåíåíèè 
ìîìåíòà èíåðöèè ìàÿòíèêà îò 325,8 ã·ñì2 äî 
399,3 ã·ñì2 óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàÿòíè-

êà ñîñòàâëÿëà n
ì

1007=  îá/ìèí ( f
ì 16,8=  Ãö)

(ðèñ. 4, á). Ýòî çíà÷åíèå áëèçêî ê çíà÷åíèþ 
òðåòüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû ( 3 18f =  Ãö).

Â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè 
ìàÿòíèêà îò 419,3 ã·ñì2 äî 531,3 ã·ñì2 óãëî-
âàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà ñîñòàâëÿëà
n

ì 882=  îá/ìèí ( f
ì

14,7=  Ãö) (ðèñ. 4, â). Ýòî 
çíà÷åíèå áëèçêî ê çíà÷åíèþ âòîðîé ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû 
( 2 15,3f =  Ãö). Ïðè çíà÷åíèè ìîìåíòà èíåðöèè 
ìàÿòíèêà îò 542,4 ã·ñì2 äî 603,2 ã·ñì2 ìàÿòíèê 
ïîñëå òîë÷êà ñòàë âðàùàòüñÿ ñ óãëîâîé ñêîðî-
ñòüþ n

ì
378=  îá/ìèí ( f

ì
6,3=  Ãö) (ðèñ. 4, ã). 

Ýòî çíà÷åíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, áëèçêî ê çíà÷å-
íèþ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé
( 1 6,0f =  Ãö).
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Таблица 1
Значения собственных частот колебаний

механической системы и частот вращения маятника

Название f1, Гц f2, Гц f3, Гц

Расчетная собственная частота
колебаний механической системы 7,1 16,5 18,2

Экспериментальная собственная частота 
колебаний механической системы 6,0 15,3 18,0

Частота вращения маятника (fм, Гц) 6,3 14,7 16,8

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìîìåíòàõ èíåðöèè, áîëü-
øèõ 492,0 ã·ñì2, ìàÿòíèê ìîã ðàñêðóòèòüñÿ äî 
ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè òîëüêî ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì âíåøíåì òîë÷êå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îáùàÿ ïîãðåøíîñòü 
ýêñïåðèìåíòà íå ïðåâûøàåò 2%.

Èç ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò 
âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà è çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (òàáë. 1) 
ñëåäóåò, ÷òî ïðè îäíîé è òîé æå ñêîðîñòè (íî-
ìèíàëüíîé) âðàùåíèÿ ðîòîðà (25 Ãö) ýëåêòðî-
äâèãàòåëÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà â çà-
âèñèìîñòè îò åãî ìîìåíòà èíåðöèè ìàÿòíèêà ñ 
òî÷íîñòüþ ýêñïåðèìåíòà ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç 
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé 
ñèñòåìû. Ýòîò ýôôåêò âîçíèêàåò âñëåäñòâèå 
âëèÿíèÿ âèáðàöèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íà 
âðàùåíèå ìàÿòíèêà ïðè îïðåäåëёííîì ñîîòíî-
øåíèè ìåæäó ìîìåíòîì òðåíèÿ â åãî îïîðå è 
åãî ìîìåíòîì èíåðöèè.

Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ìîæíî òàêæå 
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íåò ÷åòêîé 
ãðàíèöû ìåæäó ðåæèìàìè äâèæåíèÿ ìàÿòíè-
êà, òàêîé, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè îäíîì çíà÷åíèè 
ìîìåíòà èíåðöèè ìàÿòíèêà îí âðàùàåòñÿ ñ 
îäíîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, à ïðè ìàëîì èçìåíå-
íèè åãî ìîìåíòà èíåðöèè – ñ äðóãîé. Ìåæäó 
îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñó-
ùåñòâóþò îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Â äàííîì 
ýêñïåðèìåíòå ýòè îáëàñòè íàõîäèëèñü ìåæäó 
ïðèâåäåííûìè äèàïàçîíàìè èçìåíåíèÿ ìîìåí-
òà èíåðöèè ìàÿòíèêà. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ïåðâî-
íà÷àëüíî ïðîèñõîäÿò õàîòè÷íûå èçìåíåíèÿ 
óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà, çíà÷åíèÿ êîòîðîé 
â äàëüíåéøåì ìîãóò îêàçàòüñÿ êàê â îäíîì äèà-
ïàçîíå óñòîé÷èâîé ðàáîòû, òàê è â äðóãîì.

2. Îòìåòèì, ÷òî åñëè â îäíîì èç îïûòîâ ìà-
ÿòíèê ïîïðèäåðæàòü, äàòü âîçìîæíîñòü ðîòîðó 

ðàçîãíàòüñÿ äî ðàáî÷åé óãëîâîé ñêîðîñòè è 
ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ìàÿòíèê îòïóñòèòü, 
òî îí ðàçãîíèòñÿ è áóäåò âðàùàòüñÿ ñ óãëîâîé 
ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê îäíîé èç ðåçîíàíñíûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Íå-
îäíîêðàòíûå ïîâòîðåíèÿ ýòîãî îïûòà ïðèâîäÿò 
ê îäíîìó è òîìó æå ðåçóëüòàòó: ðîòîð âðàùà-
åòñÿ ñî ñâîåé óãëîâîé ñêîðîñòüþ, à ìàÿòíèê – 
ñî ñâîåé. Â êàêîé-òî ñòåïåíè ðåçóëüòàòû ýòîãî 
ýêñïåðèìåíòà äàþò îñíîâàíèÿ îòíåñòè åãî ê 
êàòåãîðèè òàêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ìîæíî áûëî 
áû óñëîâíî íàçâàòü ïðîÿâëåíèåì «ïàìÿòè» ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ìî-

äåëåé è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè-
ñûâàþùèõ ýôôåêò Çîììåðôåëüäà, ÿâëåíèå 
óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ìàÿòíèêà 
íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè, ýôôåêò àâòîìàòè-
÷åñêîé áàëàíñèðîâêè, ÿâëåíèå ñèíõðîíèçàöèè  
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è äðóãèå, ïðåäëîæåíà 
îáîáùåííàÿ ìîäåëü âèáðàöèîííîé íåëèíåéíîé 
ìåõàíèêè, ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ýòîé ìîäåëè è ïîêàçàíî, ÷òî âûøåóïîìÿ-
íóòûå ýôôåêòû è ÿâëåíèÿ ìîãóò áûòü ÷àñòíû-
ìè ñëó÷àÿìè åё äèíàìèêè.

Ñôîðìóëèðîâàíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à âèáðà-
öèîííîé íåëèíåéíîé ìåõàíèêè, çàêëþ÷àþùàÿ-
ñÿ â òîì, ÷òî íà îñíîâå èçó÷åíèÿ îáîáùåííîé 
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, êà÷åñòâåííîãî è êîëè-
÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ åё äâèæåíèå, 
ìîæíî íàéòè îáùèå çàêîíîìåðíîñòè äâèæåíèÿ 
íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì âèáðàöè-
îííîãî òèïà è îïðåäåëèòü ìåõàíèçì âëèÿíèÿ 
âèáðàöèîííûõ ïðîöåññîâ íà óñòîé÷èâîñòü äâè-
æåíèÿ è ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ìåõàíè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ.
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