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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ñîçäàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íàèáîëåå îïàñíûõ ìåõàíèçìîâ 
âîçáóæäåíèÿ ïó÷êîâ òðóá, à òàêæå ñîçäàíèþ íàäåæíûõ ðàñ÷åòíûõ ìåòîäîâ äëÿ 
ðåàëèçàöèè ýòèõ ìîäåëåé. Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, êîòîðàÿ 
íåîáõîäèìà äëÿ îïèñàíèÿ íàèáîëåå îïàñíîãî ìåõàíèçìà âîçáóæäåíèÿ – ãèäðîóïðóãîãî 
âîçáóæäåíèÿ, áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ðàçðàáîòàííîé àâòîðàìè ìàòåìàòè÷åñêîé 
ìîäåëè âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïó÷êà óïðóãèõ òðóá ïðè îáòåêàíèè âíåøíèì ïîïåðå÷íûì 
ïîòîêîì. Çàäà÷à èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìà âîçáóæäåíèÿ ñâåäåíà ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè 
íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òðóá, êîòîðûé ïðîâîäèòñÿ ïðè äîïóùåíèè î 
ëèíåéíîñòè äåñòàáèëèçèðóþùèõ ñèë. Íà îñíîâàíèè òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, 
âûðàæåííîå ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû, è ïîëó÷åíî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé 
ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ òðóáíîãî ðÿäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèäðîóïðóãîå âîçáóæäåíèå, êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ, 
ñðûâíîå îáòåêàíèå, ìåòîä âÿçêèõ âèõðåâûõ äîìåíîâ, ãèäðîóïðóãàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, 
ìàòðèöà ãèäðîóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ìàòðèöà âëèÿíèÿ).

HYDROELASTIC EXCITATION
OF TUBE-BUNDLE MECHANISM ANALYSIS
S.M. Kaplunov, N.G. Valles, O.A. Marchevskaya, A.V. Samolysov

The work is devoted to creation of mathematical models for the most dangerous tube bundles oscillation excitation 
mechanisms as well as to creation of reliable computation methods for these models description. Method of 
critical velocity determination which is necessary for description of the most dangerous excitation mechanism – 
hydro-elastic excitation – is based on application of created by authors mathematical model for elastic tube 
bundle oscillations in external cross flow. The task of excitation mechanism investigation is reduced to elastic 
tubes unperturbed state stability analyses which is conducted with the assumption of destabilizing forces linearity. 
On the base of mathematical model of theoretical investigation the stability condition is expressed through the 
dimensionless system parameters (mass, damping and velocity) was received.

Keywords: hydro-elastic excitation, critical flow velocity, shedding flow, viscous vortex domains method, hydro-
elastic instability, hydro-elastic interaction matrix.
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Ââåäåíèå
Îáòåêàåìûé ïîòîêîì æèäêîñòè ïó÷îê 

òðóáîê ÿâëÿåòñÿ òèïîâûì ýëåìåíòîì òåïëîîá-
ìåííûõ àïïàðàòîâ ýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê 
ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ. Òåïëîîáìåííûå ïó÷êè 
ïîäâåðæåíû âèáðàöèÿì, êîòîðûå âîçáóæäàþò-
ñÿ âûñîêîñêîðîñòíûì ïîòîêîì òåïëîíîñèòåëÿ. 
Èíòåíñèâíûå âèáðàöèîííûå íàãðóçêè ìîãóò 

ñòàòü ïðè÷èíîé ïîâðåæäåíèÿ èëè ðàçðóøåíèÿ 
òðóáîê ïó÷êà, ïðèâåñòè ê àâàðèè è ïðîäîëæè-
òåëüíîìó ïðîñòîþ îáîðóäîâàíèÿ. Ðåàëüíûé 
òåïëîîáìåííûé ïó÷îê – ñèñòåìà îäèíàêîâûõ 
ïðîñòðàíñòâåííî èçîãíóòûõ ìíîãîïðîëåò-
íûõ òðóáîê, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ âíóòðåí-
íèìè è âíåøíèìè ïîòîêàìè òåïëîíîñèòåëÿ. 
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äâèæåíèå òðóáîê ïó÷êà 
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ìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ áàëî÷íîé ìîäåëè Áåð-
íóëëè – Ýéëåðà. Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí 
ñëó÷àé ïîïåðå÷íîãî îáòåêàíèÿ ïó÷êà, êîòîðûé 
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøóþ îïàñíîñòü ñ òî÷êè 
çðåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ èí-
òåíñèâíûõ êîëåáàíèé. Òàêîé òèï îáòåêàíèÿ 
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â òåïëîîáìåííèêàõ ðàçëè÷-
íîãî íàçíà÷åíèÿ.

Ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì [1], äî 30% 
îñòàíîâîê ýíåðãåòè÷åñêèõ áëîêîâ ïðîèñõîäèò 
âñëåäñòâèå ïîëîìîê îáîðóäîâàíèÿ òåïëîîá-
ìåííûõ àïïàðàòîâ, êîòîðûå îáóñëîâëåíû èí-
òåíñèâíûìè âèáðàöèÿìè òåïëîîáìåííûõ òðóá 
è òðóáíûõ ïó÷êîâ, êàê íàèáîëåå íàãðóæåííûõ 
ýëåìåíòîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòóàëüíîé ñòàíî-
âèòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-
ëåé, ïîçâîëÿþùèõ àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññû 
ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ãèäðîäèíàìè÷åñêè 
âîçáóæäàåìûõ âèáðàöèé òðóáíûõ ïó÷êîâ.

Îêîí÷àòåëüíûé âûâîä î ïðèãîäíîñòè ïðåä-
ëàãàåìûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàñ÷åòà 
êîëåáàíèé è èõ àäåêâàòíîñòè äëÿ ðåàëüíûõ 
êîíñòðóêöèé ìîæíî ñäåëàòü èñêëþ÷èòåëüíî íà 
îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà íàòóðíûõ ïîëíîìàñ-
øòàáíûõ èëè ôðàãìåíòàðíûõ ìîäåëÿõ.

Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
ìîæíî âûäåëèòü îñíîâíûå ìåõàíèçìû ãèäðî-
äèíàìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ âèáðàöèè ïó÷êà 
òðóá – ýòî ïåðèîäè÷åñêèé âèõðåâîé îòðûâ, 
êîòîðûé äåéñòâóåò â óçêîì äèàïàçîíå ñêîðî-
ñòåé ïîòîêà è ìîæåò ïðèâåñòè ê èíòåíñèâíûì 
âèáðàöèÿì, è ãèäðîóïðóãîå âîçáóæäåíèå, ïðî-
ÿâëåíèå êîòîðîãî íåäîïóñòèìî ñ òî÷êè çðåíèÿ 
âèáðîíàäåæíîñòè ïó÷êà. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè 
ñèñòåìû òðóáîê ïðè èõ ãèäðîóïðóãîì âîçáóæ-
äåíèè âîçíèêàåò ïî äîñòèæåíèè íåêîòîðîé 
êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïîòîêà, è ïî ìåðå åå 
äàëüíåéøåãî ïîâûøåíèÿ èõ àìïëèòóäà ñòàíî-
âèòñÿ íåäîïóñòèìî áîëüøîé, ÷òî íåèçáåæíî 
ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ òðóá è âñåé êîíñòðóê-
öèè òåïëîîáìåííîãî àïïàðàòà. Ïîýòîìó êðèòè-
÷åñêàÿ ñêîðîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîçíèêíî-
âåíèþ ãèäðîóïðóãîé íåóñòîé÷èâîñòè, ÿâëÿåòñÿ 
÷ðåçâû÷àéíî âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ ïðî-
åêòèðîâùèêîâ òåïëîîáìåííèêîâ ïðè âûáîðå 
íîðìàëüíîãî ðåæèìà ðàáîòû óñòàíîâêè. Áîëü-
øèíñòâî êðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ðàíåå áûëî 
îñíîâàíî íà èçâåñòíîì ñîîòíîøåíèè Êîííîðñà 
[2]. Îäíàêî ñóùåñòâóþò ïóáëèêàöèè, ñîäåðæà-
ùèå è ðÿä òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Èõ ìîæíî 
ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû:

1) ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè, íå òðåáóþ-
ùèå íèêàêèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î ãè-
äðîäèíàìè÷åñêèõ ñèëàõ [3];

2) ðàñ÷åòíûå ìîäåëè, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäè-
ìû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ ñèëàõ, ëèáî ïîëíûå äàííûå î íåñòàöèîíàð-
íûõ ñèëàõ [4, 5], ëèáî äàííûå î ñòàöèîíàðíûõ, 
óñðåäíåííûõ ïî âðåìåíè ñèëàõ [6].

Êàê ïðàâèëî, îöåíêè êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé 
ïîòîêà, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì îïûò-
íûõ äàííûõ î êîýôôèöèåíòàõ íåñòàöèîíàðíûõ 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, ëó÷øå ñîãëàñóþòñÿ ñ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîðîãîâûõ 
ñêîðîñòåé âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. 
Îäíàêî èç-çà ÷ðåçìåðíîãî îáúåìà ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
òàêèõ îöåíîê, îíè âðÿä ëè ìîãóò áûòü ââåäåíû 
â ïðàêòèêó.

Îïðåäåëåííîãî óñïåõà óäàëîñü äîáèòüñÿ 
ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàçèñòàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ 
òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ 
ëèøü îñðåäíåííûå ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòû 
ñòàòè÷åñêèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è èõ ïðî-
èçâîäíûå ïî äâóì âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûì 
êîîðäèíàòàì. Íî äàæå â ýòèõ ìåòîäàõ îáúåì 
èñõîäíîé îïûòíîé èíôîðìàöèè ÷ðåçìåðíî 
âåëèê, òàê êàê ãèäðîäèíàìè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû äëÿ êàæäîãî êîí-
êðåòíîãî òèïà ïó÷êà è êàæäîãî çíà÷åíèÿ øàãà 
ìåæäó òðóáàìè.

Îòñþäà î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ 
÷èñòî òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Íà ñåãîäíÿ ïî-
äîáíûå ìîäåëè ïîçâîëèëè äîáèòüñÿ ëèøü îãðà-
íè÷åííûõ óñïåõîâ, ïðè÷åì âñå îíè òðåáóþò 
îïðåäåëåíèÿ èç ýêñïåðèìåíòîâ îäíîé î÷åíü 
âàæíîé õàðàêòåðèñòèêè – ôàçîâîãî ñäâèãà ìåæäó 
äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåùåíèåì è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì èçìåíåíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë.

Â ðàáîòå [6] âûáðàí ïðîìåæóòî÷íûé ïîäõîä: 
çäåñü ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà îïðåäåëèòü êðèòè-
÷åñêóþ ñêîðîñòü ïîòîêà äëÿ ïó÷êà óïðóãèõ öè-
ëèíäðîâ ïóòåì àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè îäíîãî 
óïðóãîãî öèëèíäðà, ðàñïîëîæåííîãî ñðåäè 
æåñòêèõ öèëèíäðîâ. Òàêîìó ïîäõîäó åñòü òåî-
ðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå. 
Â ðàáîòàõ [7, 8] ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, 
÷òî îòäåëüíûé óïðóãèé öèëèíäð, ðàñïîëîæåí-
íûé â ñåðåäèíå ïó÷êà æåñòêèõ öèëèíäðîâ, ñòà-
íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïî÷òè ïðè òîé æå ñêîðî-
ñòè ïîòîêà, ÷òî è â ïó÷êå óïðóãèõ öèëèíäðîâ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé, ïðèíÿòîé â 
áîëüøèíñòâå òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò, ê ãèäðîó-
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ïðóãîìó âîçáóæäåíèþ ïðèâîäèò ëèíåéíîå ãè-
äðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êî-
ëåáëþùèìèñÿ òðóáàìè ïó÷êà. Ãèäðîóïðóãîå 
âîçáóæäåíèå ïðîèñõîäèò â òîé îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ ñèñòåìû, ãäå èìååò ìåñòî íåóñòîé÷è-
âîñòü óïðóãèõ òðóá ïó÷êà â íåâîçìóùåííîì 
ñîñòîÿíèè. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîóïðóãîãî ìåõà-
íèçìà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé òðóáíîãî ïó÷êà, 
íà îñíîâå êîòîðîé ìîæíî ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå 
ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ìíîãî-
êîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ñ âåðèôèêàöèåé ïîëó-
÷åííûõ äàííûõ. Êðîìå ýòîãî, ïîñòàâëåíà çàäà÷à 
ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíîé ìåòîäèêè ïðîâåäåíèÿ 
àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ 
êîíñòðóêöèé òðóáíûõ ïó÷êîâ â ïîòîêå ñðåäû 
è îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè 
îáòåêàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïó÷êîâ

Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà ïî èññëåäîâàíèþ 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë
Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ãèäðîóïðóãîãî âîçáóæ-

äåíèÿ ÷àñòî ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåííîé ãèïîòåçû, ñîãëàñíî 
êîòîðîé ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, 
ãäå äåéñòâóåò äàííûé ìåõàíèçì âîçáóæäåíèÿ, 
ïðîèñõîäÿò àâòîêîëåáàíèÿ òðóáíîãî ïó÷êà ñ 
ìÿãêèì âîçáóæäåíèåì. Íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ âîç-
íèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé ýòîãî òèïà ìîæåò 
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè 
íåâîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òðóáîê 
ïó÷êà. Ïîñêîëüêó àìïëèòóäà àâòîêîëåáàíèé ïðè 
ãèäðîóïðóãîì âîçáóæäåíèè íàðàñòàåò ïðè íå-
çíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, â ïåðâóþ 
î÷åðåäü ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà, òî 
îïðåäåëåíèå ãðàíèöû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íå-
âîçìóùåííîãî ñîñòîÿíèÿ îñåâûõ ëèíèé òðóáîê 
ïó÷êà äàåò ïðàêòè÷åñêè äîñòàòî÷íóþ èíôîðìà-
öèþ î ãèäðîóïðóãîì âîçáóæäåíèè. Äàííàÿ ãèïî-
òåçà ïîëîæåíà â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 
ãèäðîóïðóãîãî âîçáóæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîóïðóãîãî ìåõàíèçìà âîç-
áóæäåíèÿ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî 
ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
ñèëàõ, äåéñòâóþùèõ íà òðóáêè ïðè ïîïåðå÷-
íîì îáòåêàíèè ïó÷êà.

Â ðàáîòå [9] ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå âû-
ðàæåíèÿ äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, íà îñíî-
âàíèè êîòîðûõ ïðîâåäåí àíàëèç äèíàìèêè 

ïó÷êà óïðóãèõ òðóá è ñäåëàí âûâîä î íåïðè-
ãîäíîñòè áåçîòðûâíîé ñõåìû îáòåêàíèÿ äëÿ 
èññëåäîâàíèÿ ãèäðîóïðóãîãî ìåõàíèçìà âîç-
áóæäåíèÿ. Äëÿ òå÷åíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ â ðå-
àëüíûõ òåïëîîáìåííûõ ïó÷êàõ (õàðàêòåðíûé 
äèàïàçîí ÷èñåë Ðåéíîëüäñà (Re) îò 103 äî 105) 
ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ îòðûâíîå îáòåêàíèå 
òðóáîê. Äîêàçàíî, ÷òî ÿâëåíèå îòðûâà è íàëè-
÷èå âèõðåâîãî ñëåäà çà îáòåêàåìûìè òðóáêàìè 
èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè 
äåñòàáèëèçèðóþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë 
è äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ãè-
äðîóïðóãîãî âîçáóæäåíèÿ. Ïîýòîìó îñíîâíûì 
ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ ñòàë ÷èñëåííûé ýêñïå-
ðèìåíò, ïðîâîäèìûé ìåòîäîì âÿçêèõ âèõðåâûõ 
äîìåíîâ [10–12].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ ïó÷êîâ 
òðóá â ëèíåéíîé îáëàñòè, ñîñòîÿùèõ èç N 
óïðóãèõ òðóá, ïîïåðå÷íî îáòåêàåìûõ ïîòîêîì 
æèäêîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëèíà òðóáêè l 
ñóùåñòâåííî áîëüøå ðàäèóñà R è ìåæòðóáíûõ 
ðàññòîÿíèé, à êîëåáàíèÿ êàæäîé òðóáû ìîãóò 
ïðîèñõîäèòü ïî îäíîé èç ïåðâûõ ôîðì èçãèá-
íûõ êîëåáàíèé ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ïî-
ðÿäêà l âäîëü îñè z, ïàðàëëåëüíîé îñÿì òðóá. 
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðè ðàñ÷åòå ðàñïðåäåëåí-
íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë â êàæäîì ñå÷åíèè 
z = const äàåò îñíîâàíèå ïîëàãàòü ñå÷åíèå ïëî-
ñêèì, ò.å. ðàññìàòðèâàòü ïåðåìåííóþ z êàê ïà-
ðàìåòð.

Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîó-
ïðóãîãî âîçáóæäåíèÿ è ÷èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò ïðîâîäèëèñü íà äàííîì ýòàïå äëÿ òðåõ 
òðóáîê ñ êðóãëûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì, ðàñ-
ïîëîæåííûõ â ðÿäó ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîòîêó. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ãèäðîäèíàìè÷åñêî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ áûëè ïðîâåäåíû ñåðèè âû-
÷èñëåíèé íåñòàöèîíàðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
ñèë, ãäå â êàæäîì âàðèàíòå òîëüêî îäèí èç ïðî-
ôèëåé òðóáîê ñîâåðøàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëå-
áàíèÿ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé àìïëèòóäîé 
A

x
, A

y
 â íàïðàâëåíèè îñåé X è Y ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïðèìåð ïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà 
ñ ïîïåðå÷íûìè ñå÷åíèÿìè òðåõ òðóáîê ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1. Çäåñü b – øàã ìåæäó îñÿìè 
òðóá, R – ðàäèóñ ïðîôèëÿ òðóáêè, X è Y – îñè 
ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè îáòåêàåìûõ 
ïðîôèëåé.

Âàðüèðóÿ áåçðàçìåðíóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé 
òðóáîê ω

j
, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä çàâèñèìîñòåé 

ïî âðåìåíè êîìïîíåíòîâ ìàòðèöû ãèäðîóïðó-
ãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ τ( )C  îò ω

j
. Ïðèìåð îäíîé 
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Ðèñ. 1. Ïðèìåð ïîñòàíîâêè ÷èñëåííîãî
ýêñïåðèìåíòà ìåòîäîì âÿçêèõ âèõðåâûõ äîìåíîâ

Ðèñ. 2. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ãèäðîóïðóãîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçìåðíîñòüþ (6×6) äëÿ ðÿäà èç òðåõ 

òðóá â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè τ

èç çàâèñèìîñòåé ïðèâåäåí íà ðèñ. 2, ãäå îáî-
çíà÷åíî: Ñ

2x2y
 – êîýôôèöèåíò ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà âòîðîé öèëèíäð â 
íàïðàâëåíèè îñè Õ, îò êîëåáàíèé âòîðîãî öè-
ëèíäðà â íàïðàâëåíèè îñè Y; Ñ

2x2x
 – êîýôôèöè-

åíò ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà 
âòîðîé öèëèíäð â íàïðàâëåíèè îñè Õ, îò êîëå-
áàíèé âòîðîãî öèëèíäðà â íàïðàâëåíèè îñè X.

Ïîñëå ðàñ÷åòà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, äåé-
ñòâóþùèõ íà êàæäóþ èç òðóáîê, ñ ïîìîùüþ 
íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ñîñòàâèòü 
ìàòðèöó ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñâÿçè, 
êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé 
ãèäðîóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îíà áóäåò îá-
ëàäàòü äîñòàòî÷íîé èíôîðìàöèåé î ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ ñèëàõ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè 
ïó÷êà.

Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé ðàñ÷åòíîé ñõåìå 
àâòîðàìè ñîçäàíà îðèãèíàëüíàÿ âû÷èñëè-
òåëüíàÿ ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü 
ðàñ÷åò ïðîäîëæèòåëüíûõ ðåàëèçàöèé çàâè-
ñèìîñòåé ïî âðåìåíè íåñòàöèîíàðíûõ ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèõ ñèë ïðè îòðûâíîì îáòåêàíèè 
ñèñòåìû êðóãîâûõ ïðîôèëåé, êîëåáëþùèõñÿ 
ïî çàäàííîìó çàêîíó (ñì. ðèñ. 1). Ñ ïîìîùüþ 

ýòîé ïðîãðàììû ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííûå ýêñ-
ïåðèìåíòû, â êîòîðûõ îïðåäåëÿëèñü ìàòðèöû 
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ êîí-
êðåòíûõ ïó÷êîâ òðóá.

Ïîäîáèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû â èññëå-
äóåìîì è ìîäåëüíîì ïó÷êàõ îáåñïå÷èâàåòñÿ 
ãåîìåòðè÷åñêèì ïîäîáèåì ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-
íèÿ è áëèçîñòüþ ÷èñåë Re, à òàêæå ðàâåíñòâîì 
ñðåäíåðàñõîäíîé ñêîðîñòè ïîòîêà â ìèíèìàëü-
íîì çàçîðå ìåæäó ñîñåäíèìè òðóáêàìè.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû îñíîâíûå çàêî-
íîìåðíîñòè ïðîÿâëåíèÿ ãèäðîóïðóãîãî ìåõà-
íèçìà âîçáóæäåíèÿ â ïó÷êàõ. Èìåþùèåñÿ â ëè-
òåðàòóðå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëåäóþò èç 
ïðåäëîæåííîé àâòîðàìè, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ 
óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî 
âèäà ìàòðèöû, ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé 
ñâÿçè [13].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ãèäðîóïðóãîãî ìåõàíèçìà
âîçáóæäåíèÿ òðóáíîãî ïó÷êà
Èñïîëüçóÿ äàííûå, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå 

[14], èçãèáíûå êîëåáàíèÿ êàæäîé òðóáêè â æèä-
êîñòè ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèåì Áåðíóëëè-
Ýéëåðà ñ ó÷åòîì ïðèñîåäèíåííîé ìàññû æèä-
êîñòè è äåìïôèðîâàíèÿ:

2 4

2 4 ( , ),m c EJ z t
t t z

∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ z
w w w F  (1)

ãäå { }T1 1( , ) , , ,x y Nyz t w w w=w …  – âåêòîð îòêëî-
íåíèé îñåâûõ ëèíèé òðóáîê ïó÷êà îò íåâîç-
ìóùåííîãî ïîëîæåíèÿ; jxw  ( )jyw  – îòêëîíåíèå 
îñåâîé ëèíèè j-é òðóáêè â íàïðàâëåíèè îñè X (Y);
c – ïàðàìåòð, ó÷èòûâàþùèé âíóòðåííåå òðåíèå â 
ìàòåðèàëå è êîíñòðóêöèîííîå äåìïôèðîâàíèå 
òðóáêè; m – ïîãîííàÿ ìàññà òðóáêè ñ ó÷åòîì 
íàõîäÿùåéñÿ â íåé æèäêîñòè; EJ – èçãèáíàÿ 
æåñòêîñòü òðóáêè; ( , )z tzF  – âåêòîð ðàñïðåäå-
ëåííûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ 
íà òðóáêè; z – êîîðäèíàòà ïî íàïðàâëåíèþ 
äëèíû òðóáêè; t – âðåìÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïó÷îê ñîâåðøàåò êîëåáà-
íèÿ ïî îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé 
( ),z lψ γ  ãäå l – äëèíà òðóáêè â íàïðàâëåíèè z; γ – 

ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé 
ôîðìå ψ.

Èñêëþ÷àÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûå âû-
íóæäåííûå êîëåáàíèÿ, âîçáóæäàåìûå ñëó÷àé-
íîé ñèëîé (âîçáóæäåíèå òèïà áàôòèíãà), ïîëó-
÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 
îïèñûâàþùèõ ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ òðóáîê:
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 (2)

ãäå  – âåêòîðû ñìåùåíèé, ñêîðîñòåé è 
óñêîðåíèé òðóáêè, ñîîòâåòñòâåííî; τ – áåç-
ðàçìåðíîå âðåìÿ; 1 1 /p R Uω = ω  – áåçðàçìåðíàÿ 
ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îòäåëüíîé òðóáêè; 1pω  – 
ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïî 
ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìå; ξ – îòíîñèòåëüíîå 
äåìïôèðîâàíèå; R – ðàäèóñ ïðîôèëÿ òðóáêè; 
U – ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ; 2

1 /R mμ = ρ ⋅  – áåç-
ðàçìåðíûé ìàññîâûé ïàðàìåòð; ρ – ïëîòíîñòü 
æèäêîñòè; ( )τC  – ìàòðèöà ãèäðîóïðóãîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ (ìàòðèöà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë, 
çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè), ïðèìåð ýëåìåíòîâ êî-
òîðîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó ëèíåéíîé 
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñâÿçè ( )pS  ðàçìåðíîñòè 
(2N×2N), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ðåçóëüòàò âû-
÷èñëåíèÿ íåêîòîðîãî èíòåãðàëà îò ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû ãèäðîóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ( )τC :

 (3)

ãäå p – ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ; iω
1
 – ìíèìàÿ 

âåëè÷èíà; nT – ÷èñëî ïåðèîäîâ ïðè èíòåãðèðî-
âàíèè (n→∞).

Â ñïåêòðå âû÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé âåêòî-
ðà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû  ñîîòâåòñòâó-
þùèõ çàêîíó äâèæåíèÿ ïðîôèëÿ, âûäåëÿåòñÿ 
äèñêðåòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà ÷àñòîòå êîëåáà-
íèé ïðîôèëÿ. Äëÿ ýòîãî ðåàëèçàöèÿ  îáðà-
áàòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (3). Ïðè êîíå÷íîì âðå-
ìåíè óñðåäíåíèÿ nT ðàâåíñòâî (3) âûïîëíÿåòñÿ 
ïðèáëèæåííî.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ 
è ïðåîáðàçîâàíèÿ (3) ïðè nT→∞ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äîïóùåíèÿ î ëèíåéíîñòè äåñòàáèëèçè-
ðóþùèõ ñèë èìååò ñëåäóþùèé âèä:

 (4)

ãäå õ – âåêòîð êîëëåêòèâíûõ ôîðì êîëåáàíèé 
ïó÷êà.

Ìàòðèöà ( )pS  íàõîäèòñÿ èç ÷èñëåííîãî èëè 
íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî àëãîðèòìó, èçëî-
æåííîìó íèæå.

Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), îïðåäåëÿþùèå êîë-
ëåêòèâíûå ôîðìû êîëåáàíèé ïó÷êà, ñîâïàäàþò 
ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû ( ).pS  Åñëè 
( )j pλ  – j-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ( )pS , 

òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

2
2 2

1 1 1
1

2 ( ) 0.
N

j
j

p p p
=

⎡ ⎤+ ⋅ ξ ⋅ω ⋅ + ω −μ ⋅λ =⎣ ⎦∏  (5)

Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðîâîäèì, ïî-
ëàãàÿ, ÷òî ξ è μ

1
 – ìàëûå ïàðàìåòðû. Ñîãëàñíî 

êðèòåðèþ óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà, äëÿ óñòîé-
÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé 
ñèñòåìû (2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
âñå êîðíè p õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5) 
èìåëè îòðèöàòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîé ïðîãðàììû 
èññëåäîâàëîñü óðàâíåíèå (5), êîòîðîå îïðåäå-
ëÿåò óñòîé÷èâîå, ëèáî íåóñòîé÷èâîå ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü 
ëèøü îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â óðàâíåíèè (5), 
â êîòîðûé âõîäèò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ(ð), 
îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ. 
Íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè, ãäå p i= ω 
– ìíèìàÿ âåëè÷èíà ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ 
ïàðàìåòðàõ ξ è 1,μ  ïðèðàâíÿâ äåéñòâèòåëüíûå 
è ìíèìûå ÷àñòè â óðàâíåíèè (5), ïîëó÷èì:

2 2
1 1 1

2
1 1 1

Re[ ( )];

2 / Im[ ( )].

i
i

ω = ω −μ λ ω

ξω μ = λ ω
 (6)

Ñîîòíîøåíèÿ (6) îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó êî-
ëåáàíèé òðóáîê ïî íàèìåíåå óñòîé÷èâîé êîë-
ëåêòèâíîé ôîðìå è êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà  ïðè çàäàííîé áåçðàçìåðíîé 
÷àñòîòå 1.ω

Åñëè èçâåñòíà çàâèñèìîñòü 1( ),iλ ω  òî âòîðîå 
èç ñîîòíîøåíèé (6) ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷å-
ñêóþ ñêîðîñòü îáòåêàíèÿ (ñêîðîñòü, ïðè äî-
ñòèæåíèè êîòîðîé ñèñòåìà (2) òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü), ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ 12ξ μ  äëÿ 
èññëåäóåìîãî ïó÷êà. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè 
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ξ è 1μ  íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè 
èìååò âèä

 (7)

Óñëîâèå (7) îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà  ò.å. õàðàêòåðèçóåòñÿ 
îòíîøåíèåì ìåæäó ñèëàìè äåìïôèðîâàíèÿ è 
ñèëàìè ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
íà ãðàíèöå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè.

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ 
ïðîâåäåííîãî àíàëèçà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ (5) â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ïðèñóùèõ 
ðåàëüíûì ïó÷êàì, ïîäòâåðæäàåòñÿ ìíîãî÷èñ-
ëåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âî-
ïåðâûõ, â ðåàëüíûõ ïó÷êàõ óïðóãèå òðóáêè 
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ñëàáî äåìïôèðîâàíû, ò.å. ξ << 1. Âî-âòîðûõ, 
èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé èçâåñòíî, 
÷òî â ñëó÷àå æèäêîãî ( 1μ  = 10–1) è ãàçîîáðàç-
íîãî ïîòîêà ( 1μ  = 10–3) ïðè ãèäðîóïðóãîì âîç-
áóæäåíèè êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò íà ÷àñòîòå
èçãèáíûõ êîëåáàíèé îòäåëüíîé òðóáêè, ò.å.
ω ≈ 1ω , è, ñëåäîâàòåëüíî, 1μ 1Re[ ( )]iλ ω  << 2

1 .ω  
Òàêèì îáðàçîì, â ðåàëüíûõ ïó÷êàõ òðóáîê 
ñèëû äåìïôèðîâàíèÿ è ãèäðîäèíàìè÷åñêèå 
ñèëû ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèëàìè óïðóãîñòè, 
à ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç â ïðåäïîëî-
æåíèè ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ ξ è 1.μ

Ïîëó÷åííîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (7) îñíî-
âàíî íà àíàëèçå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãè-
äðîóïðóãîãî âîçáóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî 
âèäà. Èçâåñòíû òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè (íàïðè-
ìåð, [13]), â êîòîðûõ ïðèíÿòû äîïîëíèòåëüíûå 
ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî âèäà ìàòðèöû 
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå 
ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âûðàæåíèé (6).

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
Îòìåòèì îñíîâíûå ýòàïû àëãîðèòìà ðåøå-

íèÿ çàäà÷è.
1. Ïîñòàíîâêà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. 

Îäèí öèëèíäð êîëåáëåòñÿ, îñòàëüíûå íåïîä-
âèæíû. Ýòî ïîâòîðÿåòñÿ 2N ðàç (ïî îòäåëüíîñòè 
â íàïðàâëåíèÿõ îñåé X è Y). Ïîëó÷àåì ìàòðè-
öó ãèäðîóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ( ),τC  ãäå 
êàæäûé ýëåìåíò – ðåàëèçàöèÿ ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé ñèëû âî âðåìåíè.

2. Ïîëó÷àåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîé ñâÿçè ( ),pS  êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé èçîáðàæåíèå ïî ôîðìå (3) ìàòðèöû ãè-
äðîóïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ( ).τC

3. Íàõîäèì ( )j pλ  – ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 
ìàòðèöû ( ).pS  Èç âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 
íàõîäèì îäíî λ, îáëàäàþùåå ìàêñèìàëüíîé 
ìíèìîé ÷àñòüþ. Ïîëó÷èì êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà

4. Ïîâòîðÿåì âñå ïóíêòû ñ äðóãîé ÷àñòîòîé 
êîëåáàíèé òðóáêè, ÷òî áóäåò àíàëîãè÷íî èçìå-
íåíèþ áåçðàçìåðíîé ñêîðîñòè îáòåêàíèÿ, òàê 

êàê 
1

,
( 1)
qU
q
π

=
ω −

 ãäå q – ãóñòîòà ðàñïîëîæåíèÿ 

(ñì. ðèñ. 1) òðóá â ðÿäó. Ïîëó÷àåì ãðàíèöó îá-
ëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïó÷êà.

Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ 
ìàòðèöû ( )pS  â çàâèñèìîñòè îò N ïîêàçàëî, 

÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ, îáëàäàþùåå ìàê-
ñèìàëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ, ïðè N >> 1 ïðàê-
òè÷åñêè íå çàâèñèò îò N âî âñåì äèàïàçîíå 
÷àñòîò. Ýòî ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî 
êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äëÿ áîëüøèõ ïó÷êîâ 
òðóáîê îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, êîìïî-
íîâêîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ñëàáî çàâèñèò îò 
èõ ÷èñëà.

×èñëî òðóáîê â ïó÷êå îáû÷íî âåëèêî, è ìà-
òðèöà ( )pS  áóäåò î÷åíü âûñîêîãî ïîðÿäêà, ñëå-
äîâàòåëüíî, áóäóò âåëèêè è çàòðàòû âðåìåíè 
äëÿ åå ñîñòàâëåíèÿ. ×òîáû ñîêðàòèòü âû÷èñ-
ëåíèÿ, íóæíî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïðîÿâ-
ëÿþùèåñÿ â ðàñ÷åòàõ è ïîäòâåðæäåííûå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ñâîéñòâà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
ñâÿçåé: âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâåííî âçàèìîäåé-
ñòâèå ëèøü ìåæäó ñîñåäíèìè òðóáêàìè ïó÷êà, 
ò.å. çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ ìàòðèöû 
( )pS  ìîæåò áûòü çàìåíåíà íóëÿìè (ñâîéñòâî 

áëèçêîäåéñòâèÿ); âî-âòîðûõ, â ïîïåðå÷íîì ñå÷å-
íèè ïó÷êà èìååò ìåñòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñèììå-
òðèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò îáåñïå÷èòü ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñèììåòðèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñâÿçåé. 
Â ïó÷êå ìîæåò áûòü âûäåëåíà òèïîâàÿ ÿ÷åéêà, 
ñîñòîÿùàÿ èç íåñêîëüêèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ 
òðóáîê. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãèäðîóïðóãîãî âîç-
áóæäåíèÿ ïó÷êà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì èç 
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò 
ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñâÿçåé â ýòîé ÿ÷åéêå. Â 
ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð èññëåäîâàíèÿ 
óñòîé÷èâîñòè îäíîðÿäíîãî ïó÷êà, îñíîâàííûé 
íà ðàñ÷åòå ìàòðèöû ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêîé ñâÿçè â òèïîâîé ÿ÷åéêå èç òðåõ òðóáîê.

Íåîáõîäèìî òàêæå ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, 
÷òî ôèçè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîòîêà, îïðå-
äåëÿþùåé ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, 
ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåðàñõîäíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà U â 
ìèíèìàëüíîì çàçîðå ìåæäó ñîñåäíèìè òðóáêà-
ìè. Ýòà ãèïîòåçà ñîãëàñóåòñÿ ñ óñòàíîâëåííûì 
ñâîéñòâîì áëèçêîäåéñòâèÿ ëèíåéíûõ ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ ñèë. Òîãäà âåëè÷èíà ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ ñèë â ñèñòåìå N = 3 îòëè÷àåòñÿ îò ñèë 
â ñèñòåìå N >> 1 (áåñêîíå÷íûé ðÿä òðóá) ìàñ-
øòàáíûì ìíîæèòåëåì 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
Äëÿ ïó÷êîâ ñ òèïîâûì ðàñïîëîæåíèåì òðóáîê 

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïðîâåäåíî áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé 
ïàðàìåòðîâ ïóòåì ïëàâíîãî óâåëè÷åíèÿ ñêî-
ðîñòè ïîòîêà äî íàñòóïëåíèÿ èíòåíñèâíûõ 
êîëåáàíèé. Ðåçóëüòàòû ýòèõ èçìåðåíèé ìîãóò 
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áûòü îáðàáîòàíû íà ïëîñêîñòè áåçðàçìåðíûõ 
ïàðàìåòðîâ (Δ, U), ãäå Δ – ïàðàìåòð äåìïôè-
ðîâàíèÿ è U – áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü â ìèíè-
ìàëüíîì çàçîðå ìåæäó òðóáêàìè. Ïàðàìåòðû 
U è Δ ñâÿçàíû ñ ïàðàìåòðàìè ξ è μ

1
 ñëåäóþùèì 

îáðàçîì:

1

,
( 1)
qU
q
π

=
ω −

   Δ = (πξ/2μ
1
). (8)

Íà ðèñóíêå 3 èçîáðàæåíà ãðàíèöà îáëàñòè 
óñòîé÷èâîñòè äëÿ òðåõ òðóáîê â ïëîñêîñòè (Δ, U), 
ïîñòðîåííàÿ ïî ðàñ÷åòíûì òî÷êàì. Çäåñü q =
= b/2R – áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó-
þùèé ãóñòîòó ïó÷êà; b-øàã ïó÷êà â íàïðàâëå-
íèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñêîðîñòè ïîòîêà.

Áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåò óñòîé÷èâîñòü (îáîçíà÷åíî çâåçäî÷êàìè) 
ëèáî íåóñòîé÷èâîñòü (îáîçíà÷åíî êðóæêàìè) 
ñèñòåìû èç òðåõ òðóáîê ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (5) è àíàëèçà åãî êîðíåé. Ïðè ïîäñòà-
íîâêå ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ξ è øåñòè çíà÷åíèé 
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë äëÿ ìàòðèöû ëèíåéíîé ãè-
äðîäèíàìè÷åñêîé ñâÿçè ðàçìåðíîñòüþ [6×6] è 
èñõîäÿ èç êðèòåðèÿ Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè 
ñèñòåìû, áûëè ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, ïðåä-
ñòàâëåííûå íà ðèñ. 3.

Óêàçàííàÿ ãóñòîòà ðàñïîëîæåíèÿ òðóá â 
ðÿäó áûëà âûáðàíà ïî ïðè÷èíå ñóùåñòâîâàíèÿ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ 
â ðàáîòå [2].

Çäåñü ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè 14 
ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ òðóá, ò.å. 
ïðè 14 ðàçëè÷íûõ áåçðàçìåðíûõ ñêîðîñòÿõ îá-
òåêàíèÿ òðóá (8). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âðåìÿ, 
çàòðà÷èâàåìîå íà ðàñ÷åò ðàññìàòðèâàåìîé 
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû íà îäíîé ÷àñòî-
òå âîçáóæäåíèÿ, ñîñòàâëÿëî áîëåå 10 ÷àñîâ íà 
ìíîãîïðîöåññîðíîé òåõíèêå.

Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíû òàêæå ðåçóëü-
òàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ êðè-
òè÷åñêîé ñêîðîñòè ïî äàííûì ðàáîòû [2], ïî-
ëó÷åííûå ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî àíàëèçà 
àìïëèòóäíî-ñêîðîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê îäíî-
ðÿäíîãî ïó÷êà ñ ãóñòîòîé q = 1,41. Ïðè ýòîì 
íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ 
ðàñ÷åòà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [2]. 
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûå ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò òàêæå äîñòîâåðíîñòü 
îñíîâíûõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî ïîäî-
áèÿ ëèíåéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë è îñíî-
âàííîé íà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìåòîäèêå èñ-
ñëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè áîëüøèõ ïó÷êîâ.

Ðèñ. 3. Ãðàíèöà îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðÿäà òðóá (q = 1,41):
ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ðàñ÷åò ïî ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêå äëÿ ðÿäà èç òðåõ òðóáîê; 
øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ áåñêîíå÷íîãî ðÿäà òðóá [2]
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Çàêëþ÷åíèå
Çàäà÷à èçó÷åíèÿ ãèäðîóïðóãîãî âîçáóæäå-

íèÿ ïó÷êà òðóá ïîïåðå÷íûì îòðûâíûì ïîòîêîì 
ñâåäåíà ê àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè íåâîçìóùåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òðóáîê. Íà îñíîâàíèè 
òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòàííîé 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå 
è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, âûðàæåí-
íîå ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû.

Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ìàòðèö ëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé 
ñâÿçè (ìàòðèö âëèÿíèÿ) äëÿ êîíêðåòíûõ ïó÷êîâ 
òðóá. Äîñòîâåðíîñòü àëãîðèòìà è ñîñòàâëåí-
íûõ ïî íåìó ïðîãðàìì ïðîâåðåíà ïóòåì ñðàâ-
íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ñ áàíêîì 
èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñêîðî-
ñòè ïîòîêà îäíîôàçíîé ñðåäû òåïëîíîñèòåëÿ 
â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà, 
âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ çíà÷åíèÿ ëîãàðèôìè÷å-
ñêîãî äåêðåìåíòà êîëåáàíèé è áåçðàçìåðíî-
ãî ìàññîâîãî ïàðàìåòðà ïó÷êà, ïîçâîëÿþùèå 
îïåðàòèâíî ïðîâîäèòü äèàãíîñòèêó ïðîåêòè-
ðóåìîãî èëè óæå ââåäåííîãî â ýêñïëóàòàöèþ 
òåïëîîáìåííîãî àïïàðàòà íà íàëè÷èå â íåì íå-
äîïóñòèìîãî ãèäðîóïðóãîãî âîçáóæäåíèÿ.

Ðåàëèçîâàííàÿ â ðàáîòå ìåòîäèêà ìîæåò 
óñïåøíî çàìåíèòü ñëîæíûé íàòóðíûé ýêñïåðè-
ìåíò.
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