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Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ãèðîñêîïà ñ ðåçîíàòîðîì 
â âèäå ÷åòûðåõ óïðóãèõ ñòåðæíåé. Ìåòîäîì äâóõ ìàñøòàáîâ ïîñòðîåíî ðåøåíèå 
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî 
ãèðîñêîïà íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè. Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó 
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé è â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óêàçàíû îáëàñòè 
óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ãèðîñêîï, âèáðèðóþùåå îñíîâàíèå, 
ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, óñòîé÷èâîñòü.

DYNAMICS OF MICROMECHANICAL GYROSCOPE WITH 
RESONATOR IN THE FORM OF ELASTIC RODS ON 
VIBRATING BASE
A. Stepanov, E. Sbytova, V. Podalkov

The mathematical model of micromechanical gyroscope with a resonator in the form of four elastic rods has 
been designed. The solution of the nonlinear equations of the sensitive element motion of micromechanical 
gyroscope on the vibrating base has been constructed using of the method of two scales. Lyapunov stability 
of the stationary solutions has been investigated, and the areas of stability of stationary oscillations have been 
specified in the space of system parameters. It has been shown that nonlinear effects significantly influence the 
form of amplitude-frequency characteristics.

Keywords: micromechanical gyroscope, vibrating base, stationary oscillations, stability.
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Ââåäåíèå
Ìèêðîñèñòåìíàÿ òåõíèêà – íàèáîëåå èí-

òåíñèâíî è äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùååñÿ íà-
ïðàâëåíèå ñîâðåìåííîãî ïðèáîðîñòðîåíèÿ.
Ñ ïðèìåíåíèåì íîâûõ òåõíîëîãèé ìèêðîý-
ëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì (ÌÝÌÑ) óäàåòñÿ 
ñîçäàâàòü äàò÷èêè èíåðöèàëüíîé èíôîðìàöèè, 
èìåþùèå ìàëûå ìàññîâî-ãåîìåòðè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè, íåâûñîêóþ ñòîèìîñòü è íèçêîå 
ýíåðãîïîòðåáëåíèå.

Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè äàò÷èêàìè èíåð-
öèàëüíîé èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ ìèêðîìåõàíè-
÷åñêèå ãèðîñêîïû (ÌÌÃ) – îäíîîñíûå âèáðà-
öèîííûå ãèðîñêîïû [1], èçãîòîâëåííûå íà áàçå 
êðåìíèåâûõ òåõíîëîãèé, ýêñïëóàòàöèîííûì 

ïðåèìóùåñòâîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå 
âðàùàþùèõñÿ ÷àñòåé.

Ìèêðîìåõàíè÷åñêèå ãèðîñêîïû íàõîäÿò 
øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ: â 
ìåäèöèíå – â êà÷åñòâå ïðèáîðîâ äëÿ ïðåöèçè-
îííîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ìèêðîèíñòðóìåíòîâ 
â õèðóðãèè, â èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåìàõ ïðî-
òåçèðîâàíèÿ, â îáîðîííîé ïðîìûøëåííîñòè, â 
áûòîâîé òåõíèêå, íàïðèìåð, äëÿ ñòàáèëèçàöèè 
èçîáðàæåíèé âèäåî è ôîòîàïïàðàòóðû, â ìî-
áèëüíûõ òåëåôîíàõ è äð. Ïðè ýòîì ïðîáëåìà 
óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè ýòèõ äàò÷èêîâ ÿâëÿåò-
ñÿ àêòóàëüíîé è íà äàííûé ìîìåíò. Ðåøåíèå 
ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî â ïîâû-
øåíèè òåõíîëîãè÷åñêîãî êà÷åñòâà èçãîòîâëå-
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íèÿ, íî è â ñîçäàíèè ìåòîäèêè ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, 
â ðàçðàáîòêå íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé 
÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïî-
âûñèòü òî÷íîñòü ãèðîñêîïè÷åñêèõ äàò÷èêîâ è 
ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà èõ îñíîâå. Àêòóàëüíîé 
ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ 
êîìïåíñàöèè ïîãðåøíîñòåé, àëãîðèòìè÷åñêî-
ãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ñòåíäîâûõ 
èñïûòàíèé äàò÷èêîâ, ó÷èòûâàþùèå ðàçëè÷íûå 
ôàêòîðû âíåøíåé ñðåäû è êîíñòðóêòèâíûå îñî-
áåííîñòè ïðèáîðà.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå 
ìàêñèìàëüíî òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 
ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî ãèðîñêîïà, ó÷èòûâàþùåé 
êîíñòðóêòèâíûå îñîáåííîñòè ïðèáîðà, à òàêæå 
èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ âíåøíèõ óñëîâèé ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ, òàêèõ êàê óãëîâàÿ âèáðàöèÿ 
îñíîâàíèÿ. Äîñòèæåíèå ýòîé öåëè ïîäðàçóìå-
âàåò ïîñòðîåíèå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè, ïî-
çâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü äèàïàçîíû çíà÷åíèé 
ïàðàìåòðîâ ãèðîñêîïà, à èìåííî äåìïôèðîâà-
íèÿ, ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âèáðàöèè.

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðåøèòü 
ïðîáëåìû àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ óñëî-
âèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ó÷åòà èõ âëèÿíèÿ íà 
äèíàìèêó ïðèáîðà. Ïðè ýòîì ïðåäëîæåííûå 
àëãîðèòìû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû äëÿ äðóãèõ ãèðîñêîïîâ êëàññà îáîáùåííûé 
ìàÿòíèê Ôóêî [2].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáúåêòîì èññëå-

äîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâûé ìèêðîìåõàíè÷å-
ñêèé îñöèëëÿòîðíûé âèáðàöèîííûé ãèðî-
ñêîï ñ ðåçîíàòîðîì â âèäå ÷åòûðåõ óïðóãèõ 

Ðèñ. 1. Êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà ìèêðîìåõàíè÷åñêîãî
ãèðîñêîïà ñ ðåçîíàòîðîì â âèäå óïðóãèõ ñòåðæíåé

ñòåðæíåé. Êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà ãèðîñêîïà 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷óâñòâèòåëüíûé ýëåìåíò –
÷åòûðå îäèíàêîâûõ óïðóãèõ ñòåðæíÿ 1, 
çàêðåïëåííûõ â ðàìêå 2, ñîåäèíåííîé óïðóãèì 
òîðñèîíîì 3 ñ îñíîâàíèåì 4 (ðèñ. 1). Äëèíà 
ñòåðæíÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 
îáîçíà÷åíà ÷åðåç l.

Ñ ïîäâèæíîé ðàìêîé 2 ñâÿçàíà ñèñòåìà 
êîîðäèíàò (ξ,η,ζ). Ïðè ýòîì îñíîâàíèå 
âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè ξ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 
Ω, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþùåéñÿ íåêîòîðîé 
ôóíêöèåé âðåìåíè t. Îñü ξ íàçûâàåòñÿ îñüþ 
÷óâñòâèòåëüíîñòè ãèðîñêîïà.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ÷óâñòâèòåëü-
íîãî ýëåìåíòà â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé 
îñè ξ. Ïðè ýòîì ñìåùåíèÿìè ìàëîãî ýëåìåíòà 
ñòåðæíÿ âäîëü îñåé ζ è η ïðåíåáðåãàåì. Â êà-
÷åñòâå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ 
óãëîâàÿ âèáðàöèÿ îñíîâàíèÿ âîêðóã îñè ξ.

Ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ñèñòåìû 
óïðàâëåíèÿ ðåçîíàòîð ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷å-
ñêîå äâèæåíèå, èçìåðåíèå êîòîðîãî ïîçâîëÿåò 
îïðåäåëèòü âðàùåíèå îñíîâàíèÿ ãèðîñêîïà â 
èíåðöèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ââåäåíà 
ôóíêöèÿ ïðîãèáà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî 
ñòåðæíÿ w = w(x, t), çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè t è 
êîîðäèíàòû x, ñâÿçàííîé ñî ñòåðæíåì, è óãîë 
α – ìàëûé óãîë ïîâîðîòà ðàìêè îòíîñèòåëüíî 
îñíîâàíèÿ ãèðîñêîïà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãèðîñêîïà
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ãèðîñêîïà èìååò âèä:

⎧⎪⎛ ⎞= ρ + Ω + α⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

⎫⎡ ⎤ ⎪⎛ ⎞+ + − Ω + α +⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪⎭

+ Ω + α

+∫ �

�

�

�

2
2

0

2

2
0

2 ( )
2

( )
2

1
( ) ,

2

l l
T F w

l
w x dx

J

 (1)

ãäå ρ – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñòåðæíÿ; F = bh – 
ïëîùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (b è h – ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 
ñòåðæíÿ); α – ìàëûé óãîë ïîâîðîòà ðàìêè îò-
íîñèòåëüíî îñíîâàíèÿ ãèðîñêîïà; 0J  – ìîìåíò 
èíåðöèè ðàìêè îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé îñè ξ. 
Çäåñü è äàëåå òî÷êîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ïî âðåìåíè t, äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî 
êîîðäèíàòå x îáîçíà÷åíî øòðèõîì.
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãèðîñêîïà èìååò âèä:

( )′′= + α∫
2 2

ñò

0

1
Ï 2 ,

2

l

EJ w dx c  (2)

ãäå ñòEJ  – æåñòêîñòü ñòåðæíÿ ïðè èçãèáå; 

=
3

ñò 12

bh
J  – ìîìåíò èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷å-

íèÿ ñòåðæíÿ; E – ìîäóëü Þíãà; c – æåñòêîñòü 
òîðñèîíà íà êðó÷åíèå.

Ââåäåì äåéñòâèå ïî Ãàìèëüòîíó

П)= −∫
2

1

( ,
t

t

U T dt  (3)

ãäå 1t , 2t  – íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû 
âðåìåíè, â êîòîðûõ âàðèàöèè δ ,w  δα ðàâíû 
íóëþ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà–Îñòðîãðàäñêîãî 
[6], âàðèàöèÿ îò äåéñòâèÿ ïî Ãàìèëüòîíó δU 
ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ â (3) 
âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé (1) è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé (2) è âàðüèðóÿ, ïîëó÷àåì:

 
(4)

Ïîñêîëüêó âàðèàöèè δw, δα íå çàâèñÿò äðóã 
îò äðóãà, âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïðè íèõ â (4), 
ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ 
äèíàìèêó ãèðîñêîïà

 
(5)

ãäå = ρ +3
0

4

3
J Fl J  – îáîáùåííûé ìîìåíò èíåð-

öèè ñèñòåìû.
Â âûðàæåíèÿõ (5) ó÷òåíî âíóòðåííåå òðåíèå 

ïî ìîäåëè Êåëüâèíà – Ôîéãòà [5] è ââåäåíû 
îáîçíà÷åíèÿ: *E  – âÿçêîóïðóãèé ìîäóëü ìàòå-
ðèàëà ñòåðæíåé, õàðàêòåðèçóþùèé âíóòðåííåå 
òðåíèå â ìàòåðèàëå; κ* – êîýôôèöèåíò âÿçêîãî 
òðåíèÿ òîðñèîíà. Ïîëàãàÿ, ÷òî ðåçîíàòîð íàõî-
äèòñÿ â âàêóóìèðîâàííîé ïîëîñòè, âíåøíèìè 
ïîòåðÿìè ïðè êîëåáàíèÿõ áóäåì ïðåíåáðåãàòü.

Ïðè àíàëèçå ïðèíèìàåòñÿ ñòåðæåíü ñ 
æåñòêî çàäåëàííûìè êîíöàìè. Ôóíêöèÿ íîð-
ìàëüíîãî ïðîãèáà w çàäàåòñÿ â âèäå:

β
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 ( )
( )

2

t
w W x

l
lW

; (6)

ãäå β(t) – èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ôîðìû êîëåáàíèé, 
õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîãèá â ñåðåäèíå 
ñòåðæíÿ; β �( ) 1;t  r

1
 = 4,73 – ïåðâûé êîðåíü 

òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ =1 1ch cos 1r r  [6].
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Áóáíîâà–

Ãàëåðêèíà ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò β è α:

 (7)

ãäå ω2
1 , ω2

2 – êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
êîëåáàíèé ðåçîíàòîðà íà íåïîäâèæíîì îñíîâàíèè; 

1,d  2d  – êîýôôèöèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ; 1,k  2k  – 
êîýôôèöèåíòû ïðè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñëàãàåìûõ 
â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ω2
1 , ω2

2 , 1,d  2 ,d  

1,k  2k  ñëåäóþùèå:

 (8)
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Ñîãëàñíî (8) êâàäðàòû ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé ω2

1 , ω2
2 â îáùåì ñëó÷àå 

ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ, íî äëÿ îïòèìàëüíîãî 
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ãèðîñêîïà ïàðàìåòðû 
ñèñòåìû ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû 
÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé áûëè ðàâíû. 
Ïîýòîìó ïðèìåì ω = ω = ω1 2 .

Óñòîé÷èâîñòü ãèðîñêîïà
íà âèáðèðóþùåì îñíîâàíèè
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ãèðî-

ñêîï ñ ðåçîíàòîðîì â âèäå óïðóãèõ ñòåðæíåé, 
ïîìåùåííûé íà âèáðèðóþùåå îñíîâàíèå. Ñìî-
äåëèðóåì âèáðàöèþ îñíîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿÿ 
óãëîâóþ ñêîðîñòü â âèäå

Ω =Ω +Ω ω0 1 0sin2 ,t  (9)

ãäå Ω0 – çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 
óãëîâîé ñêîðîñòè îñíîâàíèÿ; Ω1 è ω02  – àìïëè-
òóäà è ÷àñòîòà óãëîâîé âèáðàöèè îñíîâàíèÿ.

Ââîäÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ = ω*t t è êîýôôè-
öèåíòû äåìïôèðîâàíèÿ = = γ ω1 2 02 ,d d  γ �0 1, 
ïîëó÷åíû áåçðàçìåðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò β è α:

 (10)

Çäåñü 
Ω

ν =
ω
�0

0 1 – áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ óãëîâîé ñêîðîñòè îñíîâàíèÿ;
Ω

ν =
ω
�1

1 1 – íîðìàëèçîâàííàÿ àìïëèòóäà óãëî-

âîé ñêîðîñòè âèáðàöèè îñíîâàíèÿ;  – áåç-

ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà âèáðàöèè îñíîâàíèÿ.
Äèíàìèêà ñèñòåìû (10) ðàññìàòðèâàåòñÿ â 

ðåçîíàíñíîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòîòà óãëîâîé âè-
áðàöèè áëèçêà ê óäâîåííîé ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ 
êîëåáàíèé ñèñòåìû, ò.å.

 (11)

Ðåøåíèå äëÿ îäíî÷àñòîòíîé ñèñòåìû (10) â 
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èìååò âèä:

 (12)

ãäå τ = εt – ìåäëåííîå âðåìÿ, ε – ìàëûé 
ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, β �1, α �1.

Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü âåëè÷èí 1,q  1,p  2 ,q  2 ,p  
óäîáíî ââåñòè ìàëûé ïàðàìåòð ε ñëåäóþùèì 
îáðàçîì (äàëåå èíäåêñ * îïóùåí):

= ε = ε

= ε = ε

γ = εγ Δω = εΔω

ν = εν ν = εν

* *
1 1 1 1

* *
2 2 2 2

* *
0 0

* *
0 0 1 1

;       ;

;       ;

;         ;

;         .

q q p p

q q p p
 (13)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äâóõ ìàñøòàáîâ 
[3], ïîëó÷åíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ 1,q  1,p  2 ,q  2 :p

 (14)

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ 
ðåæèìîâ êîëåáàíèé ñèñòåìû äëÿ íåëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (14) ïðè ν =0 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ äåìïôèðîâàíèÿ γ =0( 0). 

Äëÿ ñèñòåìû (14) ñóùåñòâóþò 17 ñòàöèîíàðíûõ 
ðåæèìîâ, ïðåäñòàâèìûõ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå:
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ãäå

− Δω± ν
λ =

± Δω+ ν − Δω± ν
λ =

Δω ± ν

Δω + Δων ± ν
λ =

Δω ± ν − Δω± ν

∓

1 1 1 2
1,2

1 2

1 1 2 1 1 1 2
3,4

1 2 1 1 2

2 2
1 1 1 2 1 1 2

5,6

1 2 1 1 2 1 1 2

2 2
;

( 4 ) 12 6
;

3(4

2 8 2
.

( 2

)

4 6) 1

k k k

k k

k k k k k

k k k k

k k k k k

k k k k k k

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ýòèõ ñòàöèîíàðíûõ 
ðåæèìîâ ïî Ëÿïóíîâó ñâîäèòñÿ ê ëèíåàðèçàöèè 
óðàâíåíèé (14) îêîëî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ è 
àíàëèçà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. 
Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì 
÷èñëîâîì ïðèìåðå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ãèðîñêîï, 
ðåçîíàòîð êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 

ñòåðæíè äëèíîé l = 20 ìì ñ ïðÿìîóãîëüíûì 
ñå÷åíèåì b = 0,33 ìì è h = 1 ìì, èçãîòîâëåííûå 
èç ïëàâëåíîãî êâàðöà (ρ = 2201 êã/ì3, E = 73 ÃÏà). 
Ïðè îáîáùåííîì ìîìåíòå èíåðöèè J = 3·10–8 êã·ì2 
ñ ó÷åòîì ñîâìåùåíèÿ ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ 
êîëåáàíèé èìååì ñ = 254,9 Í·ì, =1 1k 1,319,

=2k 0,1013, ω
1
 = ω

2
 = ω = 92987 ðàä/ñ (14,806 êÃö).

Êâàäðàòû àìïëèòóä ñòàöèîíàðíûõ êîëåáà-
íèé ðàâíû

= + = +2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 ( ) 2
10 10 20 20( ) ( ) ,  ( ) ( ) ,i i i iA q p B q p  (15)

ãäå i – ñîîòâåòñòâóþùèé ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.
Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå 

õàðàêòåðèñòèêè Δω( )A  è Δω( )B , ïîñòðîåííûå 
ïðè çíà÷åíèè àìïëèòóäû óãëîâîé âèáðàöèè 

îñíîâàíèÿ ν =1

5

3
.

Óñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó ñòàöèîíàðíûå àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé ñèñòåìû âûäåëåíû íà ðèñ. 2
ñâåòëûì, à íåóñòîé÷èâûå – òåìíûì ôîíîì. Èç 
ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ Δω â ñèñòåìå ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, 

Ðèñ. 2. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè:
a – ( )A Δω ;  á – ( )B Δω ;

  Óñòîé÷èâîñòü;   Íåóñòîé÷èâîñòü

á

à
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ïðè÷åì îíè ìîãóò áûòü êàê óñòîé÷èâûå, òàê è 
íåóñòîé÷èâûå.

2. Ñëó÷àé ñ äåìïôèðîâàíèåì γ ≠0( 0). Äëÿ 
ñèñòåìû ñ òðåíèåì ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé-
÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â ïðîñòðàí-
ñòâå ïàðàìåòðîâ ν1 è Δω (ðèñ. 3) ïðè çíà÷åíèè 

êîýôôèöèåíòîâ âÿçêîãî òðåíèÿ γ =0

1

3
 (à) è 

γ =0 1 (á). Ãðàôèêè îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòà-
öèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ 
ñèñòåìû ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maple 13.

Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ïî Ëÿïóíîâó 
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû âû-
äåëåíû íà ðèñ. 3 òåìíûì ôîíîì, à óñòîé÷èâûå –
ñâåòëûì. Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ ìîæíî 
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ 
ñèñòåìû óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû 
ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè.

Çàêëþ÷åíèå
Ñîâðåìåííûå çàäà÷è ïðèáîðîñòðîåíèÿ óæå 

íå îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíèì ëèøü ïðåöèçèîííûì 
èñïîëíåíèåì ÌÝÌÑ. Èñïîëüçîâàíèå íîâûõ 
ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ è êîíñòðóêòèâíûõ ñõåì 
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü âíåø-
íèå ôàêòîðû ñðåäû è îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ: îò 
òî÷íîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ìèêðîõèðóðãè÷å-
ñêîãî èíñòðóìåíòà äî êîëîññàëüíûõ óñêîðåíèé 
êîñìè÷åñêèõ ïîëåòîâ. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íîâîãî ìèêðîìåõàíè-
÷åñêîãî ãèðîñêîïà, ïîçâîëÿþùåé îïðåäåëèòü 
îáëàñòü ïàðàìåòðîâ ïðèáîðà äëÿ åãî îïòèìàëü-
íîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé 
è âàæíîé çàäà÷åé.

Â ðàáîòå äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ â ðàìêàõ 
èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âèáðàöèè îñíîâàíèÿ íà 

Ðèñ. 3. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé:
a – 0

1
3

γ = ;  á – 0 1γ = ;   Óñòîé÷èâîñòü;   Àñèìïîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü

à á

óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè äåìïôèðîâàíèÿ â 
íåëèíåéíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò 17 ñòàöèîíàð-
íûõ ðåæèìîâ, ïðåäñòàâèìûõ â àíàëèòè÷åñêîì 
âèäå. Ïðè îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ óãëîâîé âè-
áðàöèè, ïðîèñõîäÿùåé íà ÷àñòîòå, áëèçêîé ê 
ãëàâíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó, ñóùå-
ñòâóþò íåñêîëüêî сòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü êàê àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûìè, òàê è íåóñòîé÷èâûìè. Ïîêàçàíî, ÷òî 
äëÿ ñèñòåìû ñ äåìïôèðîâàíèåì â ïðîñòðàíñòâå 
ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû îáëàñòè 
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ 
ðåæèìîâ.
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Ìàãèñòðàíò êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè Íàöèîíàëüíî-
ãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà «ÌÝÈ». Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: ìå-
õàòðîíèêà è ðîáîòîòåõíèêà, òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, ãèðîñêîïèÿ, íàâèãàöèÿ. 
Àâòîð òðåõ ïóáëèêàöèé.

Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû òåî-
ðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìåõàòðîíèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíè-
âåðñèòåòà «ÌÝÈ». Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: ìåõàòðîíèêà è ðîáîòîòåõíèêà, 
òåîðèÿ êîëåáàíèé è óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå 
òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, ãèðîñêîïèÿ. Àâòîð òðåõ íàó÷íûõ 
ñòàòåé, îäíîãî ñâèäåòåëüñòâà î ñîçäàíèè ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ.

Äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìå-
õàòðîíèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà «ÌÝÈ». Ñôåðà 
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: òåîðèÿ óïðóãîñòè; òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà; òåîðèÿ êîëå-
áàíèé è óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ; ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, 
îöåíèâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè è áèîìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè; 
ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì; ìåõàíèêà ìàøèí è 
ðîáîòîâ; ìåõàíèêà òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ; ìåõàòðîíèêà è ðîáîòîòåõíèêà; 
òåîðèÿ, ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ è ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òåõíè-
÷åñêèõ ñèñòåì; íàâèãàöèÿ, íàâåäåíèå è óïðàâëåíèå ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè; 
ãèðîñêîïèÿ. Àâòîð îäíîé ìîíîãðàôèé, áîëåå 100 íàó÷íûõ ñòàòåé.
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