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ÓÄÊ 539.376

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ
ÏÐÎÃÐÀÌÌ ÎÑÀÄÊÈ ÖÈËÈÍÄÐÎÂ ÏÐÈ ÏÎËÇÓ×ÅÑÒÈ*

À.Ì. Ëîêîùåíêî, Â.Â. Òåðàóä

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îñàäêà êðóãîâûõ öèëèíäðîâ â óñëîâèÿõ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé 
ïîëçó÷åñòè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ öèëèíäðîâ áåç 
ó÷åòà îáðàçîâàíèÿ «áî÷êè» ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ. Îïðåäåëÿåòñÿ 
îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà íàãðóæåíèÿ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò îñàäêó öèëèíäðà íà 
çàäàííóþ âåëè÷èíó çà îïðåäåë ííîå âðåìÿ ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì óðîâíåì 
çàòðà÷åííîé ýíåðãèè. Ïîêàçàíî, ÷òî îòëè÷èå ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå 
îïòèìàëüíîé ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ îò ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå 
êèíåìàòè÷åñêîé ïðîãðàììû ñîñòàâëÿåò ìåíåå 1%.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëçó÷åñòü, âûñîêàÿ òåìïåðàòóðà, îñàäêà, öèëèíäð, âàðèàöèîííîå 
èñ÷èñëåíèå, îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà íàãðóæåíèÿ.

COMPARISON OF EFFECTIVENESS OF DIFFERENT 
PROGRAMS OF CYLINDERS UPSETTING UNDER CREEP
A.M. Lokoshchenko, W.V. Teraud

This paper considers the upsetting of circular cylinders under a high-temperature creep. We present a study 
of deformation of the cylinder without considering the formation of "barrels" with various programs loading. 
There has been determined the optimal loading program that provides upsetting of cylinder by a predetermined 
amount for certain time with the lowest possible level of energy expended. It has been shown that the difference 
between the deformation energy in the case of optimal loading program and the deformation energy in the 
case of kinematic program is less than 1%. Therefore, in the manufacturing processes of cylinder upsetting it is 
appropriate to apply the kinematic loading program.

Keywords: creep, high temperature, upsetting, cylinder, variational calculation, optimal program of loading.
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* Ðàáîòà ïðîâåäåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò
 14-08-00580.

Ââåäåíèå
Òåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû îáðàáîòêè ìå-

òàëëîâ îáû÷íî ðåàëèçóþòñÿ ïðè êîìíàòíîé 
òåìïåðàòóðå è ïðè ðàñ÷еòàõ ýòèõ ïðîöåññîâ, 
êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè æеñòêîèäå-
àëüíîïëàñòè÷åñêîãî òåëà èëè æеñòêîïëàñòè÷å-
ñêîãî òåëà ñ óïðî÷íåíèåì. Ïðè íåîáõîäèìîñòè 
óìåíüøåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ ìåòàëëîâ íåîá-
ðàòèìîìó äåôîðìèðîâàíèþ òåõíîëîãè÷åñêèå 
ïðîöåññû ïðîâîäÿòñÿ â óñëîâèÿõ ãîðÿ÷åé îá-
ðàáîòêè ìåòàëëîâ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ, íåñìîòðÿ 
íà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå âðåìÿ äåôîðìè-
ðîâàíèÿ, ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìååò âÿç-

êîñòü ìåòàëëà, è ïîýòîìó ðàñ÷еòû ïðîöåññîâ 
îáðàáîòêè ìåòàëëîâ ñëåäóåò â ýòèõ óñëîâèÿõ 
ïðîâîäèòü íà îñíîâå óðàâíåíèé òåîðèè ïîëçó-
÷åñòè. Çàäà÷è îñàäêè öèëèíäðà â òåõíîëîãè-
÷åñêîì ïðîèçâîäñòâå âñòðå÷àþòñÿ ÷àñòî: ïðè 
ïîëó÷åíèè ïîêîâîê íóæíîé âûñîòû, èçãîòîâ-
ëåíèè øàéá, ëîêàëüíûõ óòîëùåíèé è äð. Ïðè 
ýòîì çàäà÷è îñàäêè öèëèíäðîâ ïðè âûñîêèõ 
òåìïåðàòóðàõ èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî.

Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èñïûòà-
íèé ïðè îñàäêå ñ êðó÷åíèåì ïðè òåìïåðàòóðàõ 
äî 1200°Ñ, êîòîðûå ìîãóò áûòü õîðîøî îïèñàíû 
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, èçëîæåííîãî â ðàáîòå [2].
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Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èñïû-
òàíèé öèëèíäðîâ èç ðàçëè÷íûõ ñïëàâîâ ïðè 
îñåñèììåòðè÷íîé îñàäêå â èíòåðâàëå òåìïå-
ðàòóð 20–1200°Ñ. Â ðàáîòå [4] èññëåäîâàëàñü 
îñàäêà öèëèíäðîâ, íàãðåòûõ äî 1000–1230°Ñ, 
øòàìïàìè, òåìïåðàòóðà êîòîðûõ íàõîäèëàñü â 
äèàïàçîíå 20–250°Ñ; ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ 
ðàñ÷еòà ñðåäíåé òåìïåðàòóðû â îáðàçöå â ïðî-
öåññå îñàäêè. Â ìîíîãðàôèè Í.Í. Ìàëèíèíà 
[5] ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá îñàäêå ñïëîø-
íûõ è ïîëûõ öèëèíäðîâ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè 
ïðè ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ.

Â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà ïðîâåäåí öèêë èññëåäîâàíèÿ îñàäêè 
ñïëîøíûõ è ïîëûõ öèëèíäðîâ â óñëîâèÿõ ïîë-
çó÷åñòè, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êîòîðûõ îïó-
áëèêîâàíû â ðàáîòàõ [6–10]. Áûëà èññëåäîâàíà 
îñàäêè ñïëîøíûõ öèëèíäðîâ ñ ó÷åòîì è áåç 
ó÷åòà áî÷êîîáðàçîâàíèÿ è ðàññìîòðåíà ïîëçó-
÷åñòü ïîëûõ öèëèíäðîâ â ñâîáîäíûõ è ñòåñíåí-
íûõ óñëîâèÿõ, èçó÷åíî âëèÿíèå òðåíèÿ íà èñ-
ñëåäóåìûå ïðîöåññû. Òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå 
äîïîëíåíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâàíèåì 
ñïëîøíûõ öèëèíäðîâ â óñëîâèÿõ âûñîêîòåì-
ïåðàòóðíîé ïîëçó÷åñòè. Â ýòèõ èñïûòàíèÿõ ñ 
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû èç-
ó÷àëîñü ïîñòåïåííîå îáðàçîâàíèå áî÷êîîáðàç-
íîé ôîðìû öèëèíäðîâ â ïðîöåññå îñàäêè. Ïî-
ëó÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå òåîðåòè÷åñêèõ è 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé êîìïîíåíò òåí-
çîðà äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿëîñü òåîðåòè÷å-
ñêîå èññëåäîâàíèå îñàäêè êðóãîâûõ öèëèíäðîâ 
â óñëîâèÿõ óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè áåç 
ó÷åòà îáðàçîâàíèÿ «áî÷êè», ïðè ýòîì ñòàâè-
ëàñü çàäà÷à íàéòè îïòèìàëüíóþ ïðîãðàììó íà-
ãðóæåíèÿ, ïðè êîòîðîé çàòðà÷èâàåìàÿ ýíåðãèÿ 
íà îñàäêó öèëèíäðà áóäåò íàèìåíüøåé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îñåñèììåòðè÷-

íîé îñàäêå êðóãîâîãî ñïëîøíîãî öèëèíäðà 
âûñîòîé 02H  è ðàäèóñîì 0R  (ðèñ. 1) ìåæäó 
äâóìÿ àáñîëþòíî æåñòêèìè ïëèòàìè ïðè âû-
ñîêîé òåìïåðàòóðå. Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè 
ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïîëîâèíà öèëèíäðà. 
Îñàäêà èçó÷àåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷-
íûõ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ: À – êèíåìàòè÷å-
ñêîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ñáëèæåíèÿ ïëèò;
Á – ñèëîâîé; Â – êèíåìàòè÷åñêîé ñ ïåðåìåííîé 
ñêîðîñòüþ ñáëèæåíèÿ ïëèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå 
íàãðóæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñáëèæåíèåì ïëèò 
ñ íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè t ñêîðîñòüþ w(t) = w

0
 

(÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèìåíåíèþ ïðåññîâ ñ êè-
íåìàòè÷åñêèì ïðèâîäîì), âî âòîðîì – ïîñðåä-
ñòâîì ïîñòîÿííîé ñæèìàþùåé ñèëû = 0( )P t P  
(ñîîòâåòñòâåííî ïðåññû ñ ãèäðàâëè÷åñêèì 
ïðèâîäîì), ïðèëîæåííîé ê ïëèòàì, â òðåòüåì 
ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå íà-
ãðóæåíèå ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ w(t), çàâèñè-
ìîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíè-
ìóìà çàòðà÷èâàåìîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îñíîâû-
âàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ãèïîòåçàõ è äîïóùåíèÿõ: 
ïðîïîðöèîíàëüíîñòü äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé 
è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè; óñëîâèå 
íåñæèìàåìîñòè; ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé; äî-
ïóùåíèå î íåçàâèñèìîñòè âñåõ õàðàêòåðèñòèê 
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ 
öèëèíäðà îò îñåâîé êîîðäèíàòû; äîïóùåíèå, 
÷òî óïðóãîïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè ìàëû ïî 
ñðàâíåíèþ ñ äåôîðìàöèÿìè ïîëçó÷åñòè, ïîýòî-
ìó ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äåôîðìàöèè ïîëçó÷å-
ñòè .ijp

à

á
Ðèñ. 1. Èñõîäíûé öèëèíäð (à)

è öèëèíäð ïîñëå îñàæèâàíèÿ (á)
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ãäå V – ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ öèëèíäðà.
Äëÿ ïðîãðàììû À ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ ïëèò 

ïîñòîÿííà ( = = 0( ) constw t w ). Â ýòîì ñëó÷àå ïî-
ëó÷åíî:

= − 0( ) 1H t w t ;

 (3)

,

ãäå μ – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ â çàêîíå òðåíèÿ 
Êóëîíà.

Äëÿ ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ (ïðîãðàììà Á), 
ïðè êîòîðîì ñæèìàþùàÿ ñèëà ïîñòîÿííà
( = = 0( ) constP t P ), ïîëó÷åíû òàêèå ñîîòíîøå-
íèÿ:

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟β⎝ ⎠

0

( )

m
P

w H
H

,  = − ∫
0

( ) 1
t

H t wdt ;

− −⎡ ⎤⎡ ⎤β = μ − μ −⎣ ⎦⎣ ⎦μ
2 1,5 1,5

2 2

2
( ) exp 1H H a H a H

a
;

= −0( ) (1 )V t P H . (4)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà îñíîâå âûðàæåíèé 
(3) è (4) ïðîâîäèëèñü ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðè 
ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ çàäà÷è:

a = 1; =0 250000w ; =0 77P  (ïðè μ = 0); =0 88P  
(ïðè μ = 0,3); m = 3; =1 0,75Í ,

ãäå 1Í  – êîíå÷íàÿ âûñîòà öèëèíäðà.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ 

êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ 
2–4: μ = 0 (ñïëîøíûå ëèíèè) è μ = 0,3 (øòðèõî-
âûå ëèíèè).

Ñðàâíèì ïðîãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ À è 
Á. Ðàññìîòðèì äåôîðìèðîâàíèå öèëèíäðà äî 
âûñîòû 1Í  çà îäíî è òî æå âðåìÿ 1t . Íà ðèñóíêå 2 
ïîêàçàíî èçìåíåíèå âûñîòû öèëèíäðà âî âðå-
ìåíè äëÿ ïðîãðàìì À è Á. Çàâèñèìîñòè ( )H t  
ïî ïðîãðàììå À äëÿ îáîèõ çíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòîâ òðåíèÿ ñîâïàäàþò è íàõîäÿòñÿ íà 
ïðÿìîé.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãðàììû À çàâèñè-
ìîñòü, ïîêàçûâàþùàÿ èçìåíåíèå ñæèìàþùåé 
ñèëû  ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3, à. Äëÿ ïðîãðàì-
ìû Á íà ðèñ. 3, á ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü èçìå-
íåíèÿ ñêîðîñòè .

Ñòåïåííàÿ ìîäåëü óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷å-
ñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ó÷åíûìè âñåãî ìèðà 
ïðè îïèñàíèè âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ïîëçó-
÷åñòè; ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå îíà ïðåäëîæåíà 
Áåéëè (R.W. Bailey) â 1929 ã. Â êà÷åñòâå ñâÿçè 
èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé σu è èíòåíñèâíî-
ñòè ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé ïîëçó÷åñòè �up  ýòà 
ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå [6]:

⎛ ⎞σ
= ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

�
0 0

1
,

m

u
up t

 (1)

ãäå t
0
 = t

0
(T), σ

0
 = σ

0
(T), m = m(T) – êîíñòàíòû 

ìàòåðèàëà ïðè òåìïåðàòóðå äåôîðìèðîâàíèÿ T.
Äàííûå êîíñòàíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç èñïû-

òàíèé îáðàçöîâ íà îäíîîñíóþ ïîëçó÷åñòü ïðè 
ðàñòÿæåíèè. Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èñ-
ñëåäîâàíèþ [5] â øèðîêîì äèàïàçîíå íàïðÿæå-
íèé õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà äëÿ ðÿäà ìåòàë-
ëè÷åñêèõ ñïëàâîâ ïðè ðàñòÿæåíèè ñîâïàäàþò ñ 
ñîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðè-
àëà ïðè ñæàòèè. Íàïðèìåð, äëÿ õðîìîìîëèáäå-
íîâîé ñòàëè ÝÈ 10 ïðè T = 450°Ñ îïðåäåëåíû 
òàêèå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøåéñÿ 
ïîëçó÷åñòè [12]:

,  m = 2,99.

Äëÿ õðîìîíèêåëåâîâîëüôðàìîâîé ñòàëè 
45Õ14Í14Â2Ì ïðè T = 600°Ñ [12] (äàëåå â ïðè-
âîäèìûõ ïðèìåðàõ áóäåò èñïîëüçîâàí ýòîò ìà-
òåðèàë) ýòè çíà÷åíèÿ òàêèå:

  m = 3.

Èç íàòóðíûõ èñïûòàíèé ñåðèè îáðàçöîâ 

îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m è 
σ0 0

1
,

mt
 

âûáîð êîíêðåòíûõ êîíñòàíò t
0
 è σ

0
 íå èìååò 

çíà÷åíèÿ, òàê êàê íå âëèÿåò íà ïîëó÷åíèå êîí-
êðåòíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé 
óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè (äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè ìîæíî ïðèíÿòü t

0
 = 1 ÷àñ).

Ñðàâíåíèå ïðîãðàìì
íàãðóæåíèÿ À è Á
Â ñòàòüå [7] ïðèâåäåí ïîëíûé âûâîä âñåõ ñî-

îòíîøåíèé äëÿ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ À è Á.
Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå:

 (2)
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Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî 
ó÷åò òðåíèÿ â çàäà÷å Á ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìîé ñèëû (ñ =0 77P  äî 
=0 88P ) è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ ïëèò 

(ñ = ⋅ 5(0) 4,5 10w  äî = ⋅ 5(0) 5 10w ). Ó÷åò òðåíèÿ 
óâåëè÷èâàåò íà 5–15% çíà÷åíèÿ 0P  è (0)w  ïî 
ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòîì ïðè äîïóùåíèè î åãî îò-
ñóòñòâèè.

Íà ðèñóíêå 4, à ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ýíåð-
ãèè ( )V t , çàòðà÷èâàåìîé íà îñàäêó öèëèíäðà. 
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå çíà÷åíèé V  
äëÿ ïðîãðàìì A è Á. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî 
ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ 1V , çàòðà÷èâàåìàÿ íà 
îñàäêó öèëèíäðà ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè 
ñáëèæåíèÿ ïëèò, ìåíüøå, ÷åì ýíåðãèÿ äåôîð-
ìèðîâàíèÿ 2V , òðåáóåìàÿ ïðè ïîñòîÿííîé ñæè-
ìàþùåé ñèëå. 

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå âûñîòû öèëèíäðà
ïðè íàãðóæåíèè ïî ïðîãðàììàì À è Á

à                                                                á
Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå íàãðóçêè äëÿ ïðîãðàììû À (à) 

è èçìåíåíèå ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ ïëèò äëÿ ïðîãðàììû Á (á): 1 – µ=0; 2 – µ  =0,3

Íà ðèñóíêå 4, á ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè äâóõ 
ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ À è Á ïðè ñëåäóþùèõ 
çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò:

μ = 0; μ = 0,3;  m = 9;  =1 0,6H ;  a = 2.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, 
÷òî âûèãðûø ýíåðãèè äîñòèãàåò 20,5%. Âû÷èñ-
ëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñòü −2 1( )V V  âîçðàñ-
òàåò ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ μ è 
îòíîøåíèÿ 0 0/ .R H

Áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ ïðîãðàììû Â
ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëü-

íîé êèíåìàòè÷åñêîé ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ 
öèëèíäðà ïðè äîïóùåíèè μ = 0 (ïðè ýòîì áî÷-
êîîáðàçîâàíèå íå ïðîèñõîäèò), ïðèâîäÿùóþ ê 
ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé ýíåðãèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ.

Â ñëó÷àå äåôîðìèðîâàíèÿ ïî êèíåìàòè÷å-
ñêîé ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ ïðè μ = 0 çà âðåìÿ 1t  
äî âûñîòû 1Í  èç [6] ïîëó÷àåì:

= − = − − ⋅0 1
1

( ) 1 1 (1 )
t

Í t w t Í
t

;

;

−

−
=

⎡ ⎤−⎣ ⎦

1 0
0

1

(1 )

1

m

m

Í mÐ
w

Í
;

. (5)
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à                                                              á
Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ ïðîãðàìì À è Á:

à – ïðè m = 3, a = 1;  á – ïðè m = 9 è a = 2

Â ñëó÷àå äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ñèëîâîé ïðî-
ãðàììå íàãðóæåíèÿ èìååì:

;
−

− −⎡ ⎤
⎡ ⎤= + = + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦

1
1

0 1
1

( ) 1 1 ( 1)
m

m mm
t

Í t Ð mt Í
t

;

;

= −2 0 1(1 )V P H . (6)

Ðàññìîòðèì îñàäêó öèëèíäðà, îáåñïå÷è-
âàþùóþ ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìèðî-
âàíèÿ. Èç (3) â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïðè
μ = 0 èìååì

⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1mw

Ð
Í Í

;

= − ∫
0

1
t

Í wdt ;

. (7)

Ïóñòü m – îòíîøåíèå íå÷åòíûõ ÷èñåë, â 
ýòîì ñëó÷àå èç (7) ïîëó÷àåì:

+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫
�1

1

0

m
t mÍ

dt
Í

, (8)

ãäå 
 
– ýíåðãèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ, çàòðà÷åííàÿ 

íà îñàäêó öèëèíäðà ïî êèíåìàòè÷åñêîé ïðî-
ãðàììå ïðè ïåðåìåííîé ñêîðîñòè w(t).

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèî-

íàëà  îïðåäåëÿåòñÿ 

óðàâíåíèåì Ýéëåðà [11]:
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠�
0

Ô d Ô

Í dt Í
,  =(0) 1Í , =1 1( )Í t Í .

Èç (8) èìååì:
+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

�
1m

mÍ
Ô

Í
; 

+⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∂ +⎛ ⎞= ⋅ − ⋅⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

�
2 11 1

( )
mm
mm

Ô m
Í Í

Í m
; 

( )
+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ +⎛ ⎞= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∂

�
�

1

1

1 m

m

m

Ô m Í

mÍ
Í

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà, ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå

−− ⋅ =�� � 2 1( ) 0Í Í Í ,

ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè =(0) 1Í , =1 1( )Í t Í  
èìååò âèä:

 (9)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (9) â (7), ïîëó÷àåì:

;

;

 (10)
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Âûðàæåíèÿ (9)–(10) îïèñûâàþò çàâèñèìî-
ñòè, îáåñïå÷èâàþùèå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå 
ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ minV .

Ðàññìîòðèì äåôîðìèðîâàíèå öèëèíäðà äî 
âûñîòû 1Í  çà îäíî è òî æå âðåìÿ 1t  äëÿ òðåõ 
ïðîãðàìì À, Á è Â. Â ñëó÷àå m = 3, =1 0,75Í  
ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (5), (6), (9), (10) ïîëó÷àåì 
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ ïðîãðàììû À:

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠1

( ) 1 0,25
t

Í t
t

; 

−= ⋅ ⋅ 4/3
0( ) 0,818P t P H ;

= = ⋅ 3
0 0( ) 0,547w t w P ;

.

Äëÿ ïðîãðàììû Á:
−

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1/3

1

( ) 1 1,3704
t

Í t
t

; 

= 0( )P t P ;

;

= ⋅2 00,25V P .

Äëÿ ïðîãðàììû Â:

= 1( ) 0,75
t
tÍ t ; 

= ⋅ ⋅ 1
0( ) 0,8572 1,333

t
tP t P ;

= ⋅ ⋅3
0( ) 0,630 ( )w t P H t ;

= ⋅min 00,2466V P .
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñëîâûõ äàííûõ 

äëÿ ýòèõ ðåøåíèé ïðèâåäåí â òàáë. 1
Çàòðà÷èâàåìàÿ ýíåðãèÿ íà äåôîðìèðîâàíèå 

öèëèíäðà ïðè òðåõ ïðîãðàììàõ íàãðóæåíèÿ 
ïðè m = 3 è =1 0,75Í  èìååò ñëåäóþùèå çíà÷å-

Òàáëèöà 1
Ñðàâíåíèå ðåøåíèé äëÿ òðåõ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ ïðè m = 3,  = 0,75

1

t
t

( )Í t 0( ) /Ð t Ð

А Б В А Б В А Б В
0 1,0 1,0 1,0 0,818 1,0 0,857 0,547 1,0 0,630
0,2 0,95 0,922 0,944 0,876 1,0 0,908 0,547 0,723 0,595
0,4 0,90 0,864 0,891 0,941 1,0 0,962 0,547 0,557 0,561
0,6 0,85 0,819 0,841 1,016 1,0 1,018 0,547 0,450 0,530
0,8 0,80 0,781 0,794 1,101 1,0 1,079 0,547 0,372 0,500
1,0 0,75 0,750 0,750 1,200 1,0 1,143 0,547 0,316 0,472

íèÿ:

Ðàçëè÷èå ýíåðãèé äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïðîãðàììàì íàãðóæåíèÿ Â è À, 
ñîñòàâëÿåò âñåãî 0,16%.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ (5), (6), (9) è 
(10) ïðè m = 3 è =1 0,5Í :

Ðàçëè÷èå çíà÷åíèé ýíåðãèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êèíåìàòè÷åñêèì ïðî-
ãðàììàì ñ ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé ñêîðîñòÿ-
ìè äåôîðìèðîâàíèÿ, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 1%.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ïðè m = 9 è 
=1 0,5Í . Çàòðà÷èâàåìàÿ ýíåðãèÿ íà äåôîðìè-

ðîâàíèå öèëèíäðà ïðè òðåõ ïðîãðàììàõ íàãðó-
æåíèÿ èìååò òàêèå çíà÷åíèÿ:

Èç ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ìîæíî çà-
êëþ÷èòü, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèé âûèãðûø ïðè 
îïòèìàëüíîé ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ êèíåìàòè÷åñêîé w

0
 = const íåñóùå-

ñòâåíåí. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ðåàëè-
çàöèÿ îïòèìàëüíîé ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ ïî 
çàâèñèìîñòÿì (9)–(10) çàòðóäíèòåëüíà âñëåä-
ñòâèå íåîáõîäèìîñòè íàëè÷èÿ äîðîãîñòîÿùåãî 
îáîðóäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ðåàëèçàöèÿ êèíåìà-
òè÷åñêîé ïðîãðàììû ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
íàãðóæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåàëèçàöèåé 
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êèíåìàòè÷åñêîé ïðîãðàììû ñ ïåðåìåííîé 
ñêîðîñòüþ, îáåñïå÷èâàþùåé ìèíèìóì ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ çàòðàò, èìååò íåîñïîðèìîå ïðåè-
ìóùåñòâî.

Çàêëþ÷åíèå
Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïðîãðàììû îñàäêè 

öèëèíäðîâ íà îïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó çà çàäàí-
íîå âðåìÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ çàòðàò îñàäêà öèëèíäðà ñ ïîñòîÿí-
íîé ñêîðîñòüþ ñáëèæåíèÿ ñæèìàþùèõ ïëèò 
èìååò çàìåòíîå ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ 
ïðîãðàììîé ïðè ïîñòîÿííîé ñèëå íàãðóæåíèÿ. 
Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàíà 
îïòèìàëüíàÿ ïðîãðàììà îñàäêè öèëèíäðà, îáå-
ñïå÷èâàþùàÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ýíåðãèþ 
äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îòëè÷èå ýíåð-
ãèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå îïòèìàëüíîé ïðî-
ãðàììû íàãðóæåíèÿ îò ýíåðãèè äåôîðìèðîâàíèÿ 
â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîé ïðîãðàììû ñîñòàâëÿåò 
ìåíåå 1%. Ïîýòîìó â òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñàõ îñàäêè öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü êèíåìàòè-
÷åñêóþ ïðîãðàììó íàãðóæåíèÿ.
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