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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÍÈÏÓËßÒÎÐÀ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ 
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÇÀÊÎÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß*

Í.Þ. Íîñîâà, Â.À. Ãëàçóíîâ, Ñ.Â. Ïàëî÷êèí

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàíèïóëÿòîð ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, ñîâåð-
øàþùèé ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå, ñ ïðèâîäàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà îñíîâàíèè. 
Ïðåäñòàâëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü è ïðîâåäåí äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ìåõàíèçìà. 
Òðåáóåìûå çàêîíû äâèæåíèÿ âõîäíûõ çâåíüåâ îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå 
ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè. Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèíàìèêè 
îïðåäåëåíû ðåàëüíûå çàêîíû äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà. Ïðî àíà-
ëèçèðîâàíî âëèÿíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé è êîýôôèöèåíòîâ îáðàòíûõ ñâÿçåé íà 
îøèáêó ðåàëüíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàíèïóëÿòîð ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, äèíàìèêà, çàäà÷à óïðàâ-
ëåíèÿ, óðàâíåíèÿ ñâÿçè.

DYNAMICS OF A PARALLEL STRUCTURE MECHANISM 
WITH PROVISION FOR THE LAW OF CONTROL
N.Yu. Nosova, V.A. Glazunov, S.V. Palochkin
In this paper there is considered a parallel structure mechanism which performs translational motion with 
actuators located on the base. Also the dynamic model and analysis of the mechanism are presented. Required 
laws of motion for the input units are determined by solving the inverse task of dynamics. The real laws for output 
manipulator link motion are determined on the base of solution for the direct problem of dynamics. The initial 
conditions and feedback factors influence on the error of the real law for output link motion has being analized.

Keywords: manipulator of parallel structure, dynamics, task of control, communication equations.

* Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 15-08-05493а 
«Разработка метода выбора параметров энергетического канала автоматизированного привода».

Ââåäåíèå
Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ñðåäñòâ ðåøåíèÿ 

çàäà÷ àâòîìàòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå 
ìàíèïóëÿòîðîâ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû. Ýòè 
óñòðîéñòâà îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî âõîäíîå çâåíî 
ñâÿçàíî ñ âûõîäíûì çâåíîì íåñêîëüêèìè êèíå-
ìàòè÷åñêèìè öåïÿìè, è ïîýòîìó îíè âîñïðèíè-
ìàþò íàãðóçêó êàê ïðîñòðàíñòâåííûå ôåðìû, 
÷òî ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò æåñòêîñòü êîí-
ñòðóêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè òèïàìè ìå-
õàíèçìîâ [1–6]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îáóñëîâ-
ëèâàåò ïîâûøåííûå ïîêàçàòåëè ïî òî÷íîñòè 
è ãðóçîïîäúåìíîñòè. Êðîìå òîãî, ìåõàíèçìû 
äàííîãî òèïà ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâûâàòü äâè-
æåíèÿ ñ îòíîñèòåëüíî âûñîêèìè ñêîðîñòÿìè 
â ñèëó òîãî, ÷òî ïðèâîäû èíîãäà óñòàíàâëèâà-
þòñÿ íà îñíîâàíèè, à çâåíüÿ èìåþò îòíîñèòåëü-
íî ìàëóþ ìàññó [7–9].

Îäíàêî ìåõàíèçìû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû 
èìåþò è íåäîñòàòêè, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ âçàèì-
íûì âëèÿíèåì ïðèâîäîâ. Ëþáîå ïðîñòåéøåå 
äâèæåíèå, äàæå, íàïðèìåð, ïî ïðÿìîé, òðåáóåò 
ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ âñåõ äâèãàòåëåé. Äèíà-
ìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî ìàëî èññëåäîâàíû. 
Êàê ïðàâèëî, àíàëèç îãðàíè÷èâàåòñÿ îáðàòíû-
ìè çàäà÷àìè äèíàìèêè, êîãäà ïî òðåáóåìîìó 
çàêîíó äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà îïðåäåëÿþò-
ñÿ óñèëèÿ â ïðèâîäàõ [10–14].

Ìåæäó òåì, äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé áîëåå øèðîêóþ ïðîáëåìó, ÷åì êè-
íåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ýòî îáóñëîâëåíî íåîá-
õîäèìîñòüþ ó÷åòà õàðàêòåðèñòèê äâèãàòåëåé, 
çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ, ïàðàìåòðîâ îáðàòíûõ 
ñâÿçåé è ò.ä. Ïîäîáíûì îáðàçîì çàäà÷à ñòàâè-
ëàñü ëèøü â îòíîñèòåëüíî íåìíîãî÷èñëåííûõ 



Ä
È

Í
À

Ì
È

Ê
À

 È
 Ï

Ð
Î

×
Í

Î
Ñ

Ò
Ü

 Ì
À

Ø
È

Í
Í.Þ. Íîñîâà, Â.À. Ãëàçóíîâ, Ñ.Â. Ïàëî÷êèí

14
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2015, № 4

ïóáëèêàöèÿõ [15–17], ãäå ðàññìàòðèâàëèñü, 
ïðåæäå âñåãî, ïëîñêèå, ïîñòóïàòåëüíî-íàïðàâ-
ëÿþùèå è ñôåðè÷åñêèå ìåõàíèçìû ñ òðåìÿ 
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðè ýòîì ìîäåëèðîâàëàñü 
äèíàìèêà äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà ïðè ðàçíûõ 
çàêîíàõ òðåáóåìîãî äâèæåíèÿ, ïðè íåñîîòâåò-
ñòâèè äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíûì ïàðàìå-
òðàì ìåõàíèçìà. Èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå 
àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ, îäèí èç êîòîðûõ îñíî-
âàí íà ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîé îøèáêè ïî 
êîîðäèíàòå, ñêîðîñòè èëè óñêîðåíèþ [5, 10, 11, 
15, 18]. Íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííûé àëãîðèòì 
ýôôåêòèâåí äëÿ ìåõàíèçìîâ ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû áûëà îòðàáîòêà àëãî-
ðèòìà óïðàâëåíèÿ ïîñòóïàòåëüíî-íàïðàâëÿþ-
ùèì ìàíèïóëÿòîðîì, îñíîâàííîãî íà ðåøåíèè 
ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ äèíàìèêè. Îñíîâíîé 
çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïî 
çàäàííîìó çàêîíó äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà 
ìîìåíòîâ è ñèë (çàêîíîâ äâèæåíèÿ), ðàçâèâàå-
ìûõ ïðèâîäàìè, íà îñíîâå ìèíèìèçàöèè îòêëî-
íåíèÿ ðåàëüíîãî çàêîíà äâèæåíèÿ âûõîäíîãî 
çâåíà îò çàäàííîãî.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ñèñòåì ïàðàëëåëü-

íîé ñòðóêòóðû ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé ìàíèïóëÿ-
òîð ORTHOGLIDE [7–9] ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè 
ñâîáîäû, ðàçðàáîòàííûé ôðàíöóçñêèìè èññëå-
äîâàòåëÿìè (ðèñ. 1).

Ìàíèïóëÿòîð ORTHOGLIDE ñîñòîèò èç 
òðåõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïåé, ðàñïîëîæåííûõ 
îðòîãîíàëüíî, ñ òðåìÿ ïîñòóïàòåëüíûìè äâè-
ãàòåëÿìè. Â êàæäîé öåïè èìååò ìåñòî øàðíèð-

íûé ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîñòî-
ÿíñòâî îðèåíòàöèè âûõîäíîãî çâåíà. Äàííàÿ 
ñõåìà âî ìíîãîì ñõîäíà ñî ñõåìîé ìàíèïó-
ëÿòîðà DELTA [19], îäíàêî äâèãàòåëè âðàùà-
òåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ çàìåíåíû íà ïîñòóïà-
òåëüíûå.

Âïîñëåäñòâèè, äëÿ ïîâûøåíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íûõ âîçìîæíîñòåé ìàíèïóëÿòîðà ORTHOGLIDE 
ôðàíöóçñêèìè èññëåäîâàòåëÿìè áûëî ïðåäëî-
æåíî ñíàáäèòü äâå êèíåìàòè÷åñêèå öåïè êàð-
äàííûìè âàëàìè è äâèãàòåëÿìè âðàùàòåëüíîãî 
ïåðåìåùåíèÿ ðàáî÷åãî îðãàíà (ðèñ. 2) [9].

Äàííûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìåõàíèçì èìååò 
ïÿòü ñòåïåíåé ñâîáîäû è âêëþ÷àåò: îñíîâà-
íèå – íåïîäâèæíóþ ðàìó 1; íåïîäâèæíûå íà-
ïðàâëÿþùèå 2, 2’, 2”, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû 
âäîëü îñåé x, y, z; îðèåíòèðóþùèé ìåõàíèçì 
3; ðàáî÷èé îðãàí 4 è òðè êèíåìàòè÷åñêèå öåïè. 
Êàæäàÿ öåïü ñîäåðæèò äâèãàòåëü ïîñòóïàòåëü-
íîãî ïåðåìåùåíèÿ (5, 5’, 5”), ðàñïîëîæåííûé 
ïàðàëëåëüíî îäíîé èç îðòîãîíàëüíûõ îñåé êî-
îðäèíàò; ïîäâèæíóþ êàðåòêó (6, 6’, 6”), êîòîðàÿ 
èìååò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå âäîëü îäíîé 
èç îñåé êîîðäèíàò çà ñ÷åò äâèãàòåëÿ ïîñòóïà-
òåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ. Òàêæå êàæäàÿ öåïü 
èìååò øàðíèðíûé ïàðàëëåëîãðàìì (7, 7’, 7”). 
Â äâóõ êèíåìàòè÷åñêèõ öåïÿõ ðàñïîëîæåíû 
êàðäàííûå âàëû (8, 8’), íåîáõîäèìûå äëÿ ïå-
ðåäà÷è âðàùåíèÿ íà ðàáî÷èé îðãàí 4. Êàæäàÿ 

Ðèñ. 1. Ìàíèïóëÿòîð ORTHOGLIDE 
ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðèñ. 2. Ìàíèïóëÿòîð ORTHOGLIDE 
ñ ïÿòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
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èç ýòèõ äâóõ öåïåé ñîäåðæèò äâèãàòåëü âðàùà-
òåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ (9, 9’).

Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî ðåøåíèÿ 
(ñì. ðèñ. 2), â ðàáîòàõ àâòîðîâ [20–22] äëÿ ïå-
ðåäà÷è âðàùåíèé âìåñòî êàðäàííûõ âàëîâ áûëî 
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü â êàæäîé êèíåìà-
òè÷åñêîé öåïè òå æå øàðíèðíûå ïàðàëëåëî-
ãðàììû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ ïåðåäà÷è 
ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèé (êèíåìàòè÷åñêàÿ 
ñõåìà ïîäîáíîãî ìåõàíèçìà ïðåäñòàâëåíà íà 
ðèñ. 3). Äëÿ ýòîãî íà âûõîäíîì çâåíå ðàçìåùà-
åòñÿ ñôåðè÷åñêèé ìåõàíèçì, ïåðåäàþùèé âðà-
ùåíèå è ñëóæàùèé äëÿ îðèåíòàöèè ðàáî÷åãî 
îðãàíà. Ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ êèíåìàòè÷å-
ñêàÿ ðàçâÿçêà ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûìè è âðà-
ùàòåëüíûìè äâèæåíèÿìè. Êðîìå òîãî, ìîæíî 
ãîâîðèòü è î äèíàìè÷åñêîé ðàçâÿçêå, ïîñêîëüêó 
ïîñòóïàòåëüíûå äâèæåíèÿ ñâÿçàíû ñ áîëüøèìè 
àìïëèòóäàìè ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé, â òî 
âðåìÿ êàê âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ íå îáóñëîâ-
ëèâàþò áîëüøèõ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à äèíàìè-
÷åñêîãî àíàëèçà ìàíèïóëÿòîðà ïàðàëëåëüíîé 
ñòðóêòóðû [23], âûïîëíÿþùåãî òîëüêî ïîñòó-
ïàòåëüíîå êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå, â êîòîðîì 
èñïîëüçóþòñÿ òðè øàðíèðíûõ ïàðàëëåëîãðàì-
ìà, èìèòèðóþùèõ íàëè÷èå äâóõ êàðäàííûõ 
øàðíèðîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé êèíåìàòè÷åñêîé 
öåïè (ðèñ. 4). Íà âõîä êàæäîãî èç ïðèâîäîâ ïî-
äàåòñÿ óïðàâëÿþùèé ñèãíàë. Âûõîäîì ñèñòåìû 
ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèå ðàáî÷åãî îðãàíà – âûõîä-
íîãî çâåíà ìåõàíèçìà â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå. 
Â êà÷åñòâå ïðèâîäîâ èñïîëüçóþòñÿ ýëåêòðè÷å-
ñêèå äâèãàòåëè ïîñòîÿííîãî òîêà ñ ìåõàíèç-
ìîì ïðåîáðàçîâàíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ 
â ïîñ òóïàòåëüíîå, óñòàíîâëåííûå íà îñíîâàíèè 
ìåõàíèçìà.

Ïðè ïîñòóïàòåëüíîì äâèæåíèè êàæäàÿ 
òî÷êà âûõîäíîãî çâåíà èìååò îäèíàêîâûå ñêî-
ðîñòè, ïîýòîìó â ðàñ÷åòíîé ñõåìå âûõîäíîå 
çâåíî ìîæåò áûòü çàìåíåíî ìàòåðèàëüíîé 
òî÷êîé, à ïàðàëëåëîãðàììû çàìåíÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè çâåíüÿìè òèïà ñôåðè÷åñêîãî 
øàðíèðà (ðèñ. 5).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ñòðóêòóðà ìà-
íèïóëÿòîðà ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëàñü ñ òî÷êè 
çðåíèÿ äèíàìèêè.

Ðèñ. 3. Ìàíèïóëÿòîð ñ ïÿòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðèñ. 4. Ïîñòóïàòåëüíî-íàïðàâëÿþùèé ìåõàíèçì 
ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

Ðèñ. 5. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ìåõàíèçìà 
ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
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Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà 

àíàëèçå äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè äâèæåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìåõàíèçìà. Ïî çàäàííîìó (òðå-
áóåìîìó) çàêîíó äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà 
äëèíîé L ðåøàåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äèíàìèêè 
è îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå çàêîíû äâèæåíèÿ 
ïðèâîäîâ. Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äâèãàòåëÿìè ïî 
ñîîòâåòñòâóþùåìó àëãîðèòìó âû÷èñëÿåò òðå-
áóåìûå íàïðÿæåíèÿ â îáìîòêå ÿêîðÿ äâèãàòåëÿ. 
Çàòåì íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèíà-
ìèêè îïðåäåëÿþòñÿ ðåàëüíûå äâèæåíèÿ âûõîä-
íîãî çâåíà ìàíèïóëÿòîðà, êîòîðûå ñîïîñòàâëÿ-
þòñÿ ñ òðåáóåìûìè äâèæåíèÿìè.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äàí-
íîãî ìåõàíèçìà èñïîëüçóþòñÿ ïðèíöèï Äà-
ëàìáåðà è ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé. 
Çàäàâàÿ ýëåìåíòàðíûå ïðèðàùåíèÿ âõîäíûì 
êîîðäèíàòàì δq

1
, δq

2
, δq

3
, ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
íàò âûõîäíîãî çâåíà:

        

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2

3 3 3
3 3 3

3 3 3
3

0;

0;

0,

x y zmx q my q mz q
q q q
zmg q P q
q
x y zmx q my q mz q
q q q
zmg q P q
q
x y zmx q my q mz q
q q q
zmg q P q
q

  
     

  


    

  

     
  


    

  

     
  


    



  

  

  

 

 (1)

ãäå m – ìàññà âûõîäíîãî çâåíà; Ð
1
, Ð

2
, Ð

3
 – 

ñèëû â ïðèâîäàõ; x, y , z  – óñêîðåíèÿ âûõîä-
íîãî çâåíà. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
1

x
q



,...,
3

z
q



 

íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ ñâÿçåé, çà-
ïèñàííûå â âèäå íåÿâíûõ ôóíêöèé îò êîîðäè-
íàò ñèñòåìû 

F
i 
(x, y, z, q

i
) = 0,   i = 1, 2, 3.

Â äàííûõ ôóíêöèÿõ ïåðåìåííàÿ q
i
 â ñâîþ 

î÷åðåäü ïðåäñòàâëåíà êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ 
õ, y, z. Äèôôåðåíöèðóÿ êàæäóþ èç ýòèõ íåÿâ-
íûõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííûì õ, y, z, ïîëó÷àåì 
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùóþ ñêîðîñòè 
âõîäíûõ è âûõîäíûõ çâåíüåâ:

   
0i i i i

i
i

F F F Fx y z q
x y z q

   
   

   
   , i = 1, 2, 3.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ïåðåìåííûõ 
êîýôôèöèåíòîâ:

, ,i i i i

i ii i

x F F y F F
q x q yq q

     
   

    

                           
.i i

ii

z F F
q zq

  
 

   
(2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ 
ìåõàíèçìîì ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, ñâÿçàí-
íûé ñ âû÷èñëåíèåì ìîìåíòîâ è ñèë ïî çàäàííî-
ìó çàêîíó äâèæåíèÿ, äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü 
îøèáêè ïî óñêîðåíèþ, ñêîðîñòè è êîîðäèíàòå. 
Ðàíåå [15] ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ìàíèïó-
ëÿòîðà ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ñ äâóìÿ ïàðàë-
ëåëîãðàììàìè â êàæäîé öåïè.

Óðàâíåíèÿ ñâÿçè äëÿ ðàñ÷åòíîé ñõåìû ìå-
õàíèçìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìàíèïóëÿ-
òîðà (ñì. ðèñ. 5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 
óðàâíåíèé â âèäå:

        

 
 

 

2 2 2 2
1 1

22 2 2
2 2

22 2 2
3 3

0

0

0.

F x q y z L

F x y q z L

F x y z q L

      
      


     

 (3)

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñêîðîñòåé, îñíîâàííîå 
íà èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìàòðèöû ßêîáè, â îáùåì 
âèäå:
                               AV = (-B)V

i1
; (4)

A = 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

F F F
x y z
F F F
x y z
F F F
x y z

   
    
   
    
   
 
   

; B = 

1

1

2

2

3

3

0 0

0 0

0 0

F
q

F
q

F
q

 
  
 
 

 
 
   

; 

                        V = 

x
y
z

 
 
 
 
 







; V
i1 = 

1

2

3

q
q
q

 
 
 
 
 







, (5)

ãäå À – ìàòðèöà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò íåÿâ-
íîé ôóíêöèè ïî x, y, z; Â – ìàòðèöà ÷àñòíûõ 
ïðîèçâîäíûõ îò íåÿâíîé ôóíêöèè ïî îáîáùåí-
íûì êîîðäèíàòàì q

1
, q

2
, q

3
; V – âåêòîð ñêîðî-

ñòè âûõîäíîãî çâåíà, ðàñïîëîæåííûé íà îñÿõ 
x, y, z; V

i1
 – âåêòîð îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé âî 

âõîäíûõ çâåíüÿõ (âõîäíûå ñêîðîñòè).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû òðåáóåìûå 
çàêîíû èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò x

Ò
(t), y

Ò
(t), z

Ò
(t) 

è, ñîîòâåòñòâåííî, òðåáóåìûå ñêîðîñòè T ( )x t , 

T ( )y t , T ( )z t  è óñêîðåíèÿ T ( )x t , T ( )y t , T ( )z t , 
ãäå t – âðåìÿ.

Íåîáõîäèìî íàéòè ñèëû (ìîìåíòû) â ïðè-
âîäàõ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ìèíèìèçàöèÿ 
îøèáêè: 

– ïî êîîðäèíàòå

 1 T( ) ( ) ( )t x t x t   ; 2 T( ) ( ) ( )t y t y t   ; 
 3 T( ) ( ) ( )t z t z t   ;
– ïî ñêîðîñòè

 1 T( ) ( ) ( )t x t x t     ; 2 T( ) ( ) ( )t y t y t     ; 
 3 T( ) ( ) ( )t z t z t     ;
– ïî óñêîðåíèþ

 1 T( ) ( ) ( )t x t x t     ; 2 T( ) ( ) ( )t y t y t     ; 
 3 T( ) ( ) ( )t z t z t     .
Èç ðàáîò [5, 10, 11, 15] èçâåñòíî, ÷òî çàêîí 

èçìåíåíèÿ îøèáêè äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü 
äâèæåíèþ êîëåáàòåëüíîãî çâåíà, ïðè êîòîðîì 
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü è ìèíèìèçàöèÿ 
îøèáêè ïî ïîëîæåíèþ, ñêîðîñòè è óñêîðåíèþ.

Çàêîíû óñêîðåíèé âûõîäíîãî çâåíà â ñèñòå-
ìå ñ îáðàòíûìè ñâÿçÿìè èìåþò âèä:

     

T 1 T 0 T

T 1 T 0 T

T 1 T 0 T

( ) ( );
( ) ( );
( ) ( ),

x x x x x x
y y y y y y
z z z z z z

      

      

      

   

   

   

  (6)

ãäå γ
0
, γ

1
 – êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ ñâÿçåé. 

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò èñêîìûå 
çàêîíû ôîðìèðîâàíèÿ óïðàâëÿþùèõ ñèë è ìî-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ äâèæåíèå ïî íàçíà÷åí-
íîé òðàåêòîðèè.

×èñëåííîå ðåøåíèå 
çàäà÷è äèíàìèêè
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáîáùà-

þùèõ ðåçóëüòàòîâ çàäàâàëèñü ðàçëè÷íûå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà, ðàç-
ëè÷íûå êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ ñâÿçåé (γ

0
, γ

1
), 

à òàêæå ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû ω çàêîíà äâèæåíèÿ 
ïî òðàåêòîðèè.

Çàäàäèì çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò äëÿ òî÷êè 
À (x, y, z), ãäå õ = 1 ì, y = 1 ì; z = 1 ì. Äëèíà 
çâåíà L = 3 ì.

Çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ 
â (5), ðàâíû:

1)
 

1
12 2F x q

x


 


; 1 2F y
y





; 

 
1 2F z
z





; 1

1
1

2 2F q x
q


 


;

2) 2 2F x
x





; 2

22 2F y q
y


 


; 

 
2 2F z
z





; 2

2
2

2 2F q y
q


 


;

3) 3 2 ;F x
x




  

3 2 ;F y
y




  

 

3
32 2 ;F z q

z


 


 3
3

3
2 2F q z

q


 


.

Òîãäà, óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé (4) ïðèíèìàþò 
âèä:

1

2

3

1 1

2 2

3 3

2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 0 0
0 2 2 0
0 0 2 2

x q y z x
x y q z y
x y z q z

q x q
q y q

q z q

  
     

     
  

      
    











 .

Â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) âõîäÿò çíà÷åíèÿ 
óñêîðåíèé âõîäíûõ è âûõîäíûõ çâåíüåâ. Äëÿ 
äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìèêè íåîá-
õîäèìî âûðàçèòü óñêîðåíèÿ âõîäíûõ çâåíüåâ 
÷åðåç óñêîðåíèÿ âûõîäíûõ. Äèôôåðåíöèðóÿ 
óðàâíåíèÿ (3) âòîðîé ðàç ïî t, ïîëó÷àåì óðàâ-
íåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå óñêîðåíèÿ âõîäíûõ è âû-
õîäíûõ çâåíüåâ:

 

 
 

 
 

 

2 2 2

1 3 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

2 3 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

3 3 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 ;
24

2 2 2 2 2 2 ;
24

2 2 2 2 2 2 .
24

yy zz y z yy zzq x
L y zL y z

xx zz x z xx zzq y
L x zL x z

xx yy x y xx yyq z
L x yL x y

   
  

  

   
  

  

   
  

  

    
 

    
 

     
 

 
  

(7)

Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ (3) àáñîëþòíûå ñêî-
ðîñòè âûðàæàþòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñêîðîñòåé 
÷åðåç îáîáùåííûå ñêîðîñòè.

Çàäàäèì ïîñòîÿííóþ âðåìåíè τ  0,018 ñ, 
õàðàêòåðèçóþùóþ äëèòåëüíîñòü ïðîòåêàíèÿ 
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðî-
öåññà ïðè ýòîì áóäåò t = 0,076 ñ, à êîýôôèöè-
åíòû îáðàòíîé ñâÿçè γ

0
 = 3086, γ

1
 = 78,5. Äëÿ 

óïðîùåíèÿ ïðåíåáðåãàåì ìàññîé âõîäíûõ çâå-
íüåâ è ñèëîé âåñà.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà 
ïî çàäàííîìó çàêîíó èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ (1). 
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Ñèëû â ïðèâîäàõ Ð
i
 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç 

óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà [5, 10, 11]:

T 1 T 0 T

T 1 T 0 T

T 1 T 0 T

( ( ) ( ))

( ( ) ( ))

( ( ) ( )) ,

i
i

i

i

i i

xP m x x x x x
q
ym y y y y y
q
zm z z z z z mg
q q


          




           



           

 

  

  

  

ãäå i = 1, 2, 3; λ
i
 → x, y, z.

Çàäàäèì çàêîí äâèæåíèÿ èñïîëíèòåëüíîãî 
çâåíà â âèäå:

x
T
(t) = 0,1sinωt; y

T
(t) = 0,1sinωt; z

T
(t) = 0,1sinωt.

1. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïðè ÷àñòîòå ω = 
= 40 ðàä/ñ. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: õ(0) = 0, y(0) = 0, 
z(0) = 0. Ðàñ÷åòíîå âðåìÿ t = 0,4 ñ. Äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ îøèáêè ïðèíèìàþò âèä:

   

T T T

T T T

T T T

78,5( ) 3086( );
78,5( ) 3086( );
78,5( ) 3086( ).

x x x x x x
y y y y y y
z z z z z z

    
    
    

   

   

   

  (8)

Ðèñ. 6. Èçìåíåíèå îøèáêè ïî êîîðäèíàòå Ðèñ. 7. Èçìåíåíèÿ îøèáêè ïîëîæåíèÿ Δõ, 
êîîðäèíàò õ

Ò
 è õ ïðè óïðàâëåíèè ìåõàíèçìîì 
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ðèñ. 8. Èçìåíåíèÿ îøèáêè ïî êîîðäèíàòå Ðèñ. 9. Äâèæåíèå âûõîäíîãî çâåíà

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà áûëè ïîëó÷åíû ãðàôè-
êè èçìåíåíèÿ îøèáîê ïî ðàçëè÷íûì êîîðäèíà-
òàì (ðèñ. 6). Äëÿ íàãëÿäíîñòè íà ðèñ. 7 ïðåä-
ñòàâëåíû ãðàôèêè òðåáóåìîãî çàêîíà äâèæåíèÿ 
õ

Ò
(t), ôàêòè÷åñêîãî çàêîíà õ(t) è àáñîëþòíîé 

îøèáêè Δx(t), ãäå Δx = õ
Ò 
– õ.

Àíàëèçèðóÿ ãðàôèêè íà ðèñ. 6, ìîæíî ñäå-
ëàòü âûâîä, ÷òî ïðè ïðèíÿòûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèÿõ è ïðèëîæåíèè ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå 
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ â âèäå ñèíóñîèäû ñèñòå-
ìà ïðèíèìàåò óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ â ïðå-
äåëàõ óñòàíîâëåííîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. 
Ïðè ýòîì ìîæíî îòìåòèòü ïîÿâëåíèå íåçíà÷è-
òåëüíîé îøèáêè äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà, êî-
òîðàÿ òàêæå èìååò óñòàíîâèâøèåñÿ çíà÷åíèÿ.

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ ñîñòàâëÿþò õ(0) = 1,5 ì, y(0) = 0, z(0) = 0, ïðè 
ýòîì óãëîâàÿ ÷àñòîòà è êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ 
ñâÿçåé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè: ω = 40 ðàä/ñ, 
γ

0 
= 3086, γ

1
 = 78,5; âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-

ñà t = 0,076 ñ, ðàñ÷åòíîå âðåìÿ t = 0,25 ñ. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 8, 9, 10.

Àíàëèç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 8, 9 è 10 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, çíà÷èòåëüíî 
íå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïèñàííîìó çàêîíó, 
óâåëè÷èëàñü îøèáêà ïî ïîëîæåíèþ, à òàêæå 
âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.
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3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â 10 ðàç óâå-
ëè÷åíà óãëîâàÿ ÷àñòîòà ω = 400 ðàä/ñ, ïðè 
íåèçìåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ: õ(0) = 0, 
y(0) = 0, z(0) = 0, à êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ 
ñâÿ çåé γ

0
 = 3086, γ

1
 = 78,5. Âðåìÿ ïåðåõîäíî-

ãî ïðîöåññà òàêæå íå èçìåíèëîñü è ñîñòàâëÿåò 
t = 0,076 ñ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè ïîêàçà-
íû íà ðèñ. 11, 12, 13.

Èç ãðàôèêîâ íà ðèñ. 11, 12 è 13 ñëåäóåò, ÷òî 
ïðè óâåëè÷åíèè óãëîâîé ÷àñòîòû óâåëè÷èëàñü 
îøèáêà ïî ïîëîæåíèþ, à òàêæå âðåìÿ ïåðåõîä-
íîãî ïðîöåññà.

Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàíèïóëÿòîðà ïàðàë-

ëåëüíîé ñòðóêòóðû ñ ïÿòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû 
(äëÿ ïîñòóïàòåëüíîé ÷àñòè äàííîãî ìåõàíèçìà) 
áûëà ñîñòàâëåíà äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè. Íà îñíîâå ýòèõ çàäà÷ 
áûë îòðàáîòàí àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ òðåáóå-
ìîãî äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà. Äëÿ àíàëèçà 
ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìàíèïóëÿ-
òîðà è îöåíêè ïðèãîäíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà 
ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 
äâèæåíèÿ è êîýôôèöèåíòû îáðàòíûõ ñâÿçåé (γ

0
, 

γ
1
), à òàêæå ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû äâèæåíèÿ ïî 

òðàåêòîðèè (ω). Ïðè ýòîì îøèáêà äâèæåíèÿ ïî 
çàäàííîìó çàêîíó èìåëà ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 10. Èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé âûõîäíîãî çâåíà
Ðèñ. 11. Èçìåíåíèÿ îøèáêè ïî êîîðäèíàòå

Ðèñ.12. Èçìåíåíèÿ îøèáêè ïîëîæåíèÿ Δõ, 
êîîðäèíàò õÒ è x ïðè óïðàâëåíèè ìåõàíèçìîì 

ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ

Ðèñ. 13. Äâèæåíèå âûõîäíîãî çâåíà
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