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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÀÊÒÎÐÛ ÏÐÈ ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÌ 
ÑÈËÎÂÎÌ È ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÈ 
ÊÎËÅÁÀÍÈÉ Â ÖÈÊËÎÂÛÕ ÌÀØÈÍÀÕ 

È.È. Âóëüôñîí

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì äèíàìèêè ìàøèí ñ ìåõàíèçìàìè öèêëîâîãî äåéñòâèÿ 
(ðû÷àæíûå, êóëà÷êîâûå, øàãîâûå è äð.) èññëåäóþòñÿ âëèÿíèå íåëèíåéíûõ óïðó-
ãîäèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê è íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëîæåíèÿ èñïîëíè  òåëü-
íîãî îðãàíà  íà  óñëîâèÿ  äèíàìè÷åñêîé  óñòîé÷èâîñòè,  ñîâìåñòíûå âû íóæ   äåí íûå 
è ïà  ðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ çàäàííîãî ïðîãðàì-
ìíîãî äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå óñòàíîâëåíû ñïîñîáû ïîäàâëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ 
ðåçîíàíñîâ ñ ó÷åòîì ìåäëåííûõ è áûñòðûõ äâèæåíèé, à òàêæå àìïëèòóäíîé ìîäó-
ëÿöèè ïðè âûñîêî÷àñòîòíîì ñèëîâîì âîçáóæäåíèè. Àíàëèçèðóåòñÿ ñïå öèôè÷åñêèé 
ðåçî íàíñíûé ðåæèì íà ÷àñòîòå áèåíèé. Èññëåäóåìûå íåëèíåéíûå ýôôåêòû 
èë ëþñò ðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûíóæäåííûå è ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, öèêëîâûå ìåõà-
íèçìû, äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, äèññèïàòèâíûå ñèëû, áèåíèÿ.

NONLINEAR FACTORS AT THE JOINT FORCE AND PARAMETRIC 
EXCITATION OF VIBRATIONS IN CYCLIC MACHINES
I.I. Vulfson
In regard to dynamics issues of machines with cyclic action mechanisms (linkage, cam, stepper, etc..), in the 
article there are examined influence of nonlinear elastic-dissipative characteristics and nonlinear position function 
of the actuator on the dynamic stability, the joint forced and parametric vibrations as well as the precise repro-
duction of the given programmed motion. The methods for parametric resonance suppression are suggested, 
taking into account slow and fast movements, as well as the amplitude modulation with the high-frequency 
excitation. The specific resonant mode at the beat frequency is analysed. The studied nonlinear effects are 
illustrated by the results of computer simulation.

Keywords: forced and parametric vibrations, cyclic mechanisms, dynamic stability, dissipative forces, beats.

Ââåäåíèå
Èñïîëíèòåëüíûå îðãàíû ìíîãèõ òåõíîëî-

ãè÷åñêèõ ìàøèí ñîâåðøàþò ïåðèîäè÷åñêèå 
ïðîãðàììíûå äâèæåíèÿ, êîòîðûå îñóùåñòâëÿ-
þòñÿ òàê íàçûâàåìûìè öèêëîâûìè ìåõàíèç-
ìàìè – ðû÷àæíûìè, êóëà÷êîâûìè, øàãîâûìè 
è äð. Êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öèêëî-
âûõ ìåõàíèçìîâ ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî èñòî÷íè-
êîì âîçìóùåíèé, íî è ôîðìèðóþò íåëèíåéíûå 
è íåñòàöèîíàðíûå äèíàìè÷åñêèå ñâÿçè, êîòî-
ðûå ìîãóò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ âèáðîàêòèâ-
íîñòè ñèñòåìû è äàæå ê åе äèíàìè÷åñêîé íå-
óñòîé÷èâîñòè [1–4]. 

Âëèÿíèå íåñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé íîñèò äâî-
ÿêèé õàðàêòåð. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ïðèìå-
ðîì ïðîÿâëåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé ÿâëÿ-
åòñÿ ïà ðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, ïðè êîòîðîì 
íà îï ðå  äåëеííûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ ñè-
ñòåìà ïðèîáðåòàåò ñïîñîáíîñòü íàêàïëèâàòü 
ýíåðãèþ. Â ìàøèíàõ ñ öèêëîâûìè ìåõàíèçìà-
ìè îáû÷íî èìååò ìåñòî ìåäëåííîå èçìåíåíèå 
ïàðàìåò ðîâ, ïðè êîòîðîì ÷àñòîòà âðàùåíèÿ 
âõîäíîãî çâåíà äîñòàòî÷íî óäàëåíà îò íàèáîëåå 
îïàñíîãî ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàí-
ñà, à ðå çî íàíñû âûñøèõ ïîðÿäêîâ îêàçûâàþòñÿ 
ïîäàâëåííûìè äàæå ïðè ìàëûõ äèññèïàòèâ-

© È.È. Âóëüôñîí, 2015



Ä
È

Í
À

Ì
È

Ê
À

 È
 Ï

Ð
Î

×
Í

Î
Ñ

Ò
Ü

 Ì
À

Ø
È

Í

Íåëèíåéíûå ôàêòîðû ïðè ñîâìåñòíîì ñèëîâîì è ïàðàìåòðè÷åñêîì 
âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé â öèêëîâûõ ìàøèíàõ

3
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2015, № 4

íûõ ñèëàõ. Íà ïðàêòèêå ýòî íåðåäêî ïðèâîäèò 
ê ëîæíîìó âûâîäó î òîì, ÷òî âëèÿíèåì íåñòà-
öèîíàðíûõ ñâÿçåé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Îäíàêî 
â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ìàøèíàõ 
è àâ  òî ìàòè÷åñêèõ ëèíèÿõ íåðåäêè ñëó÷àè, êîãäà 
ïðèâåäåííûå èíåðöèîííûå è óïðóãèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñîäåðæàò íå òîëüêî íèçêî÷àñòîòíûå, 
íî è âûñîêî÷àñòîòíûå ñîñ òàâ ëÿþùèå. Òàêàÿ 
ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, êîãäà ôóí  êöèÿ ïîëîæåíèÿ 
èñïîëíèòåëüíûõ îðãàíîâ èìååò ìíîãîêîìïî-
íåíòíóþ ñòðóêòóðó, à òàêæå, åñëè âî âðåìÿ êè-
íåìàòè÷åñêîãî öèêëà ïðîèñõîäèò ïîäêëþ÷åíèå 
èëè îòêëþ÷åíèå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ êèíåìà-
òè÷åñêîé öåïè.

Äðóãîé âîçìîæíîé ïðè÷èíîé èãíîðèðîâà-
íèÿ ðîëè íåñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé íåðåäêî ÿâ-
ëÿþòñÿ òðàäèöèîííûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá èñòî÷-
íèêàõ âîçáóæäåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, 
ñîãëàñíî êîòîðûì îíè âîçíèêàþò ëèøü èç-çà 
íà÷àëüíûõ óñëîâèé è îòíîñèòåëüíî áûñòðî çà-
òóõàþò çà ñ÷еò äèññèïàòèâíûõ ñèë. Ïðè ýòîì 
íå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå òàê íàçûâàåìûå 
ñîïðîâîæäàþùèå êîëåáàíèÿ, êîãäà âîçáóæäà-
þòñÿ êîëåáàíèÿ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé, íî, 
â îòëè÷èå îò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, èõ àìïëè-
òóäà çàâèñèò íå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à îò 
íàðóøåíèé íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ 
è åе ïðîèçâîäíîé [1–4]. Â öèêëîâûõ ìåõàíèç-
ìàõ òàêèå íàðóøåíèÿ ÷àùå âñåãî âîçíèêàþò 
ïðè ðåàëèçàöèè çàäàííîãî çàêîíà ïðîãðàììíî-
ãî äâèæåíèÿ âûõîäíîãî çâåíà íà ïðîòÿæåíèè 
âñåãî êèíåìàòè÷åñêîãî öèêëà. Íåñòàöèîíàðíûå 
ñâÿçè ìîãóò áûòü èñòî÷íèêîì ñóùåñòâåííîãî 
ïîâûøåíèÿ âèáðîàêòèâíîñòè öèêëîâûõ ìåõà-
íèçìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ýòîì ýôôåêòèâíûé 
êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè ñóùåñòâåííî ñíèæà-
åòñÿ è ìîæåò âíóòðè êèíåìàòè÷åñêîãî öèêëà 
ñòàòü îòðèöàòåëüíûì, ÷òî ïðèâîäèò ê ëîêàëü-
íîìó ðîñòó àìïëèòóä êîëåáàíèé. Óñëîâèÿ ïîäà-
âëåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà òàêæå ìîãóò áûòü êâàëè-
ôèöèðîâàíû êàê óñëîâèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè 
[5, 6]. 

Ïîìèìî íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë 
ïðîÿâëåíèå äðóãèõ íåëèíåéíîñòåé â öèêëîâûõ 
ìàøèíàõ òàêæå íîñèò ñïåöèôè÷åñêèé õàðàêòåð. 
Ýòî, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçàíî ñ êîìïëåêñíûì 
õàðàêòåðîì ìåäëåííûõ è áûñòðûõ äâèæåíèé, 
à òàêæå ñ ïðîáëåìîé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè ïðè ñîâìåñòíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì è ñèëî-
âîì âîçáóæäåíèè. Â îáùåòåîðåòè÷åñêîì ïëàíå 
èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ çàäà÷ áàçèðóåòñÿ íà 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ Í.Í. Áîãîëþáîâà, 
Þ.À Ìèòðîïîëüñêîãî è ðÿäà äðóãèõ èçâåñò-

íûõ ó÷еíûõ – ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ [7–9]. 
Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà ïðàêòè÷åñêîãî 
ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ íà èíæåíåðíîì óðîâíå 
äàëåêî íå ýëåìåíòàðíà è íóæäàåòñÿ â äàëüíåé-
øåì ñîâåðøåíñòâîâàíèè, îñîáåííî åñëè èìåòü 
â âèäó ðåàëüíûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû ñî-
âðåìåííûõ ìàøèí è ìåõàíèçìîâ. Â ïðèêëàä-
íîì ïëàíå çäåñü ñëåäóåò âûäåëèòü ìîíîãðàôèè 
Â.Â. Áîëîòèíà è Ã. Øìèäòà [10, 11].

Â ñâÿçè ñ èññëåäóåìîé ïðîáëåìîé íåñî-
ìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âûÿâëåííûé 
Ì.Ç. Êîëîâñêèì èíòåðåñíûé äèíàìè÷åñêèé ýô-
ôåêò, êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî íèçêî÷àñòîòíîå 
ðåçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå íà ÷àñòîòå áèåíèé, 
âîçíèêàþùèõ ïðè âûñîêî÷àñòîòíîé àìïëèòóä-
íîé ìîäóëÿöèè [12]. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì 
äèíàìèêè ìàøèí ýòîò ýôôåêò ÷àñòè÷íî ðàññìî-
òðåí â ðàáîòàõ [3, 4, 13]. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâà-
íèå âëèÿíèÿ íåëèíåéíûõ óïðóãîäèññèïàòèâíûõ 
õàðàêòåðèñòèê è íåëèíåéíîé ôóíêöèè ïîëî-
æåíèÿ èñïîëíèòåëüíîãî îðãàíà íà óñëîâèÿ äè-
íàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è òî÷íîñòü âîñïðî-
èçâåäåíèÿ çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ 
ïðè ñîâìåñòíîì ñèëîâîì è ïàðàìåòðè÷åñêîì 
âîçáóæäåíèè. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàí ìåòîä 
óñëîâíîãî îñöèëëÿòîðà, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáå-
æàòü òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ â ðÿäå ñëó÷àåâ 
ïðè ïðèìåíåíèè òðàäèöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ [1–5, 14].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè íà âõîäå è âû-

õîäå öèêëîâîãî ìåõàíèçìà îïèñûâàåòñÿ íåëè-
íåéíîé ôóíêöèåé ïîëîæåíèÿ. Äëÿ èäåàëüíî-
ãî ìåõàíèçìà, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò çàçîðû 
è âñå çâåíüÿ ïðèíèìàþòñÿ àáñîëþòíî æеñò-
êèìè, t    , ãäå t – âðåìÿ; const  – 
óãëîâàÿ ñêîðîñòü âõîäíîãî çâåíà. 

Ïóñòü q    , ãäå q  – äèíàìè÷åñêàÿ 
îøèáêà, âîçíèêàþùàÿ ïðè êîëåáàíèÿõ. Ïðè-
íèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëîæåíèÿ 
èäåàëüíîãî ìåõàíèçìà íåïðåðûâíà è äèôôåðåí-
öèðóåìà, ïðîèçâåäеì ëèíåàðèçàöèþ ýòîé ôóíê-
öèè â îêðåñòíîñòè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ: 

0( ) ( ) ( )q q          . 
Çäåñü /d d     – ïåðâàÿ ãåîìåòðè÷å-

ñêàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìåõàíèçìà (àíàëîã 
ñêîðîñòè). Òàêèì îáðàçîì, ïðàêòè÷åñêè áåç 
óùåðáà äëÿ òî÷íîñòè íåëèíåéíàÿ ñâÿçü òðàíñ-
ôîðìèðîâàíà â íåñòàöèîíàðíóþ. Äëÿ íàãëÿä-
íîñòè âûÿâëåííûå äèíàìè÷åñêèå ýôôåêòû èë-
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ëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ýòàëîííîé ìîäåëè 
ïðèâîäà öèêëîâîãî ìåõàíèçìà êîëüöåâîé 
ñòðóêòóðû, êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà êîòîðîé 
èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû (ðèñ. 1). Çàìåòèì, 
÷òî èñïîëüçîâàííûå íèæå ìåòîäû àíàëèçà ñ ïî-
ìîùüþ àïïàðàòà êâàçèíîðìàëüíûõ êîîðäèíàò 
ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû è äëÿ ñèñòåì áîëüøîé 
ðàçìåðíîñòè [3–7]. 

Ââåäеì ñëåäóþùèå óñëîâíûå îáîçíà÷å-
íèÿ: jJ – ìîìåíò èíåðöèè; jc  

– êîýôôèöèåí-
òû æеñòêîñòè; j – êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ; 
 – îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íåëèíåéíîìó 
ïðåîáðàçîâàíèþ ñîãëàñíî çàäàííîìó ïðîãðàì-
ìíîìó äâèæåíèþ èñïîëíèòåëüíîãî îðãàíà (ñì. 
âûøå). Â êà÷åñòâå îáîáùеííîé êîîðäèíàòû q  
ïðèìåì äåôîðìàöèþ âõîäíîãî çâåíà, êîòîðàÿ 
â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷å-
ñêîé îøèáêîé ïðè âîñïðîèçâåäåíèè çàäàííîãî 
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ. Ïîñëå ëèíåàðèçàöèè 
ôóíêöèè ïîëîæåíèÿ ( )   â îêðåñòíîñòè ïðî-
ãðàììíîãî äâèæåíèÿ ýòà ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ 
ñëåäóþùèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

       

2
1 2

2 2
1 2

(1 ) ( , ) 2

(1 ) ( ) ;

J q R q q J q

c q M t J
  

   

         

           

  
 (1)

2 2/ ; ;q dq dt q d q dt   2 1/ ;J J  2 1/c c  .
Çäåñü ( , )R q q  – íåëèíåéíàÿ äèññèïàòèâíàÿ 

ñèëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîýôôèöèåíòó ðàññåÿ-
íèÿ   (ïîäðîáíåå ñì. íèæå); / ,d d    

2 2/d d    – ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ïåðåäàòî÷íûå ôóíêöèè (çâеçäî÷êà îòâå÷à-
åò àðãóìåíòó    ); ( )M t – âíåøíèé ìîìåíò, 
ïðèëîæåííûé ê èñïîëíèòåëüíîìó îðãàíó.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ìîæåò áûòü 
íåëèíåéíîé. Òîãäà ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ëè-
íåéíóþ âîññòàíàâëèâàþùóþ ñèëó 1c q , äîëæíà 

áûòü çàìåíåíà ñîîòâåòñòâóþùåé íåëèíåéíîé 
ôóíêöèåé ( )K q . Â äàííîé çàäà÷å, íàïðèìåð, 
òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè ó÷еòå çàçîðîâ, 
íàòÿãà, ïðè ïðèìåíåíèè ñïåöèàëüíûõ ìóôò 
è ò.ï. (ñì. íèæå).

Óðàâíåíèå (1) ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëåäó-
þùèõ âîçìîæíûõ ôàêòîðàõ, ôîðìèðóþùèõ 
îñíîâíûå èñòî÷íèêè ïîâûøåíèÿ âèáðîàêòèâíî-
ñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ñèñòåì: 

• ïåðåìåííîñòü èíåðöèîííûõ è óïðóãèõ 
õàðàêòåðèñòèê, êîòîðàÿ â çîíàõ ïàðàìå-
òðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ìîæåò ïðèâåñòè 
ê íàðóøåíèþ óñëîâèé äèíàìè÷åñêîé 
óñ òîé÷èâîñòè; 

• íàëè÷èå ìåäëåííûõ è áûñòðûõ ñîñòàâëÿ-
þùèõ â ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèÿõ è ïðè-
âåäåííûõ âûíóæäàþùèõ ñèëàõ, ÷òî ïðè 
ó÷еòå íåëèíåéíîñòè äèññèïàòèâíûõ ñèë 
âëèÿåò íà ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ãëóáèíû 
ïóëüñàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû; 

• âçàèìîâëèÿíèå âûíóæäåííûõ è ïàðàìå-
òðè÷åñêèõ êîëåáàíèé; 

• âîçáóæäåíèå íèçêî÷àñòîòíûõ ðåçîíàíñîâ 
öèêëîâûõ ìåõàíèçìîâ íà ÷àñòîòå áèåíèé. 

Ó÷åò êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ôàêòîðîâ 
ïðåñëåäóåò öåëü ðàçðàáîòêè èíæåíåðíûõ ðåêî-
ìåíäàöèé, íàïðàâëåííûõ íà ïîäàâëåíèå êðèòè-
÷åñêèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ, ïîâûøàþùèõ 
äèíàìè÷åñêèå íàãðóçêè è íàðóøàþùèõ òî÷íîñòü 
âîñïðîèçâåäåíèÿ çàäàííîãî ïðîãðàììíîãî äâè-
æåíèÿ ðàáî÷èõ îðãàíîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ìàøèí.

Ó÷åò íåëèíåéíûõ ïîçèöèîííûõ 
äèññèïàòèâíûõ ñèë ïðè âûíóæäåííûõ 
è ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ
Ðîëü äèññèïàòèâíûõ ôàêòîðîâ ïðè ôîðìè-

ðîâàíèè êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ÷ðåçâû÷àé-
íî âåëèêà. Â ÷àñòíîñòè, îò óðîâíÿ äèññèïàöèè 
çàâèñÿò àìïëèòóäà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé, 
èíòåíñèâíîñòü çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáà-
íèé, óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè 
ïàðàìåòðè÷åñêîì âîçáóæäåíèè, âîçíèêíîâåíèå 
ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåæèìîâ, àâòîêîëåáàíèé 
è äð. Ìåæäó òåì, ó÷åò èìåííî ýòèõ ñèë íåðåä-
êî îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå óÿçâèìûì ìåñòîì 
â äèíàìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è èíæåíåð-
íûõ ðàñ÷åòàõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ìàøèí. 
Ïîñëåäíåå, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñâÿçàíî ñ òåì, 
÷òî áîëüøîå ÷èñëî äèññèïàòèâíûõ ôàêòîðîâ, 
à òàêæå ñëîæíîñòü è ìíîãîîáðàçèå ýíåðãåòè-
÷åñêèõ ïîòåðü ïðè êîëåáàíèÿõ ñóùåñòâåííî 
çàòðóäíÿþò êîððåêòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñà-
íèå äèññèïàòèâíûõ ñèë. Ïðè ýòîì ìû îáû÷íî 

Ðèñ. 1. Ýòàëîííàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðèâîäà 
öèêëîâîãî ìåõàíèçìà êîëüöåâîé ñòðóêòóðû
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ðàñïîëàãàåì îãðàíè÷åííîé èñõîäíîé èíôîðìà-
öèåé, çàèìñòâîâàííîé èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
ìàòåðèàëîâ â ôîðìå íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ 
äèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê, òàêèõ êàê êîýô-
ôèöèåíò ðàññåÿíèÿ   èëè ëîãà ðèôìè÷åñêèé 
äåêðåìåíò  , êîòîðûå ïîëó÷åíû ïðè ãàðìî-
íè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ íåêîòîðûõ ýòàëîííûõ 
ìîäåëåé. Îäíàêî, «íàñòðàèâàÿ» ðåàëüíóþ ìå-
õàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ãàðìîíè÷åñêèé ðåæèì 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, ìû, ïî 
ñóùåñòâó, ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìåòîäîì îñó-
ùåñòâëÿåì ãàðìîíè÷åñêóþ ëèíåàðèçàöèþ äèñ-
ñèïàòèâíûõ ñèë. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ òàêèì îá-
ðàçîì èíôîðìàöèÿ î äèññèïàòèâíûõ ñâîéñòâàõ 
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå ïîëíîé è îò ðàæàåò 
èõ ëèøü â òîé ìåðå, â êàêîé ãàðìîíè÷åñêè ëè-
íåàðèçîâàííàÿ äèññèïàòèâíàÿ ñèëà ñîîòâåò-
ñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó ñîïðîòèâëåíèþ. Åñòå-
ñòâåííî, ïðè ìíîãî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèÿõ ýòî 
ñîîòâåòñòâèå íàðóøàåòñÿ, ïðè÷еì íåðåäêî – ñó-
ùåñòâåííûì îáðàçîì (ñì. íèæå). 

Äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû âî-
çíèêàþùàÿ ïðè êîëåáàíèÿõ ñèëà ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ R, íåçàâèñèìî îò åå ïðèðîäû, ìîæåò 
áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

                 ( , ) sign-R R q q q   . (2)
Â îäíèõ ñëó÷àÿõ ìîäóëü ñèëû íå çàâèñèò 

îò îáîáùåííîé ñêî ðîñòè (ïîçèöèîííûå ñèëû 
òðåíèÿ), â äðóãèõ — ìîäóëü ñèëû íå çà âèñèò 
îò îáîáùåííîé êîîðäèíàòû («âÿçêîå» òðåíèå); 
â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìîäóëü ñèëû ìîæåò ñîõðà-
íÿòü ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå (êóëîíîâî òðåíèå). 

Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû ó÷åòà 
íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë ïðè ìíîãî÷à-
ñòîòíîì âîçìóùåíèè îñíîâàíî íà ïðåäëîæåí-
íîé È.È. Áëåõìàíîì èäåå ðàçäåëåíèÿ äâèæåíèé 
íà áûñòðûå è ìåäëåííûå [15]. Ïðè ðåàëèçàöèè 
ýòîé èäåè âîçìîæíû íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Îäèí 
ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé È.È. Áëåõ ìàíîì ïðèìå-
íèòåëüíî ê çàäà÷àì âèáðàöèîííîé ðåîëîãèè, 
ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü òàê íàçûâàåìûå âèáðà-
öèîííûå ñèëû, îòðàæàþùèå âëèÿíèå âûñîêî-
÷àñòîòíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âîçáóæäåíèÿ íà ìåä-
ëåííûå ïðîöåññû. 

Ïðè äðóãîì ïîäõîäå äâèæåíèå ñèñòåìû 
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ äâè-
æåíèé: ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò äèññèïàöèè 
(íàïðèìåð, ðåçîíàíñíûõ) è ïðàêòè÷åñêè íå 
çàâèñÿùèõ îò äèññèïàöèè (íàïðèìåð, íåðåçî-
íàíñíûõ). Ýòîò ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà ìå-
òîäàõ ãàðìîíè÷åñêîé èëè ñòàòèñòè÷åñêîé ëè-
íåàðèçàöèè, áûë èñïîëüçîâàí ïðèìåíèòåëüíî 
ê ñèñòåìàì ñ ñóõèì òðåíèåì [12] è ïðè ïîçè-

öèîííûõ ãèñòåðåçèñíûõ ñèëàõ ñîïðîòèâëåíèÿ 
[3, 4, 16, 17].

Ïî õàðàêòåðó âëèÿíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñèë 
êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ìîæíî ðàçäåëèòü íà 
äâå ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíåñåì ðåæèìû, 
àìïëèòóäíûé óðîâåíü êîòîðûõ çàâèñèò îò 
äèññèïàöèè, òàêèå êàê ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ 
è âû íóæäåííûå ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ; êî 
âòîðîé – ðåæèìû, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ 
âîçìîæíî òîëüêî ïðè ïðåîäîëåíèè íåêîòîðî-
ãî ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà, îïðåäåëÿåìîãî 
äèññèïàöèåé. Òàêîé ýôôåêò, â ÷àñòíîñòè, íà-
áëþäàåòñÿ ïðè âîçáóæäåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî 
è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ, à òàêæå 
â àâòî êîëåáàíèÿõ ïðè æеñòêîì âîçáóæäåíèè. 
Ïðè ýòîì «÷óæèå» êîëåáàíèÿ ìîãóò áûòü êàê 
âûñîêî÷àñòîòíûìè (áûñòðîå äâèæåíèå), òàê 
è íèçêî÷àñòîòíûìè (ìåäëåííîå äâèæåíèå). 

Ôèçè÷åñêèå ïðåäïîñûëêè àíàëèçèðóåìîãî 
äèíàìè÷åñêîãî ýôôåêòà ñâÿçàíû ñ âîçíèêíîâå-
íèåì òàê íàçûâàåìûõ ÷àñòíûõ ïåòåëü ãèñòåðå-
çèñà, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè ïåòëè, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êîëåáàíèÿì ñ îñíîâíîé ÷àñòîòîé 
[3, 4, 16]. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòè ïåòëè çàìêíó-
òû, èõ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ïðîïîðöèîíàëüíà 
ðàáîòå ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîé çà 
ñ÷åò «÷óæîãî» äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì ýôôåêòèâ-
íàÿ ïëîùàäü ïåòëè ãèñòåðåçèñà äëÿ èññëåäó-
åìîãî ðåæèìà óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ 
â ñíèæåíèè ïðèâåäåííûõ äèññèïàòèâíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ ïîÿâëåíèÿ 
÷àñòíûõ ïåòåëü è ðåàëèçàöèè èññëåäóåìîãî 
ýôôåêòà ñêîðîñòü îáÿçàòåëüíî äîëæíà ìåíÿòü 
ñâîé çíàê íà ïðîìåæóòî÷íûõ ó÷àñòêàõ êîíòó-
ðà îñíîâíîé ïåòëè. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå 
ïåòëè ãèñòåðåçèñà ïðè íåîäíî÷àñòîòíûõ êî-
ëåáàíèÿõ ïðåäñòàâëÿåò äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ 
è òðóäîåìêóþ çàäà÷ó äàæå ïðè ñòàòè÷åñêîé 
ïîñòàíîâêå çàäà÷è è ìàëî ïðèñïîñîáëåíî ê ðå-
øåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ èíæåíåðíûõ çàäà÷ äèíà-
ìèêè ìàøèí. Âïðî÷åì, íàñ èíòåðåñóåò íå ñàì 
êîíòóð ïåòëè ãèñòåðåçèñà, à ýíåðãåòè÷åñêèé 
ýêâèâàëåíò, îï ðå äåëÿåìûé åå ýôôåêòèâíîé 
ïëîùàäüþ.

Ñ ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî, óòî÷íåííàÿ ïî-
çèöèîííàÿ äèññèïàòèâíàÿ ñèëà (2), îòíåñåííàÿ 
ê åäèíèöå ìàññû èëè ìîìåíòó èíåðöèè, ìîæåò 
áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

                 1 0( , ) ( )signf q q f u q v q     , (3)

0 1( ) /f R q J ,

ãäå u  – åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ( 1u   ïðè q v  
è 0u   ïðè q v ); v – ñêîðîñòü, ñâÿçàííàÿ 
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ñ äîïîëíèòåëüíûì äâèæåíèåì («÷óæèå» ãàðìî-
íèêè, ïåðåíîñíîå äâèæåíèå è ò.ï.).

Íà îñíîâàíèè (3) ýôôåêòèâíûå çíà÷åíèÿ 
äèññèïàòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê êîððåêòèðóþòñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì [2–4, 16, 17]: 

                  0    , 0    ;  (4)
max / maxq v   .

Çäåñü 0 0,  – ïàðàìåòðû äèññèïàöèè, îïðå-
äåëåííûå ïðè ìîíîãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ; 

( )    – êîððåêòèðóþùèé äèññèïàòèâíûé 
êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò îòíîøåíèÿ âèáðî-
ñêîðîñòåé  è ôîðìû ïåòëè ãèñòåðåçèñà. 

Ñ íåêîòîðûì çàïàñîì äëÿ òèïîâûõ ïåòåëü 
ãèñòåðåçèñà ïîëó÷àåì

         
2(0,4 0,5 ) / (1 0,5 )       . (5)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ   ôóíêöèÿ ( ) 
áëèçêà ê ëèíåéíîé (ðèñ. 2, à), ò.å. ïðîïîðöèî-
íàëüíà àìïëèòóäå. Òîãäà, åñëè ïðè ìîíîãàð-
ìîíè÷åñêîì ðåæèìå êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ 

0  îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí àìïëèòóäå, òî 

0 const     . Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, â ÷àñòíîñòè, 
âîçíèêàåò ïðè êóëîíîâîì òðåíèè, êîãäà ïðè âû-
ñîêî÷àñòîòíîì âîçáóæäåíèè ïðîèñõîäèò âèáðà-
öèîííàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ýòèõ ñèë [12]. 

Ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ âîçðàñòàíèå 
ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû, âûçâàííîå «÷óæèìè» 
êîëåáàíèÿìè, íà îñíîâàíèè (4) îïðåäåëÿåòñÿ 
êîýôôèöèåíòîì  , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì 
óðàâíåíèÿ 

1
0( )    , 

ãäå 0  – îòíîøåíèå âèáðîñêîðîñòåé áåç ó÷еòà 
âëèÿíèÿ «÷óæèõ» êîëåáàíèé. 

Íà ðèñ. 2, á ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè 0( )  , 
ïîëó÷åííûé ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìè-
ðóþùåé çàâèñèìîñòè (5), îïðåäåëÿþùåé ôóíê-
öèþ  . 

Ïîäàâëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ 
ðåçîíàíñîâ ïðè ïîëèãàðìîíè÷åñêîé 
ñòðóêòóðå ôóíêöèè ïîëîæåíèÿ
Ïàðàìåòðè÷åñêèå ýôôåêòû â ðàññìàòðèâà-

åìîé ñèñòåìå âûÿâëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè îäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

             
22 ( ) ( ) 0q n t q p t q    ; (6)

2 2( ) (1 ) / (1 )p t k       ; 

0( ) ( ) ( )hn t n t n t  ; 1 1/k c J ; 0 ( ) ( )n t p t  ;

/ (2 )    ; ( ) ( / ) / (2 )hn t da d a   ; 
2

1( ) (1 ( ) )a J      .
Ôóíêöèè n

0
 è n

h
 îïèñûâàþò äèññèïàòèâíóþ 

è ãèðîñêîïè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùèå, à ôóíêöèÿ 
p(t) – ïåðåìåííóþ «ñîáñòâåííóþ» ÷àñòîòó. Ïà-
ðàìåòð  ïðè ïîëèãàðìîíè÷åñêîì âîçáóæäåíèè 
êîððåêòèðóåòñÿ ñîãëàñíî (4).

Ïóñòü 
       , 

ãäå ñëàãàåìûå ñîîòâåòñòâóþò ìåäëåííûì è áû-
ñòðûì äâèæåíèÿì. 

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðèìåì 
( ) [sin sin( )]h        . 

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò «ìåäëåí-
íîé», à âòîðîå – «áûñòðîé» ãàðìîíèêå ñ ÷à-
ñòîòîé   è ãëóáèíîé ïóëüñàöèè  . Íà ðèñ. 3 
äëÿ ðÿäà òèïîâûõ ñëó÷àåâ ïðèâåäåíû ãðàôèêè 

( )p   ïðè 1; 0,2; 7h      . Îãèáàþùèì äëÿ 
ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþò øòðè-
õîâûå ëèíèè. Ïðè 0   èìååì ( ) ( )p p     . 

Â ýòîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ìåäëåí-
íî ìåíÿþùàÿñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ «ñîáñòâåííîé» 
÷àñòîòû, êîòîðîé íà ãðàôèêå îòâå÷àåò øòðèõ-
ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ. Çäåñü è íèæå èñïîëüçîâàíû 
íîðìèðîâàííûå áåç ðàçìåð íûå ÷àñòîòû, îòíå-
ñеí íûå ê  , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó 

 à á
Ðèñ. 2. Êîððåêòèðóþùèé äèññèïàòèâíûé êîýôôèöèåíò (à) è êîýôôèöèåíò âîçðàñòàíèÿ 

ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû (á) ïðè âûñîêî÷àñòîòíîì âîçáóæäåíèè
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ê áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè t   . Ïðàêòè÷åñêè 
ýòî ëåãêî äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé êîýôôèöèåíòîâ 
æåñòêîñòè ic  íà 2/ic  . 

Íà îñíîâàíèè (6), èñïîëüçóÿ ìåòîä óñëîâíî-
ãî îñöèëëÿòîðà [1–4, 14], îïðåäåëèì èçìåíåíèå 
àìïëèòóäû êîëåáàíèé:

      

0

0

( ) (0) / ( )

exp ( ) 0,5[ ( ) (0)] ,

A A a a

p d z z




   

        
 

 (7)

ãäå 0 (0)A A , à ôóíêöèÿ ( )z   ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò «êîëåáàíèÿ» â íå-
êîòîðîì óñëîâíîì îñöèëëÿòîðå ñ ìåäëåííî 
èçìåíÿþùåéñÿ «ñîáñòâåííîé» ÷àñòîòîé ( )p  :

     22 2 2( )0,5 2 e 2 ( )zz z p p      . (8)
Â çàâèñèìîñòÿõ (7), (8) è íèæå çâåçäî÷êà 

ïðè   îïóñêàåòñÿ. Ïðè ìåäëåííîì èçìåíåíèè 
ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñíî (8), ôîðìóëà (7) ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó 

            

0

0
0

( ) (0) (0) / [ ( ) ( )]

exp ( ) .

A A a p a p

p d

 





    

 
    

  


 (9)

Íà îñíîâàíèè (8) è (9) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
ïðè ðåàëüíîé ïóëüñàöèè âûñîêî÷àñòîòíûõ ãàð-
ìîíèê 1z  . Ïðè ýòîì ñ äîñòàòî÷íîé äëÿ èíæå-
íåðíûõ ïðèëîæåíèé òî÷íîñòüþ ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèÿ (8) [1–4]: 

       
2 2 24 ( ) 2[ ( ) ( )]z p z p p        . (10)

Òåïåðü â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå 
ïàðàìåòðà ñîõðàíèëàñü ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ 
ôóíêöèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ÂÊÁ-ìåòîäîì [9]. Ðåçîíàíñ ëèíå-
àðèçîâàííîãî óñëîâíîãî îñöèëëÿòîðà ñîîòâåò-
ñòâóåò ãëàâíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó, 
êîòîðûé âîçíèêàåò â îêðåñòíîñòè «ïëàâàþ-
ùåé» ÷àñòîòû 2p . ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (10) èìååò âèä ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìó-
ëû Äþàìåëÿ

2 2

0

[ ( ) ( ) ]1 sin[2 ( ) ]
( ) ( ) u

p u p uz p d du
p p u

 



 


  

   .
 

(11)
Çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä â äàí-

íîì ñëó÷àå íåîáõîäèì â áîëüøåé ñòåïåíè äëÿ 
îöå íîê êà÷åñòâåííîãî õàðàêòåðà è îïòèìèçàöèè 
ïàðàìåòðîâ ïðè äèíàìè÷åñêîì ñèíòåçå, òàê êàê 
ïðè èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ ìîæíî òàêæå âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8). 

Íà îñíîâàíèè (7) ìû ñ íåêîòîðûì çàïàñîì 
ïîëó÷àåì ëàêîíè÷íîå óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè â îáëàñòè ãëàâíîãî ïàðàìåòðè-

÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè ñîâìåñòíîì ó÷åòå áû-
ñòðûõ è ìåäëåííûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ: 

                  0,5 /z p
      , (12)

(2 ) (0)z z z    , 
21

0
(2 ) ( )p p d


     . 

Êàê ñëåäóåò èç (7), óñëîâèå (12) èñêëþ÷àåò 
ðîñò àìïëèòóäíîãî óðîâíÿ ïðè t , íî òàêàÿ 
âîçìîæíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ âíóòðè êèíåìàòè-
÷åñêîãî öèêëà èç-çà ïåðåìåííîñòè ïåðèîäè÷å-
ñêè èçìåíÿþùåãîñÿ èíåðöèîííîãî ïàðàìåòðà 

( )a a  . Ïîñêîëüêó ( ) (2 )a a   , ðàáîòà ýòîé 
ñîñòàâëÿþùåé çà ïåðèîä 2 /   ðàâíà íóëþ, ÷òî 
ñâîéñòâåííî ãèðîñêîïè÷åñêèì ñèëàì. Îäíàêî 
â ïðåäåëàõ öèêëà âîçìîæíû çîíû, â êîòîðûõ 

/ 0dA d  , ÷òî íåðåäêî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåí-
íûì äèíàìè÷åñêèì îøèáêàì ïðè ðåàëèçàöèè 
ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ. 

Óñëîâèå / 0dA d   ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

1 1( ) pa a pp z p
a a p p

   
 



  
          . (13)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (13) ñîâïàäàåò 
ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâàíèè 
ïðÿìîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, óñòàíàâëèâàþùåãî 
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè [1]. Âåñüìà ýôôåêòèâíûì ñïîñîáîì óñòðà-
íåíèÿ âîçìîæíîñòè âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ðåçîíàíñîâ ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé 
êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [6]. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòèõ 
óñëîâèé, íåñìîòðÿ íà ïåðåìåííîñòü ïàðàìå-

Ðèñ. 3. Ãðàôèêè ïåðåìåííûõ «ñîáñòâåííûõ» ÷àñòîò 
p(φ*) ïðè h = 1, ε = 0,2, v = 7: 

1 – 2, 0    ; 2 – 0, 2    ; 3 – 2   
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òðîâ ñèñòåìû, «ñîáñòâåííûå» ÷àñòîòû â ïåðâîì 
ïðèáëèæåíèè ñîõðàíÿþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, 
è îòñóòñòâóåò ðîñò ýíåðãèè íà èíòåðâàëå êèíåìà-
òè÷åñêîãî öèêëà. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè 
óñëîâèÿ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè óäîâëåòâîðÿþòñÿ 
ïðè     [6] (ñì. óðàâíåíèå (6) è ðèñ. 3, êðè -
 âàÿ 3). Òîãäà, ñîãëàñíî (11) 0z  , è âûïîëíÿ-
åòñÿ óñëîâèå (12), èñêëþ÷àþùåå âîçáóæäåíèå 
ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. 

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû ãðàôèêè ( )z  , ïîëó-
÷åííûå êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè áåç ó÷åòà âíåøíèõ ñèë, 
ò.å. íà îñíîâàíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6) 
äëÿ äâóõ ðåæèìîâ: 2, 0    (êðèâûå 1) è ïðè 

2     (êðèâûå 2).
Ïîìèìî ðîñòà àìïëèòóäíîãî óðîâíÿ îò 

öèê ëà ê öèêëó, íà ãðàôèêå ÷åòêî âèäíà àìïëè-
òóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ âíóòðè êàæäîãî öèêëà, âîç-
íèêàþùàÿ èç-çà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ 
(ñì. âûøå). Íà ðèñóíêå 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè 

( )A   ïðè 2, 0     è êîýôôèöèåíòàõ äèññè-
ïàöèè 0,02   (êðèâàÿ 1) è 0,04   (êðèâàÿ 2). 
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ ïî-
äàâëÿåòñÿ, íî ïðè / (2 ) 0,05         óñëî-
âèÿ (13) íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ íàðóøåíû, ÷òî 
ïðèâîäèò ê ïðåðûâèñòîìó çàòóõàíèþ êîëåáà-
íèé. Âî âòîðîì ñëó÷àå ýòè óñëîâèÿ ïðàêòè÷å-
ñêè ñîáëþäåíû. 

Îöåíêà ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä 
ïðè ñîâìåñòíîì ó÷åòå ñèëîâîãî 
è ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòî-

òû ãàðìîíèêè âûíóæäàþùåé ñèëû ñ ÷àñòîòîé 
ãëàâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà, àìïëè-
òóäà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ôóíêöèè

               
cos2r

    , (14)

ãäå   – ôàçîâûé ñäâèã ìåæäó ñèëîâûì è ïàðà-
ìåòðè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì [3, 4]. 

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà 
A  îòâå÷àåò íåêîòîðîé óñëîâíîé ñèñòåìå 
ñ èçìåíåííûì óðîâíåì äèññèïàöèè. Â çà-
âèñèìîñòè îò ôàçîâîãî ñäâèãà   àìïëèòó-
äà A  ìîæåò áûòü êàê áîëüøå, òàê è ìåíüøå 
çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè ïîñòîÿííûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Ýòîò ýôôåêò ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàí íà ðèñ. 6 ðåçóëüòàòàìè êîìïüþ-
òåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èññëåäóþòñÿ òðè ðåçîíàíñíûõ ðåæèìà ïðè 
çàäàííîì çíà÷åíèè ëîãàðèôìè÷åñêîãî äåêðå-
ìåíòà 0,39  . Ðåæèì 1 (êðèâûå 1) îòâå÷à-
åò âûíóæäåííûì êîëåáàíèÿì, ïðè êîòîðîì 
êîýôôèöèåíò äèíàìè÷íîñòè / 8,05     . 
Ïðè ðåæèìàõ 2 è 3 íàðÿäó ñ ñèëîâûì âîç-
áóæäåíèåì èìååò ìåñòî ïàðàìåòðè÷åñêîå 
âîçáóæäåíèå ñ ãëóáèíîé ïóëüñàöèè 0,2   
è ðàçíûìè ôàçîâûìè ñäâèãàìè ìåæäó ñè-
ëîâûì è ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçáóæäåíèÿìè 
(êðèâûå 2, 3). Ñîãëàñíî (14), 0,31  , òîãäà 
ïðè ðåæèìå 2 èìååì max 0,7r     (êðèâàÿ 2), 
à ïðè ðåæèìå 3 – min 0,08r

      . Ðàçóìå-
åòñÿ, ïðè 

r
<* âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîé àì-

ïëèòóäå òå ðÿåò ñìûñë, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå 
ñèñòåìà äèíàìè÷åñêè íåóñòîé ÷èâà. Òàêàÿ ñè-
òóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè 2    . Òîãäà   âëèÿåò 
íà èíòåíñèâíîñòü ðîñòà ðåçîíàíñíîé àìïëèòó-
äû (ðèñ. 7). Íà ãðàôèêå ( )q   ÷åòêî âèäíî, ÷òî 
ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøîì ýôôåêòèâíîì çíà÷å-
íèè max (êðèâàÿ 1) íà íà÷àëüíîì ýòàïå ðåàëèçó-
åòñÿ ðåæèì ñèëîâîãî ðåçîíàíñà, êîòîðûé äàëåå 
ïåðåêðûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì íàðàñòàíèåì 
àìïëèòóä, ñâîéñòâåííûì ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðå-
çîíàíñó. Ïðè min  (êðèâàÿ 2) ýòàï ñèëîâîãî âîç-
áóæäåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòåí.

 Ðèñ. 4. Ãðàôèêè z(φ):    Ðèñ. 5. Ãðàôèêè A(φ) ïðè μ = ζ  = 2: 
 1 – 2, 0    ; 2 – 2     1 – 0,02  ; 2 – 0,04 
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Äàëåå ïðîâåäåì êîððåêöèþ ïîëó÷åííûõ 
ðåçóëüòàòîâ ïðè ñîâìåñòíûõ ñèëîâûõ è ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ è ñ ó÷åòîì âûñîêî-
÷àñòîòíûõ âîçäåéñòâèé íà ðåçîíàíñíûå êîëåáà-
íèÿ. Íà îñíîâàíèè (4), (5), (14) ìîæíî ïîêàçàòü, 
÷òî ïðè íàèáîëåå íåáëàãîïðèÿòíîì ñîîòíîøå-
íèè ôàç ìàêñèìàëüíàÿ ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà 
â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1A A   , ãäå 
A– àìïëèòóäà ïðè îòñóòñòâèè âûñîêî÷àñòîò-
íîãî âîçáóæäåíèÿ; 1  – êîððåêòèðîâàííûé êî-
ýôôèöèåíò âîçðàñòàíèÿ ðåçîíàíñíîé àìïëèòó-
äû, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

             1 0 0 0/ [ ( ) ]       .  (15)
Â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15) â ñêðûòîì 

âèäå âõîäèò 1,  ïîñêîëüêó îòíîøåíèå âèáðî-
ñêîðîñòåé 0  òàêæå çàâèñèò îò èñêîìîé ðåçî-
íàíñíîé àìïëèòóäû. Èñïîëüçóÿ (5), ïðèâåäåì 
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15) ê âèäó

2
1 0,5 1 (1 ) 4 (1 ) / (1 ),sL sL s L L          

02 / ,L     1
0( ) 1.s    

Ïàðàìåòð L îòðàæàåò âëèÿíèå ïàðàìåòðè-
÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, à ïàðàìåòð s – âûñîêî-
÷àñòîòíóþ êîìïîíåíòó âûíóæäàþùåé ñèëû. 
Ïðè 1L  íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ äèíàìè÷åñêîé 
óñòîé÷èâîñòè, ïîýòîìó 1   íåçàâèñèìî îò 
çíà÷åíèÿ s.

Íåêîòîðûå íåëèíåéíûå ýôôåêòû
Â îáùåì ïëàíå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [7–10] è êîí-
êðåòèçèðîâàíû ïðèìåíèòåëüíî ê ðÿäó ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ â ðàáîòàõ [3, 4, 10, 11, 17, 18]. Çäåñü 
ìû àêöåíòèðóåì âíèìàíèå íà àíàëèçå ðåçóëü-
òàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäà 
ðåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ, èëëþñòðèðóþùèõ íå-
ëèíåéíûå ýôôåêòû â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå 
çàäà÷.

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (1), êîòîðîå äîïîë-
íèì ó÷еòîì íåëèíåéíûõ óïðóãîäèññèïàòèâíûõ 
õàðàêòåðèñòèê ( , )f q q  è 1( ) ( ) /P q K q J : 

Ðèñ. 6. Âëèÿíèå ôàçîâîãî ñäâèãà Δγ íà ðåçîíàíñíûé ðåæèì: 
1 – 0  ; 2 – 0,2, / 2     ; 3 – 0,2, 0   

Ðèñ. 7. Âëèÿíèå Δγ íà ðåçîíàíñ ïðè ϑ < 2ϑ*: 1 – / 2   ; 2 – 0 
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2 2 2

2

(1 ) ( , ) (1 ) ( )

sin cos 0,5 sin 2 ;

q f q q k P q

w t t t
        

     

 
 (16)

1( ) cos( ) /w t M t J    ,
ãäå ,M   – àìïëèòóäà è ÷àñòîòà ìîìåíòà, 
ïðèëîæåííîãî ê âûõîäíîìó çâåíó (ñì. ðèñ. 1). 

Òàêèì îáðàçîì, êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà 
ïîäâåðæåíà áèãàðìîíè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ 
ïðè    .

Ñîãëàñíî (3), 0( , ) ( )signf q q f u q v q    . 
Â óðàâíåíèè (16) îïóùåíà ãèðîñêîïè÷åñêàÿ 

ñîñòàâëÿþùàÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ q , ðàáîòà 
êîòîðîé çà ïåðèîä 2 /   îáðàùàåòñÿ â íîëü. 

Â îòìå÷åííûõ âûøå ðàáîòàõ îáû÷íî ïðèíè-
ìàëîñü âÿçêîå òðåíèå è íå ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå 
âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé íà äèññèïàòèâíûå 
ñèëû ( 0w  ). Ñëó÷àé 0w   ïðè âÿçêîì òðåíèè 
èññëåäîâàí â ðàáîòå [12]. Çäåñü ýòà çàäà÷à èññëå-
äóåòñÿ ïðè ó÷åòå íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèë. 

Ïóñòü sin , cosh h       , à íåëèíåé íàÿ 
âîñ ñòàíàâëèâàþùàÿ ñèëà îòâå÷àåò ìóôòå ñ êóáè-
÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé. Òîãäà P(q) = q(1 + βq2), 
à «ñîáñòâåííàÿ» ÷àñòîòà ïîñëå ãàðìîíè÷åñêîé 
ëèíåàðèçàöèè ðàâíà 

2 2 2( , ) (1 )((1 0,75 ) / (1 )p A k A          . 
(17)

Êîýôôèöèåíò   çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ 
óñëîâèé çàäà÷è è îïðåäåëÿåò íåëèíåéíûé õà-
ðàêòåð äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà. 

Îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå íåêîòîðûõ ðåçóëü-
òàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðî-
âåäеííîãî íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ (16). Äëÿ 
áîëåå ÷еòêîãî âûÿâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ýô-
ôåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé 
âûíóæäàþùåé ñèëû, ïðèìåì â (1)    , ÷òî 
ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ êâàçèñòàöèîíàðíîñòè 

(ñì. âûøå). Ïðè ýòîì íåñòàöèîíàðíàÿ ñâÿçü 
â ÿâíîì âèäå îòñóòñòâóåò è, íà ïåðâûé âçãëÿä, 
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ýôôåêòîâ îæèäàòü íå ñëå-
äóåò. Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàí áëèçêèé ê ïàðà-
ìåòðè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ ðåæèì, êîãäà íå-
ëèíåéíîñòü óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèâåëà 
ê ëîêàëüíûì íàðóøåíèÿì äèíàìè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòè, êîòîðûå ÷åðåäóþòñÿ ñî ñðûâàìè, îá-
ðàçóÿ èíòåíñèâíûé ðåæèì áèåíèé ( 0,25   , 
ëèíèè 1). Â òî æå âðåìÿ, ïðè 0   âûíóæäåí-
íûå êîëåáàíèÿ ïî÷òè íåçàìåòíû (ëèíèè 2). 

Ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà maxA , îòâå÷àþùàÿ 
ñðûâó êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

2
0 0 max max max( ( )) (1 0,75 )A A A w       ; 

max max0 ( ) /A A    . 

Âëèÿíèå âûñîêî÷àñòîòíîãî âîçáóæäåíèÿ íà 
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äèññèïàòèâíûõ ñèë ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 9. Ïðèâåäåííûå ôàçîâûå ïîðòðå-
òû îòâå÷àþò êðèòè÷åñêèì ðåæèìàì íà ãðàíèöå 
îáëàñòè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Â ïåðâîì 
ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 9, à) íå ó÷òåíî âûñîêî÷àñòîò-
íîå âîçáóæäåíèå ïðè 

0
 = 0,16; Ô = 1; âî âòîðîì 

(ñì. ðèñ. 9, á) – îíî ó÷òåíî (
0
 = 0,24; Ô < 1). 

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåàëèçàöèÿ ïîðîãîâîãî çíà-
÷åíèÿ óñëîâèé äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî-
òðåáîâàëà áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ äèññèïàöèè 
è áûëà îñóùåñòâëåíà ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ. 

Êîðîòêî îñòàíîâèìñÿ íà óæå óïîìèíàâøåì-
ñÿ âûøå ýôôåêòå – âîçáóæäåíèè íèçêî÷àñòîò-
íûõ ðåçîíàíñîâ íà ÷àñòîòå áèåíèé. Âîñïîëü-
çîâàâøèñü ïðèìåíèòåëüíî ê äàííîé çàäà÷å 
ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ìåäëåííûõ äâèæåíèé, ïðè-
âåäåííûì â ðàáîòå [12], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî 
íåëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âîññòàíàâëèâàþùåé 
ñèëû îïèñûâàåòñÿ çàâèñèìîñòüþ 

2 2 2 2 2( ) [1 1,5 ( / )sin ]P q k h q q      . 

Ðèñ. 8. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðåæèìà áèåíèé: 1 – 0,25   ; 2 – 0 
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Ãðàôèêè íà ðèñ. 10 ïîêàçûâàþò, êàê íåëèíåé-
íîñòü óïðóãîé õàðàêòåðèñòèêè ïðåîáðàæàåò 
èñõîäíûé ðåæèì áèåíèé (ñì. ðèñ. 10, à; β = 0). 
Ïðè 0   êîëåáàíèÿ ïðèîáðåòàþò áèãàðìîíè-
÷åñêèé õàðàêòåð (ñì. ðèñ. 10, á). Íà ãðàôèêå 
(ñì. ðèñ. 10, â) â êîëåáàíèÿõ îòôèëüòðîâàíà 
âûñøàÿ ãàðìîíèêà. 

Îñòàíîâèìñÿ íà ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå èññëåäó-
åìîãî ýôôåêòà è, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâèì, ïî÷åìó 
ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå   âîç ìîæíû 
ëèøü â íåëèíåéíîé ñèñòåìå. Ñîãëàñíî óðàâíå-
íèþ (16), âûíóæäàþùàÿ ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà 
sin cos 0,5[sin( ) sin( ) ]t t t t       .

Òàêèì îáðàçîì, íà ñèñòåìó äåéñòâóþò äâå 
âûíóæäàþùèå ñèëû ñ áëèçêèìè ÷àñòîòàìè. 
Ïðè îòñóòñòâèè íåëèíåéíîñòè ( 0)   ñïðàâåä-
ëèâ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ïîýòîìó ýòè ñèëû 
ïðèâîäÿò ê ðåæèìó áèåíèé, ïðè÷åì ïðåäïîñûë-
êè äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ íèçêî÷àñòîòíîãî ðåçî-
íàíñà îòñóòñòâóþò. 

Àìïëèòóäà âîçáóæäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà 

2 2sin (1 cos2 )
3 3

t t    , 

÷òî ïðè íåëèíåéíîé ôóíêöèè ( )P q  ïðèâîäèò 
ê ïóëüñàöèè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ( )p A . Ýòî, 

â ñâîþ î÷åðåäü, ñîçäàеò ñèòóàöèþ, áëèçêóþ 
ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó âîçáóæäåíèþ. Â èíæåíåð-
íîé ïðàêòèêå íåëèíåéíîñòü âîññòàíàâëèâàþ-
ùåé ñèëû íåðåäêî îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì çàçî-
ðîâ [3, 4, 13]. Êàê ïîêàçàë àíàëèç, ïðè ðåøåíèè 
äàííîé çàäà÷è õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòà-
òàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äàåò ìàëîòðó-
äîåìêèé ñïîñîá ïðÿìîé ëèíåàðèçàöèè ß.Ã. Ïà-
íîâêî [19].

Çàêëþ÷åíèå
Èíòåíñèôèêàöèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåñ-

ñîâ, â êîíå÷íîì èòîãå, âñåãäà ñîïóòñòâóåò ðîñò 
ðàáî÷èõ ñêîðîñòåé, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äèê-
òóåò íåîáõîäèìîñòü áîëåå ãëóáîêîãî è ðàçíî-
ñòîðîííåãî ó÷åòà äèíàìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ. 
Ïðîáëåìàì äèíàìèêè ìàøèí ïîñâÿùåíî áîëü-
øîå ÷èñëî ìîíîãðàôèé è ó÷åáíûõ ïîñîáèé, 
÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, òàê êàê 
ýòîìó ðàçäåëó ìàøèíîâåäåíèÿ ñâîéñòâåííî íå 
òîëüêî áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå çàäà÷, íî è ìíî-
ãîñòóïåí÷àòîñòü ïðè àíàëèçå îäíîé è òîé æå 
ïðîáëåìû. Ïîñëåäíåå ñâÿçàíî êàê ñ öåëåâîé 
íàïðàâëåííîñòüþ ïðè ðåøåíèè êîí êðåòíîé èí-
æåíåðíîé çàäà÷è, òàê è ñ áîëüøèì ÷èñëîì óñëîâèé 
è ôàê  òîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ êîíå÷íûé ðåçóëüòàò 

à                                                                    á
Ðèñ. 9. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðè íåëèíåéíîé äèññèïàòèâíîé ñèëå: à – 

0
 = 0,16, Ô = 1; á – 

0
 = 0,24, Ô 1

 à á â
Ðèñ. 10. Òðàíñôîðìàöèÿ ðåæèìà áèåíèé: 

à – 0  ; á – 0,25    ïðè áèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ; â – 0,25   – íèçêî÷àñòîòíûé ðåæèì
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Äîêòîð òåõíè÷åñêèõ íàóê; çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè ÐÔ; ïðîôåññîð êàôå-
äðû òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà òåõíîëîãèè è äèçàéíà. 
Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ – ìåõàíèêà ìàøèí; òåîðèÿ êîëåáàíèé. Àâòîð áî-
ëåå 500 íàó÷íûõ ñòàòåé, 11 ìîíîãðàôèé (â òîì ÷èñëå ÷åòûðå èçäàíû â ìåæ-
äóíàðîäíîì èçä-âå Øïðèíãåð è â ÑØÀ); ïÿòè èçîáðåòåíèé (â ñîàâòîðñòâå); 
äâóõ ñïðàâî÷íèêîâ (â ñîàâòîðñòâå).

ÂÓËÜÔÑÎÍ 
Èîñèô Èñààêîâè÷
E-mail: jvulf@yandex.ru 
Òåë.: (812) 662-09-26

ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ìàøèí. 

Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷èëè ñâîå äàëüíåéøåå 
ðàçâèòèå ìåòîäû ðåøåíèÿ ðÿäà íåëèíåéíûõ 
çàäà÷ äèíàìèêè öèêëîâûõ ìàøèí. Â ÷àñòíîñòè, 
èññëåäîâàíû è ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñíèæåíèÿ 
âèáðîàêòèâíîñòè è ïîäàâëåíèÿ íåêîòîðûõ íå-
æåëàòåëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, âîçíè-
êàþùèõ ïðè ñîâìåñòíûõ ñèëîâûõ è ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñ ó÷åòîì âçàèìîâëèÿíèÿ 
ìåäëåííûõ è áûñòðûõ äâèæåíèé. Ðÿä âîïðîñîâ, 
îòíîñÿùèõñÿ ê äàííîé ïðîáëåìå, òðåáóåò äàëü-
íåéøåãî èññëåäîâàíèÿ è íóæäàåòñÿ â îòäåëü-
íîì ðàññìîòðåíèè. 
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