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ÂÅÐÈÔÈÊÀÖÈß ÓÏÐÎÙÅÍÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÌÎÄÅËÈ ØÀÐÈÊÎÂÎÃÎ ÏÎÄØÈÏÍÈÊÀ

Î.Ñ. Íàðàéêèí, Ô.Ä. Ñîðîêèí, Å.Ï. Áàíèí

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü øàðèêîâîãî ïîäøèïíèêà 
ñ òîðîâûìè äîðîæêàìè êà÷åíèÿ. Â îñíîâå ìîäåëèðîâàíèÿ ëåæèò ïîäõîä äå 
Ìóëÿ. Ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà â îòëè÷èå îò äðóãèõ ïîäõîäîâ 
âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè 
øàðèêîâ. Â ðàáîòå ñòàâèòñÿ çàäà÷à ýêñïåðèìåíòàëüíîé è ÷èñëåííîé ïðîâåðêè 
ìîäèôèêàöèè ïîäõîäà äå Ìóëÿ ïðèìåíèòåëüíî ê øàðèêîâûì ïîäøèïíèêàì. 
Ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûå íåïîñðåäñòâåííî èç ðåàëèçàöèè 
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà äå Ìóëÿ, ïðîâåðÿþòñÿ â ÷èñëåííîì è íàòóðíîì 
ýêñïåðèìåíòàõ. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ è ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêè ïîêàçàëè õîðîøåå 
ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì â óïðîùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: øàðèêîâûé ïîäøèïíèê, ìàòðèöà æåñòêîñòè, ìåòîä êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ, ìîäåëèðîâàíèå, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà. 

NUMERICAL AND EXPERIMENTAL VERIFICATION 
OF A SIMPLIFIED MAHEMATICAL MODEL OF BALL BEARINGS
E.P. Banin, O.S. Narajkin, F.D. Sorokin
In this paper, a mathematical model of a ball bearing with torus raceways is considered. The modeling based on 
the de Mul’s approach. The elements of the stiffness matrix bearing calculated by double differentiating the strain 
energy of balls unlike other similar works. The objective of this paper is experimental and numerical verification 
of the de Mul modified approach applied to ball bearings. Elements of stiffness matrix obtained directly from 
the implementation of the de Mul modified method, are checked in numerical and natural experiments. The 
experimental and numerical tests showed good agreement among results obtained in a simplified mathematical 
model.

Keywords: ball bearing, stiffness matrix, finite element method, experimental verification. 

Ââåäåíèå
Ïîäøèïíèêîâûå óçëû (ÏÓ) ÿâëÿþòñÿ âàæ-

íåéøèìè ñòðóêòóðíûìè ýëåìåíòàìè ìàøèí 
è ïðèáîðîâ è ñîñòàâëÿþò îñíîâíóþ ÷àñòü óçëîâ 
òðåíèÿ. Ïîëîìêà ÏÓ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñ-
íîâíûõ ïðè÷èí îòêàçîâ òåõíèêè, îãðàíè÷èâàÿ, 
òàêèì îáðàçîì, äîëãîâå÷íîñòü ìàøèí è ïðèáî-
ðîâ [1].

Ïðèìåíÿåìûå â òåõíèêå ÏÓ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñëîæíûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû. 
Â îñîáåííîñòè òðóäíû äëÿ îïèñàíèÿ è ðàñ÷åòà 
ÏÓ ñ ïîäøèïíèêàìè êà÷åíèÿ. ÏÓ ñîñòîèò èç 
ðîòîðà, êîðïóñà, ïîäøèïíèêîâ, ñèñòåìû ñìà-

çûâàíèÿ, óïëîòíåíèé, äåìïôåðîâ, ýëåìåíòîâ 
ïðèâîäà. 

Ïîäøèïíèê – îäíà èç âàæíåéøèõ ñîñòàâíûõ 
÷àñòåé ÏÓ. Ïîäøèïíèê ñîñòîèò èç íàðóæíîãî 
è âíóòðåííåãî êîëåö, òåë êà÷åíèÿ (øàðèêîâ èëè 
ðîëèêîâ) è ñåïàðàòîðà. 

Ó÷åò âëèÿíèÿ ïîäøèïíèêà íà âàë ðîòîðà – 
âàæíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè [2-4]. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ÷àñòî 
èñïîëüçóþò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) 
[5-7], êîòîðûé îáëàäàåò õîðîøèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè äëÿ ðàñ÷åòà ñëîæíûõ ñèñòåì, íî äëÿ 
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìû î÷åíü áîëüøèå çàòðàòû 
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êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Äàæå ñîâðåìåííûå 
÷èñëåííûå ìåòîäû íå âñåãäà ìîãóò îáåñïå÷èòü 
õîðîøóþ ñõîäèìîñòü â ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷. 
Äëÿ ïðèåìëåìîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñ-
ïîëüçîâàòü ñòðóêòóðèðîâàííóþ ñåòêó, áîëüøîå 
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â êîíòàêòíûõ îáëàñòÿõ, 
÷òî â ñâîþ î÷åðåäü óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî 
ìàøèííîãî âðåìåíè íà ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé 
çàäà÷è. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à êîíòàêòà 
â ïîäøèïíèêå – ýòî çàäà÷à äâîéíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ øàðèêà ñ äîðîæêàìè êà÷åíèÿ, ÷òî åùå 
áîëüøå óñëîæíÿåò ïðîöåññ ðåøåíèÿ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ìåõàíèçìîâ, 
ñîäåðæàùèõ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÏÓ, èñïîëü-
çîâàíèå ÌÊÝ ñ ðàçáèåíèåì êîëåö è øàðèêîâ 
íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 
ñòà íîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì, òàê 
êàê êîíòàêòíóþ çàäà÷ó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íå-
ñêîëüêî ðàç íà êàæäîì øàãå ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó ñîñòàâëåíèå 
îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ, íå òðåáóþùèõ áîëüøèõ 
çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè ìîäåëåé ïîäøèï-
íèêîâ – âàæíàÿ çàäà÷à. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå 
÷èñ ëî ìîäåëåé ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè äëÿ ó÷åòà 
æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà êà÷åíèÿ [8–14]. Îäèí 
èç ñïîñîáîâ ñîçäàíèÿ ïðîñòîé ìîäåëè ïîäøèï-
íèêà êà÷åíèÿ ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ äå Ìóëÿ 
[15, 16]. 

Â ðàáîòå [3] ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé è óðàâíåíèé òåîðèè Ãåðöà 
óäàåòñÿ çàïèñàòü çàâèñèìîñòè äëÿ ýëåìåíòîâ 
ìàòðèöû æåñòêîñòè øàðèêîâîãî ïîäøèïíèêà. 
Ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ó÷è-
òûâàòü âëèÿíèå ðàçëè÷íîé ãåîìåòðèè øàðèêî-
âûõ ïîäøèïíèêîâ íà âàë (íàïðèìåð, âåòðîãå-
íåðàòîðà, àâèàöèîííîãî äâèãàòåëÿ èëè êîðîáêè 
ïåðåäà÷). Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ïîäõî-
äà äå Ìóëÿ ÿâëÿþòñÿ: ïðîñòàÿ ðåàëèçàöèÿ àë-
ãîðèòìà íà ëþáîì ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîì 
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îòñóòñòâèå ñëîæíûõ 
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð, óìåíüøåíèå çàòðàò 
ìàøèííîãî âðåìåíè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÊÝ). 
Îñíîâíîå îòëè÷èå àëãîðèòìà, ðåàëèçîâàííîãî 
â ðàáîòå, îò àëãîðèòìà äå Ìóëÿ çàêëþ÷àåòñÿ 
â âû÷èñëåíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè 
ïîñðåäñòâîì äâóêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 
âíóòðåííåé ýíåðãèè äåôîðìàöèè øàðèêîâ. 

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíî-
ñòè èñïîëüçîâàíèÿ óïðîùåííîé ìîäåëè ÏÓ 
â ïðàêòèêå ïðîåêòèðîâàíèÿ, âàæíåéøåé çàäà-
÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäåíèå íåîáõîäèìîé ñòå-
ïåíè èõ ñîîòâåòñòâèÿ ðåàëüíûì îáúåêòàì è äî-
ñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

Öåëü ðàáîòû – ÷èñëåííàÿ è ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ ïðîâåðêà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè 
øàðèêîâîãî ïîäøèïíèêà, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå 
ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãîðèòìà äå Ìóëÿ.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ 
è äîïóùåíèÿ
Â àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè øàðèêîâîãî ïîä-

øèïíèêà ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå òîëüêî 
óïðóãèå äåôîðìàöèè â îáëàñòè êîíòàêòà, áåç 
ó÷åòà òðåíèÿ. Êîëüöà ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíî 
æåñòêèìè, ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äåôîðìàöèè, 
ñâÿçàííûå ñ êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì. 
Êîíòàêò øàðèêîâ ñ äîðîæêàìè êà÷åíèÿ ðàññìà-
òðèâàåòñÿ ïî òåîðèè Ãåðöà. Èñïîëüçóþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 1): äåêàðòîâà 
ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÃÑÊ), ñâÿçàí-
íàÿ ñ âíóòðåííèì êîëüöîì, è öèëèíäðè÷åñêàÿ 
ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÖÑÊ), ÿâëÿþùàÿñÿ ëîêàëü-
íîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êàæäîå êîëüöî èìååò øåñòü 
ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîëîæåíèå øàðèêà îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèåì êîëåö (ðèñ. 2): D

a
 – äè-

àìåòð øàðèêà; r
i 
è r

e
 – ðàäèóñû êðèâèçíû äî-

ðîæåê êà÷åíèÿ â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 
îñü Z, äëÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö, ñî-
îòâåòñòâåííî; 

i
 è 

e
 – ïåðâîíà÷àëüíûå çàçîðû 

ìåæäó øàðèêîì è äîðîæêîé êà÷åíèÿ äëÿ âíó-
òðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö, ñîîòâåòñòâåííî; 


0
 – íà÷àëüíûé óãîë êîíòàêòà.

Ðèñ. 1. Ãëîáàëüíàÿ (XYZ) è öèëèíäðè÷åñêàÿ 
ñèñòåìû êîîðäèíàò (zνr)
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Âåêòîð ïåðåìåùåíèé êîëåö â öèëèíäðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

y = w
i
 u

i
 v

i
 w

å
 u

å
 v

å
Ò,

ãäå w – ïåðåìåùåíèå ïî îñè Oz; u – ïåðåìå-
ùåíèå â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè; v – óãëîâîå 
ïåðåìåùåíèå; i, e – èíäåêñû, ñîîòâåòñòâóþùèå 
ïåðåìåùåíèÿì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö, 
ñîîòâåòñòâåííî.

Êîîðäèíàòû öåíòðîâ êîíòàêòíûõ îêðóæíî-
ñòåé (r

p
, z

p
) è (r

q
, z

q
) â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòî-

ÿíèè âû÷èñëÿþòñÿ èç ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ñîîòíîøåíèé: 

pz
  = w

i
 + z

p
 cosv

i
 – r

p
 sinv

i
,

pr
  = u

i
 + r

p
 cosv

i
 – z

p
 sinv

i
,

qz
  = w

å
 + z

q
 cosv

e
 – r

q
 sinv

e
,

qr
  = u

e
 + r

q
 cosv

e
 – z

q
 sinv

e
.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îêðóæíîñòåé 
â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïðåäñòàâèìî 
â âèäå:

2 2( ) ( )q p q pl z z r r       . 

Ðåçóëüòèðóþùèé çàçîð äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî 
ïîäæàòîãî øàðèêà:

 = r
i
 + r

å
 – l – D

a
.

Èíåðöèÿ îò âðàùåíèÿ øàðèêà íå ó÷èòûâàåò-
ñÿ. Âñëåäñòâèå òàêîãî äîïóùåíèÿ íåò íåîáõî-
äèìîñòè ââîäèòü îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ðàññòîÿíèÿ 
îò öåíòðà øàðèêà äî äîðîæåê êà÷åíèÿ. Öåíòð 
øàðèêà, â òàêîì ñëó÷àå, áóäåò âñåãäà íàõîäèòü-
ñÿ íà ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû êðèâèçíû 
äîðîæåê êà÷åíèÿ [1, 2, 16].

Ïðè îòðèöàòåëüíîì ñóììàðíîì çàçîðå  
ïðîèñõîäèò óïðóãèé êîíòàêò. Ïîñêîëüêó äî-
ðîæêè ìîãóò èìåòü ðàçíóþ ãåîìåòðèþ, à êîëüöà 
ìîãóò áûòü èçãîòîâëåíû èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ, 
òî, â îáùåì ñëó÷àå, êîíòàêò ñ êàæäûì èç êîëåö 
îïèñûâàåòñÿ ðàçëè÷íûìè óïðóãèìè ïîñòîÿí-
íûìè. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè Ãåðöà, 
ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [3], ïîëó÷èì:

Q
i
 = C

int 
g

3
2
i ; (1)

Q
å
 = C

åõt 
g

3
2
e , 

ãäå Q
i
 è

 
Q

e
 – êîíòàêòíûå ñèëû îò âçàèìîäåé-

ñòâèÿ øàðèêà ñ âíóòðåííèì è âíåøíèì êîëü-
öîì, ñîîòâåòñòâåííî; g

i
, g

e
 – ïîäæàòèå øàðèêà 

ñî ñòîðîíû âíóòðåííåé è âíåøíåé äîðîæêè 
êà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî; C

int
, C

ext
 – êîíñòàíòû, 

çàâèñÿùèå îò êðèâèçíû è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà C

int
, C

ext
 âçÿòû èç [3].

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèë èíåðöèè âðàùåíèÿ 
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

   
.

i

i

Q Q
g g


   

e

e

 (2)
 

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìó (2) ñîîòíîøå-
íèé (1) ïîëó÷àåì:

 

2
3

2 2
3 3

i ext

ext int

g C
C C






;  (3)

g
å 
= 

2
3

2 2
3 3

int

ext int

C
C C





.

Ýíåðãèÿ øàðèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç ýíåðãèè 
óïðóãèõ êîíòàêòîâ ñ äâóìÿ êîëüöàìè

 

5 5
2 22 2

5 5int i ext eU C g C g  . (4)

Ðèñ. 2. Ïîäøèïíèê â ïëîñêîñòè, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð øàðèêà [1]
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Ïîäñòàíîâêà (3) â (4) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ 
äëÿ ýíåðãèè øàðèêà, â êîòîðîì çàçîð ïðåäñòàâ-
ëåí êàê ñóììàðíûé: 

 

5
22 ( )

5
U C  ; (5)

5 5
2 22 2
3 3

2 2 2 2
3 3 3 3

ext int
int xt

ext int ext int

C CC C C
C C C C

   
       
       

â .

Ýëåìåíòû âåêòîðà ñèë f
i
 è ìàòðèöû æåñòêî-

ñòè k
ij
 ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì (5): 

i
i

Uf
y


 


, 
2

ij
i j

Uk
y y


 
 

,

ãäå y
i
 è y

j
 – ýëåìåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé y.

Ðàññìîòðèì ïîäõîä äëÿ ó÷åòà æåñòêîñòè îò 
îäíîãî øàðèêà, ÖÑÊ zrv êîòîðîãî ïîâåðíóòà 
íà óãîë φ. Â ÃÑÊ ïîäøèïíèê èìååò 12 ñòåïåíåé 
ñâîáîäû. Âåêòîð ïåðåìåùåíèé êîëåö g â òàêîì 
ñëó÷àå â ÃÑÊ:

g= i i i i i i e e e e e e
x y z x y z x y z x y z            Т, 

ãäå δi,e è γi,e – ëèíåéíûå è óãëîâûå ïåðåìåùåíèÿ 
äëÿ âíóòðåííåãî (i) è âíåøíåãî (e) êîëåö, ñîîò-
âåòñòâåííî. 

Êàæäûé øàðèê â ïîäøèïíèêå èìååò ñâîå 
ôèêñèðîâàííîå óãëîâîå ïîëîæåíèå φ

j
 (ðèñ. 3). 

Äëÿ ïåðåõîäà îò ÖÑÊ ê ÃÑÊ ñîñòàâëåíà ìà-
òðèöà ïåðåõîäà L ìåæäó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò: 

L = 11

11

 
 
 

L 0
0 L

;

L
11

= 

0 0 1 sinφ cosφ 0
cosφ sinφ 0 sinφ cosφ 0
0 0 0 sinφ cosφ 0

p p

p p

r r
z z

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.

Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà 
ïðåäñòàâëåí â [14, 15].

Ñâÿçü ïåðåìåùåíèé â ÖÑÊ è ãëîáàëüíûõ 
ñòåïåíåé ñâîáîäû èìååò âèä:

y = Lg.

Ìàòðèöà æåñòêîñòè K âñåãî ïîäøèïíèêà 
(ðàçìåðîì 1212) áûëà ïîëó÷åíà ñóììèðîâà-
íèåì ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö òðàíñ-
ôîðìàöèè âñåõ ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòåé 
k

j
 (ðàçìåðîì 6–6), ïîëó÷åííûõ ïðè ðàññìî-

òðåíèè êàæäîãî øàðèêà ïî îòäåëüíîñòè, ïðè 
îáùåì êîëè÷åñòâå øàðèêîâ n:

K = j
1

n

j
 TL

 
k

j
L

j
.

Âåðèôèêàöèÿ ñ ïîìîùüþ 
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 
Äëÿ ïðîâåðêè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêî-

ñòè, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî ïîäõîäà äå Ìóëÿ, èñïîëüçîâàëàñü ñðåäà 
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ABAQUS 
[17]. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè ïîä-
øèïíèêà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.

Òâåðäîòåëüíàÿ ìîäåëü äèñêðåòèçèðîâàëàñü 
äâàäöàòè óçëîâûìè êâàäðàòè÷íûìè èçîïàðàìå-
òðè÷åñêèìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè (ðèñ. 5). 

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî êîíòàêòíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå øàðèêà ñ äîðîæêàìè êà÷åíèÿ ïðîèñõîäèò 
ïî äâóì ïîâåðõíîñòÿì, è øàðèê èìååò âîçìîæ-
íîñòü ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ âîêðóã öåíòðà. 
Îòñóòñòâèå òðåíèÿ â êîíòàêòå äàåò ïðîñêàëü-
çûâàíèå øàðèêà, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàñõîäèìîñòè 
÷èñëåííîãî ìåòîäà íà ïåðâîé æå èòåðàöèè. 

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ðàñõîäèìîñòè ÷èñëåííîé 
ïðîöåäóðû øàðèê ââîäèëñÿ â êîíòàêò ïîñëå-
äîâàòåëüíî: ñíà÷àëà ñ âíóòðåííèì êîëüöîì, 
ïîòîì ñ âíåøíèì êîëüöîì (òðåíèå íå ó÷èòû-
âàëîñü). Âíåøíåå êîëüöî æåñòêî çàêðåïëåíî 

Ðèñ. 3. Óãëîâûå ïîëîæåíèÿ øàðèêîâ â ïîäøèïíèêå
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(îãðàíè÷åíû âñå ñòåïåíè ñâîáîäû), íàãðóæå-
íèå ïðîèçâîäèëîñü êèíåìàòè÷åñêè â ðàäèàëü-
íîì è îñåâîì íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ øàðèêà â ðàñ÷åò ââîäèëèñü 
ïðóæèíû æåñòêîñòüþ 1000 Í/ì. Æåñòêîñòü 
ïðóæèí íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå 
æåñòêîñòè âñåãî ïîäøèïíèêà. Ïðóæèíû ÿâëÿ-
þòñÿ ôèêòèâíûìè è íà íàïðÿæåííîå ñîñòîÿ-
íèå íå âëèÿþò. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà 
Ê

11
 â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè âíóòðåííåå 

êîëüöî ïîäøèïíèêà áûëî ñìåùåíî íà âåëè÷èíó 
100 ìêì â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Çíà÷åíèå 
èñêîìîé æåñòêîñòè âû÷èñëÿëîñü ïî âåëè÷èíå 
îòíîøåíèÿ ïîëó÷åííîé ñóììàðíîé ðåàêöèè 
â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ê çàäàííîìó ïåðå-
ìåùåíèþ. Àíàëîãè÷íî áûëè ïîëó÷åíû äðóãèå 
ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà. 
Ïðîâåðêà ñèììåòðèè ìàòðèöû æåñòêîñòè ñîïî-
ñòàâëåíèåì ýëåìåíòîâ K

13
 è K

31
 ïîêàçàëà ðàñ-

õîæäåíèå íå áîëåå ÷åì íà 5 %. Ðàñõîæäåíèå 

ìåæäó ñóììàðíûìè ðåàêöèÿìè íà âíåøíåì 
è âíóòðåííåì êîëüöàõ íå ïðåâûøàëî 5 %. Â êà-
÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ïîëó÷åíà 
æåñòêîñòü Ê

11
 äëÿ ìîäåëè ñ 14 øàðèêàìè. Ðå-

çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ æåñòêîñòåé, ïîëó÷åííûõ 
ïî ÌÊÝ è ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî àë-
ãîðèòìà äå Ìóëÿ, ïðèâåäåíû â òàáë. 1. 

 à  á â
Ðèñ. 4. Ýñêèç ìîäåëè ïîäøèïíèêà: 

à – ïîäøèïíèê; á – âíóòðåííåå êîëüöî; â – âíåøíåå êîëüöî

Ðèñ. 5. Ôðàãìåíò êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé 
ìîäåëè ïîäøèïíèêà

Òàáëèöà 1

Çíà÷åíèÿ æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûå ïî ÌÊÝ è ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó äå Ìóëÿ

Ýëåìåíò ìàòðèöû 
æåñòêîñòè

Æåñòêîñòü, Îòíîñèòåëüíîå 
ðàñõîæäåíèå, %

Ïðîãðàììà ÌÊÝ

Ìîäåëü ñ îäíèì øàðèêîì
K

11 54,8 58,6 6,4
K

31 22,0 23,0 4,3
K

13 22,0 23,5 6,3
K

11 9,1 10,0 9,0

Ìîäåëü ñ 14-þ øàðèêàìè 
K

11 170,0 187,0 9,0

ÌÍ
ì

R

R
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Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ 
Â êà÷åñòâå îáúåêòà äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé 

ïðîâåðêè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè, ïîëó-
÷åííûõ ïîñðåäñòâîì ìîäèôèöèðîâàííîãî àëãî-
ðèòìà äå Ìóëÿ, èñïîëüçîâàí ðàäèàëüíî-óïîð-
íûé øàðèêîâûé ïîäøèïíèê 36209. Ìàòåðèàë 
âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö, à òàêæå øàðèêà 
– ñòàëü ØÕ15.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîäøèïíèêà 
36209 âçÿòû èç ñïðàâî÷íèêà [18]. Ñòàòè÷åñêèå 
èñïûòàíèÿ ïî ïðîâåðêå æåñòêîñòè ïîäøèïíè-
êà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè K

11 
ïðîâîäèëèñü 

íà óíèâåðñàëüíîì èñïûòàòåëüíîì ñòåíäå 
Quasar 50 (GALDABINI, Èòàëèÿ), ïðåäíàçíà-
÷åííîì äëÿ èñïûòàíèé îáðàçöîâ è ýëåìåíòîâ 
êîíñòðóêöèé íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå (òàáë. 2).

Êîíòðîëü ñæàòèÿ ïîäøèïíèêà ïðîâîäèëñÿ ïî 
ñèëå. Íàãðóæåíèå ïðîâîäèëîñü äî 25 êÍ (çíà÷å-
íèå, áëèçêîå ê ñòàòè÷åñêîé ãðóçîïîäúåìíîñòè 
ïîäøèïíèêà); ñêîðîñòü òðàâåðñû – 1 ìì/ìèí.

Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåíû ýëåìåíòû îñ-
íàñòêè è ïîäøèïíèê: îñíàñòêà ñîñòîèò èç äâóõ 
ýëåìåíòîâ – æåñòêîé âèëêè è æåñòêîãî öèëèí-
äðà äèàìåòðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì âíóòðåííå-
ìó äèàìåòðó ïîäøèïíèêà. 

Êîíñòðóêöèÿ íàãðóæàëàñü ïÿòü ðàç, ðàçãðóç-
êà ïðîèçâîäèëàñü âðó÷íóþ. Äàííûå ïî æåñòêî-
ñòÿì óñðåäíÿëèñü. Íàãðóçî÷íàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà ïîëó÷åíà äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ 
øàðèêîâ (ðèñ. 8): 

1) îäèí èç øàðèêîâ íàõîäèòñÿ íà îñè íàãðó-
æåíèÿ; 

2) äâà øàðèêà ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷ íî 
îòíîñèòåëüíî îñè íàãðóæåíèÿ. 

Ñîîòâåòñòâóþùèå íàãðóçî÷íûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàãðóçî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè 
ïîäøèïíèêà íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü æåñòêîñòü 
âèëêè èç æåñòêîñòè âñåé êîíñòðóêöèè. Íà ðè-
ñóíêå 10 ïîêàçàíà íàãðóçî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà 
âèëêè, êîòîðàÿ äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðè-
âåäåíà âìåñòå ñ íàãðóçî÷íîé õàðàêòåðèñòè-
êîé âñåé ñèñòåìû ïîäøèïíèê–îñíàñòêà. Âèëêà 
íàãðóæàëàñü òðè ðàçà, äàííûå ïî æåñòêîñòè 
óñðåäíÿëèñü.

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé (Ïà) 
â ïîäøèïíèêå ñ îäíèì øàðèêîì ïðè íàãðóæåíèè 

â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè

Òàáëèöà 2
Õàðàêòåðèñòèêè èñïûòàòåëüíîé ìàøèíû Quasar 50

Íàèìåíîâàíèå ïàðàìåòðà Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
Òèï ñèëîâîçáóæäàþùåãî óñòðîéñòâà ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèé

Ìàêñèìàëüíàÿ íàãðóçêà, êÍ 50

Ìèíèìàëüíàÿ (èçìåðÿåìàÿ) íàãðóçêà, Í 0,5

Ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ àêòèâíîãî çàõâàòà, ìì/ìèí 1–200

Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ñèëû íå áîëåå îò èçìåðÿåìîãî çíà÷åíèÿ ñèëû, % ±1
Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ïåðåìåùåíèé àêòèâíîãî çàõâàòà íå áîëåå, % ±1
Ïðèìå÷àíèå: ìàøèíà ñíàáæåíà âû÷èñëèòåëüíûì êîìïëåêñîì, 
ïîçâîëÿþùèì ðàçðàáàòûâàòü èíäèâèäóàëüíóþ ïðîãðàììó èñïûòàíèé. 
Âîçìîæíî ìàëîöèêëîâîå íàãðóæåíèå îáðàçöîâ.

 à á â

Ðèñ. 7. Ïîäøèïíèê ñ îñíàñòêîé (à), 
öèëèíäð (á), âèëêà (â)
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàãðóçî÷íîé õàðàêòåðèñòè-
êè ïîäøèïíèêà áåç ó÷åòà æåñòêîñòè âèëêè ïå-
ðåñ÷åò âûïîëíÿëñÿ ïî ôîðìóëå äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíî ñîåäèíåííûõ óïðóãèõ ïðóæèí:

 K
tot

 = 1 2

1 2

K K
K K

, (6)

ãäå K
1 
– æåñòêîñòü ïîäøèïíèêà; K

2 
– æåñòêîñòü 

âèëêè; K
tot

 – æåñòêîñòü ñèñòåìû.
Èç ôîðìóëû (6) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ 

æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà áåç ó÷åòà âèëêè:

K
1
 = 2

2

tot

tot

K K
K K

.

Ðèñ. 8. Âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ øàðèêîâ îòíîñèòåëüíî îñè íàãðóæåíèÿ

 à á

Ðèñ. 9. Íàãðóçî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû äëÿ ïåðâîãî (à) 
è âòîðîãî (á) âàðèàíòîâ íàãðóæåíèÿ: 1…10 – íîìåðà ýêñïåðèìåíòîâ

Îñü íàãðóæåíèÿ Îñü íàãðóæåíèÿ

Ðèñ. 10. Íàãðóçî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè âèëêè 
(1-3) è êîíñòðóêöèè  (4) â ñëó÷àå âòîðîãî âàðèàíòà 

íàãðóæåíèÿ

Òàáëèöà 3

Çíà÷åíèÿ æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûå ïî ìîäèôèöèðîâàííîìó àëãîðèòìó äå Ìóëÿ è â ýêñïåðèìåíòå

Ýëåìåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè
Æåñòêîñòü, Îòíîñèòåëüíîå 

ðàñõîæäåíèå, %Ïðîãðàììà Ýêñïåðèìåíò

Ïîäøèïíèê 36209
K

11
 (âàðèàíò 1) 19,2 18,3 4,6

K
11

 (âàðèàíò 2) 18,2 17,1 6,0

ÌÍ
ì
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Ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ ðàñ-
÷åòíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà äå Ìóëÿ, 
ïðèâåäåíî â òàáë. 3.

Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâî-
ëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óïðîùåííûé 
ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ìàòðèöû æåñòêîñòè äàåò 
óäîâ ëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè ñóùå-
ñòâåííîì ñîêðàùåíèè ìàøèííîãî âðåìåíè äëÿ 
âû ÷èñëåíèé.

Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå âûïîëíåíà ÷èñëåííàÿ è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíàÿ âåðèôèêàöèÿ óïðîùåííîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè øàðèêîâîãî ïîäøèïíèêà. 
Óïðîùåíèå ñîñòîèò â çàìåíå êàæäîãî èç øàðè-
êîâ íåëèíåéíî óïðóãîé ïðóæèíîé, ïîëîæåíèå 
è ïîäæàòèå êîòîðîé çàâèñèò îò ïåðåìåùåíèé 
è ïîâîðîòîâ êîëåö. 

Ìàòðèöà æåñòêîñòè ïîäøèïíèêà áûëà íàé-
äåíà ôîðìàëüíûì äâóêðàòíûì äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ïî îáîáùåííûì ïåðåìåùåíèÿì ñóì-
ìàðíîé ýíåðãèè âñåõ øàðèêîâ. 

×èñëåííàÿ âåðèôèêàöèÿ, âûïîëíåííàÿ ÌÊÝ 
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåìíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, ïîêàçàëà, ÷òî ïîãðåøíîñòü óïðîùåííîé 
ìîäåëè ïîäøèïíèêà ñîñòàâëÿåò îêîëî 9 %. Ïðè 
ýòîì ðàñ÷åò ïî óïðîùåííîé ìîäåëè îáëàäàåò 
âûñîêèì áûñòðîäåéñòâèåì, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî 
âàæíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ, ñîñòî-
ÿùèõ èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîäøèïíèêîâûõ 
óçëîâ. 

Ñðàâíåíèå ñ íàòóðíûì ýêñïåðèìåíòîì òàê  æå 
äàëî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ.
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