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Å.Á. Ñàãàíîâ

Â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à êðó÷åíèÿ òîíêîñòåííûõ òðóáîê èç ñïëàâà ñ ïàìÿòüþ 
ôîðìû (ÑÏÔ) ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðíûõ ðåæèìàõ. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíî 
ïîâåäåíèå òðóáîê èç ÑÏÔ ïðè òàêèõ èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, êàê ìàðòåíñèòíàÿ 
íåóïðóãîñòü è ñâåðõóïðóãîñòü. Êðîìå ýòîãî, ðàññìîòðåíà íåèçîòåðìè÷åñêàÿ 
çàäà÷à î ïðÿìîì è îáðàòíîì òåðìîóïðóãîì ìàðòåíñèòíîì ôàçîâîì ïðåâðàùåíèè 
ïðè äåéñòâèè ïîñòîÿííîãî êðóòÿùåãî ìîìåíòà. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ 
âûïîëíåíî â ðàìêàõ ìîäåëè íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ÑÏÔ ïðè ôàçîâûõ 
è ñòðóêòóðíûõ ïðåâðàùåíèÿõ. Ïðèâåäåíû êðèâûå «áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ – 
ïîëíûå äåôîðìàöèè», ñîîòâåòñòâóþùèå ïåòëÿì ñâåðõóïðóãîñòè è ìàðòåíñèòíîé 
íåóïðóãîñòè. Ïîëó÷åíû ãðàôè÷åñêèå çàâèñèìîñòè «îáúåìíàÿ äîëÿ ìàðòåíñèòíîé 
ôàçû – ïîëíûå äåôîðìàöèè» äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí êðóòÿùåãî ìîìåíòà, ïîä 
äåéñòâèåì êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïðÿìîé/îáðàòíûé ïåðåõîä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïëàâû ñ ïàìÿòüþ ôîðìû, êðó÷åíèå, òðóáêà, ñâåðõóïðóãîñòü, 
ìàðòåíñèòíàÿ íåóïðóãîñòü, ïðÿìîå ìàðòåíñèòíîå ïðåâðàùåíèå, îáðàòíîå ìàðòåí-
ñèòíîå ïðåâðàùåíèå.

MODELING PROCESSES OF PHASE AND STRUCTURE TRANSITIONS 
OF TORSION THIN-WALLED TUBES FROM SHAPE MEMORY ALLOY
E.B. Saganov
In this paper there is considered the torsion problem of thin-walled tubes made from shape memory alloy (SMA) 
at different temperature modes. In particular, behavior of SMA tubes at such isothermal processes, as martensitic 
non-elasticity and superelasticity has being studied. Moreover, anisothermic problem of the direct and reverse 
thermoelastic martensitic phase transitions under constant torque is discussed. Set problems were solved for 
the non-linear model of straining of SMA in phase and structure transitions. The dimensionless stresses – total 
deformations curves corresponding to superelasticity and martensitic non-elasticity loops are shown. Graphic 
dependences of «volumetric part of martensite phase – total deformation» for various torque values, under which 
direct and reverse transitions occur, have been derived.

Keywords: shape memory alloys, torsion, tube, superelasticity, martensitic non-elasticity, direct phase transition, 
reverse phase transition.
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Ââåäåíèå
Сплавы с памятью формы (СПФ) [1] имеют 

широкие возможности технического приложе-
ния [2, 3]. В частности, тонкостенная трубка 
из СПФ, работающая на кручение, может быть 
использована в качестве рабочего тела силовоз-
будителей крутящего момента, торсионных ак-

туаторов, сверхупругих пружинных элементов, 
гасителей крутильных колебаний, демпфирую-
щих устройств. При этом механизм деформи-
рования трубки из СПФ зависит от ее текущей 
температуры. Так, в случае постоянства тем-
пературы трубки возможны, по крайней мере, 
два варианта ее деформирования. При темпе-
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ратурах ниже температуры окончания прямо-
го мартенситного превращения наблюдается 
явление мартенситной неупругости (МН) [4], 
а при температурах выше температуры оконча-
ния обратного мартенситного превращения, но 
ниже температуры МД (температуры, ниже ко-
торой мартенсит может возникнуть не только 
вследствие понижения температуры, но и под 
действием механического напряжения [1]),  
явление сверхупругости [4]. Оба варианта де-
формирования реализуются при монотонном 
нагружении/разгрузке трубки из СПФ и харак-
теризуются накоплением фазово-структурной 
деформации. В случае мартенситной неупру-
гости накопленные структурные деформации 
не снимаются после разгрузки. При сверх-
упругости, напротив, фазово-структурные де-
формации снимаются полностью, при условии, 
что текущая температура трубки при разгрузке 
будет выше температуры окончания обратного 
мартенситного превращения.

Под неизотермическими процессами дефор-
мирования понимается охлаждение и нагрев 
через интервал температур соответствующих 
термоупругих фазовых превращений. В общем 
случае СПФ состоят из двух фаз: высокопроч-
ной, высокомодульной, с объемно-центриро-
ванной кубической кристаллической решеткой 
аустенитной фазы и низкопрочной, нежесткой, 
с моноклинной структурой с искажениями мар-
тенситной фазы. Так, при охлаждении наблюда-
ется переход аустенитной фазы в мартенситную, 
и этот процесс носит название прямого превра-
щения. Обратное превращение реализуется при 
нагреве образца из СПФ, при этом мартенситная 
фаза переходит в аустенитную. В случае, если 
прямое превращение происходит под действи-
ем внешнего напряжения, наблюдается явление 
накопления неупругих фазово-структурных де-
формаций. Их девиатор соосен девиатору при-
ложенного внешнего напряжения. При обратном 
превращении, напротив, накопленные неупругие 
деформации снимаются.

Изучению поведения тонкостенных трубок 
из СПФ при кручении посвящены работы [5–7]. 
Рассмотрение задач велось в рамках моделей 
[8, 9] и [10, 11], соответственно. В работе [9] 
решена задача о прямом мартенситном пре-
вращении в стержне сплошного круглого по-
перечного сечения, находящегося под действи-
ем постоянного крутящего момента в рамках 
модели [12–16]. При этом предполагалось, что 
параметр фазового состава (объемная доля мар-

тенситной фазы) равномерно распределен по 
сечению стержня, а упругие компоненты тензо-
ра деформаций не учитывались. В работе [17] 
была решена аналогичная задача, однако при 
решении не принимались гипотезы относитель-
но распределения параметра фазового состава, 
а учитывались упругие деформации. Соответ-
ствующая задача об обратном мартенситном 
фазовом превращении в рамках той же модели 
рассмотрена в работах [18, 19]. Решение задачи 
выполнено как для случая постоянного крутя-
щего момента, так и переменного. Эксперимен-
тальному исследованию поведения трубок из 
СПФ при кручении посвящены работы [20–27]. 
Дважды связанная задача о сверхупругом по-
ведении тонкостенной трубки из СПФ решена 
в работе [28].

Модель, рассмотренная в работах [12–16], 
количественно и качественно правильно опи-
сывает весьма широкий круг явлений, характер-
ных для СПФ: явления мартенситной неупру-
гости и сверхупругости; эффекты накопления 
деформаций прямого и ориентированного пре-
вращения, памяти формы, переменности упру-
гих модулей при фазовом переходе; выделения 
и поглощения латентного тепла фазового пе-
рехода; диссипативные явления; зависимости 
характерных температур фазовых переходов от 
действующих напряжений и т.д.

Как экспериментально установлено [29, 30], 
элементы из СПФ весьма склонны к потере 
устойчивости и имеют значения критических 
сил, существенно меньшие, чем упругие эле-
менты с такими же модулями и такой же геоме-
трии. В частности, в работе [31] решена задача 
о потере устойчивости цилиндрической обо-
лочки, претерпевающей прямое термоупругое 
фазовое превращение, под действием крутяще-
го момента.

Целью данной работы является построение 
решения и проведение численного моделирова-
ния пропорционального нагружения/разгрузки 
тонкостенной трубки из СПФ, работающей на 
кручение, а также изучение ее поведения при 
неизотермических режимах работы. 

Ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ 
ñîîòíîøåíèé
Рассматривается задача кручения тонкостен-

ных трубок. Считается, что градиент напряже-
ний по толщине трубки отсутствует. При этом 
в цилиндрической системе координат (рис. 1) 
отличными от нуля будут только касательные 
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напряжения τzφ (в дальнейшем для краткости 
нижний индекс будет опускаться):

                     τzφ = Mкр/2πR2δ, (1)

где Mкр – внешний крутящий момент; R, δ – 
радиус срединной поверхности и толщина 
трубки, соответственно.

Решение задачи выполнено в рамках модели 
нелинейного деформирования СПФ при фа-
зовых и структурных превращениях [12–16]. 
Предполагается аддитивное представление тен-
зора деформаций. При этом не учитываются 
температурные и объемные деформации. Кроме 
того, пренебрегается объемным эффектом реак-
ции прямого мартенситного превращения. При 
кручении полные деформации системы опреде-
ляются на основе следующего соотношения:

                           γ = γe + γphs, (2)

  γe = τ / G(q), G(q) = q / GM + (1 – q)/ GA,  (3)

где γe – упругая деформация; phst – неупругая 
фазово-структурная деформация; q – объем-
ная доля мартенситной фазы; GA, GM – модули 
сдвига аустенитной и мартенситной фазы, соот-
ветственно.

Приращение неупругой фазово-структурной 
деформации dγphst определяется на основе сле-
дующего соотношения:

dγphst = dγph + dγst,

где dγph, dγst – приращение фазовой и структур-
ной деформаций, соответственно.

В случае мартенситной неупругости пара-
метр фазового состава остается величиной по-
стоянной (q = 1). При этом фазовые деформации 
не возникают, и материал трубки деформируется 
по механизму структурного превращения [32]:

23 ( 3 )phst st
dd d qF d        при dτ > 0,  (4)

иначе dγst = 0.  

Здесь ρd – интенсивность кристаллографи-
ческой деформации фазового превращения; 
dτ – приращение касательных напряжений; 
F2( 3 τ), 2F  ( 3 τ) – функция распределения 
интенсивности микронапряжений в мартенсит-
ном фазовом состоянии и ее производная.

Для того чтобы найти функцию F2 на осно-
вании экспериментальных данных, диаграмма 
мартенситной неупругости записывается через 
эту функцию [14]: 

εi = ρd F2(σi),

где εi и σi – интенсивности деформаций и на-
пряжений, соответственно. 

Форме диаграммы мартенситной неупруго-
сти хорошо соответствуют распределение Вей-
булла или распределение Лапласа с порогами 
[12]. В данной работе используется распределе-
ние Вейбулла.

При сверхупругости материал трубки испы-
тывает как прямое, так и обратное мартенсит-
ное превращения вследствие действия моно-
тонно возрастающих/убывающих напряжений. 
Для приращения структурных деформаций 
справедливо уравнение (4), а приращение фазо-
вой деформации вычисляется на основе следу-
ющих соотношений:

dγph = 3 ρd(1 – qf(q))F1( 3 τ) + f(q)γphst

при dq > 0; (5)

dγph = γphst/q при dq < 0; (6)
f(q) = a0, 0 < a0 <1,

где f(q) – материальная функция, определяю-
щая вклад в приращение фазовой деформации 
процессов зарождения и развития мартенсит-
ных элементов; F1( 3 τ) – функция распределе-
ния интенсивности микронапряжений в аусте-
нитном фазовом состоянии.

Известно [12], что диаграмма прямого пре-
вращения СПФ имеет уравнение εi = ρd F1(σi). 
На основании этой зависимости эксперимен-

Рис. 1. Цилиндрическая система координат (r, φ, z)
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тально определяется материальная функция F1. 
Известной форме диаграмм прямого превраще-
ния соответствуют функции экспоненциально-
го распределения или распределения Лапласа.

Параметр фазового состава q вычисляется 
согласно следующему блоку уравнений:

q = (1 – cos(πtσ))/2; (7)

0 0
s

s f

M Tt
M M









 при dq > 0, 

0 0
f

f s

A T
t

A A









 при dq < 0; (8)

0
, ,s f s fM M   + 3 τω+/ΔS0, 

0
, ,s f s fA A   + 3 τω-/ΔS0 (9)

ω+ = ρd(1 – qf(q))F1( 3 τ) + f(q)γphst/ 3 , 

ω- = γphst/ 3 q. (10)

Здесь Ms, Mf, As, Af – температуры начала 
и окончания прямого/обратного мартенситного 
превращения; верхний индекс «0» соответству-
ет случаю отсутствия напряжений, а верхний 
индекс «σ» – наличию напряжений; ΔS0 – скачок 
объемной плотности энтропии при переходе от 
мартенситного состояния к аустенитному при 
отсчетной температуре T.

Общий алгоритм решения задач следую-
щий. Первоначально трубка из СПФ находит-
ся в ненагруженном состоянии при температу-
рах T < 0

fM  (мартенситная неупругость) или 
при 0

fT A  (сверхупругость), соответственно. 
Далее следует процесс активного нагружения 
с шагом dτ > 0, определяются упругие дефор-
мации (3) и приращение фазово-структурных 
деформаций (4)–(6). На их основе вычисляются 
полные деформации системы (2).

В случае мартенситной неупругости данный 
процесс прекращается по достижении образцом 
деформации, коррелирующей с величиной ρd. 
При сверхупругости нагружение продолжается 
до завершения прямого мартенситного превра-
щения (q = 1). Данная точка процесса опреде-
ляется из блока уравнений (7)–(10), при этом 
считается, что температура трубки из СПФ T 
постоянна и не изменяется в процессе нагру-
жения. Затем следует разгрузка, приводящая 
к обратному переходу. В случае же мартенсит-
ной неупругости разгрузка происходит упруго 
в соответствии с теоремой Генки [33].

Как уже отмечалось выше, при рассмотре-
нии задачи о прямом/обратном мартенситном 
превращении в трубке из СПФ, протекающем 
под действием постоянного крутящего момен-
та, предполагается, что температура распреде-
лена равномерно по ее сечению. Кроме того, 
кручение тонкостенных трубок является ста-
тически определимой задачей. Учитывая вы-
шеизложенное, фазовые превращения будут 
происходить при постоянном значении напря-
жений, которые однозначно определяются со-
гласно соотношению (1). Однако действующие 
напряжения будут оказывать влияние на харак-
терные температуры фазовых переходов. Такая 
постановка задачи трактуется как однократно 
связанная. При этом справедливо положение об 
активных процессах пропорционального нагру-
жения (АППН), сформулированное в работах 
[12, 14]. Тогда уравнение (2) с учетом (4)–(6) 
сводится к такому конечному алгебраическому 
соотношению:

           
   1

33
33 d F q
G q

 
    . (11)

В работе [18] отмечено, что в случае спра-
ведливости выше принятых гипотез относи-
тельно распределения температуры и параметра 
фазового состава, а также положения об АППН, 
уравнение для определения полных деформа-
ций системы относительно параметра фазового 
состава будет иметь одинаковый вид для пря-
мого и обратного мартенситного превращения. 
Соответственно, образец из СПФ будет прохо-
дить один и тот же термомеханический путь 
в координатах γ – q, как при охлаждении, так 
и при нагреве.

Общий алгоритм решения задачи будет сле-
дующий. В качестве параметра процесса вы-
ступает параметр фазового состава q (объемная 
доля мартенситной фазы). Данный параметр 
изменяется от нуля до единицы в случае пря-
мого перехода и от единицы до нуля  в случае 
обратного. Изначально материал образца нахо-
дится в аустенитном фазовом состоянии. Далее 
следует шаг по dq > 0, и определяется новое 
значение q. Зная это значение, а также величи-
ну действующих напряжений τ, вычисляются 
полные деформации системы согласно (11). Ал-
горитм решения задачи об обратном фазовом 
превращении аналогичен вышеизложенному, 
с той лишь разницей, что шаг dq становится ве-
личиной отрицательной (dq < 0).
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Величина крутящего момента, под действи-
ем которого происходит прямое и обратное 
мартенситное превращения, не изменяет своего 
значения в процессе фазовых превращений. От-
меченную величину удобно представить в без-
размерной форме:

                     = Мкр/2πR2GAδ. (12)

Кроме этого, при решении задачи исполь-
зованы следующие безразмерные переменные 
и параметры материала трубки, соответствую-
щие СПФ типа равноатомного никелида титана: 
s = 3 τ/σ0 – безразмерные напряжения; 
δS = ( 0 0

s fM M )ΔS0σ0
-1 – безразмерный скачок 

объемной плотности энтропии при переходе от 
мартенситного состояния к аустенитному при 
отсчетной температуре T.

Принимается, что f(q) = a0 = 0, λ = GA/GM = 3, 
s0a = σ0/GA = 0,0046, s0m = σ0/GM = 0,0139, 

0
sM  = 313 К, 0

fM  = 293 К, σ0 = 100 МПа в случае 
мартенситной неупругости и σ0 = 150 МПа 
при сверхупругости и фазовых превращениях, 
δS = 0,0427.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé
Кривые мартенситной неупругости (без-

размерные напряжения – полные деформации) 
приведены на рис. 2. Линии на графиках соот-
ветствуют распределению Вейбулла для фун-
кции F2( 3 τ) = Φ2( 3 τ/σ0) = 1 – exp(–sα).

Представленные результаты свидетельству-
ют о том, что изменение параметра α суще-
ственно влияет на решение задачи. Так, с уве-

личением α отмечается повышение величины 
безразмерных напряжений s при том же уровне 
деформаций (для малых и средних напряже-
ний). В случае высоких напряжений (s > 1) от-
мечается обратная тенденция. 

Данное решение позволяет моделировать 
процесс задания начальной деформации выпол-
ненному из СПФ рабочему телу силовозбудите-
ля крутящего момента, который производится 
в режиме мартенситной неупругости.

Кривые сверхупругости для температуры 
трубки T = 0

fA  = 343 К приведены на рис. 3, а. 
Сплошная линия соответствует экспоненциаль-
ному распределению для функции F1 и распреде-
лению Вейбулла для функции F2 (модель № 1):

F1( 3 τ) = Φ1( 3 τ/σ0) = 1 – e-s, 
F2( 3 τ) = Φ2( 3 τ/σ0) = 1 –

2se .

Рис. 2. Кривые мартенситной неупругости: 
1 –  = 2; 2 –  = 3; 3 –  = 5 

 а б 
Рис. 3. Кривые сверхупругости: 

а – при температуре трубки T = 0
fA  = 343 К, 1 – модель № 1; 2 – модель № 2;

б – модель № 2 при температурах трубки T = 343 К (1), T = 353 К (2), T = 363 К (3)
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Штриховая линия соответствует распределе-
нию Лапласа для функции F1 и распределению 
Вейбулла для функции F2 (модель № 2):

F1( 3 τ) = erf(( 3 τ/σ0)/ 2 ) = erf(s/ 2 ), 
F2( 3 τ) = Φ2( 3 τ/σ0) = 1 – 

2se .

В случае использования модели № 1 уровень 
напряжений начала и окончания фазовых пере-
ходов выше, а величина фазово-структурных 
деформаций, накопленных на момент оконча-
ния прямого мартенситного превращения, зна-
чительно ниже по сравнению со случаем ис-
пользования модели № 2 (см. рис. 3, а).

Кривые сверхупругости для модели № 2 
при различных температурах трубки T 0

fA  
(рис. 3, б) показывают, что повышение темпе-
ратуры трубки приводит к увеличению уровня 
напряжений начала/окончания прямого/обрат-
ного мартенситного превращения. При этом 
величина фазово-структурных деформаций, 
накопленных на момент окончания прямого 
мартенситного превращения, практически не 
зависит от начальной температуры трубки из 
СПФ. Полученный результат важен для опи-
сания работы и проектирования сверхупругих 
пружинных элементов из СПФ.

В результате моделирования прямого и об-
ратного мартенситного превращений для тон-
костенной трубки из СПФ, протекающих при 
постоянном крутящем моменте, получены пары 
кривых, соответствующие μ = 0,002, 0,004, 
0,006, 0,008, 0,01 (рис. 4, снизу вверх). Полу-
ченные кривые описывают процесс работы тор-
сионного актуатора на этапе рабочего хода (об-
ратное превращение) и холостого хода (прямое 
превращение).

На основании полученных результатов (см. 
рис. 4) можно заключить, что при использо-
вании функции распределения Лапласа тому 
же уровню q соответствует большее значение 
деформации, чем в случае использования экс-
поненциального распределения. Кроме этого, 
следует отметить, что наибольшая разница 
в полученных результатах отмечается при сред-
них значениях крутящего момента.

Çàêëþ÷åíèå
В рамках единого подхода модели нели-

нейного деформирования СПФ при фазовых 
и структурных превращениях описано поведе-
ние тонкостенной трубки из СПФ, при котором 
происходят такие весьма различные явления, 

как мартенситная неупругость, сверхупругость, 
прямое и обратное термоупругие фазовые пре-
вращения под действием постоянного крутяще-
го момента.

По результатам проведенных исследований 
установлено, что параметры функции распре-
деления микронапряжений значительно влияют 
на характер кривых мартенситной неупруго-
сти. Показано, что при моделировании явле-
ния сверхупругости, повышение температуры 
трубки из СПФ приводит к увеличению уровня 
напряжений начала/окончания прямого/обрат-
ного мартенситного превращения. При этом 
величина накапливаемых за прямое превраще-
ние фазово-структурных деформаций изменя-
ется незначительно. В случае моделирования 
неизотермических процессов деформирования 
трубок из СПФ отмечена эквивалентность тер-
момеханического пути при прямом и обратном 
мартенситном превращении, в случае справед-
ливости положения об АППН. Установлено, 
что результаты моделирования существенно за-
висят от использованной при решении функции 
распределения микронапряжений. При этом 
наибольшее отличие в получаемых результатах 
отмечается для средних значений моментов.
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