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À.Ñ. Ñòåïàíîâ, Å.Ñ. Ñáûòîâà, Â.Â. Ïîäàëêîâ

Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ìèêðîìåõàíè÷å-
ñêîãî ãèðîñêîïà êàìåðòîííîãî òèïà ñ ðåçîíàòîðîì â âèäå ÷åòûðåõ óïðóãèõ íå-
ðàñòÿæèìûõ ñòåðæíåé ïðè ïëàâíîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. 
Ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èñïîëüçîâàí âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàìèëü-
òîíà – Îñòðîãðàäñêîãî. Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà ïîñòðîåíû 
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû. Ïîëó÷åíî òî÷-
íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìåäëåííûõ ïåðåìåííûõ â ðåæèìå 
âûíóæäåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè ïëàâíîì èçìåíåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî 
âîçäåéñòâèÿ. Ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî 
íàëè÷èå óãëîâîé ñêîðîñòè îñíîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ðàçäâîåíèþ êðàòíîé ñîáñòâåííîé 
÷àñòîòû íà äâå áëèçêèå ÷àñòîòû (äâà ðåçîíàíñíûõ ïèêà íà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ 
õàðàêòåðèñòèêàõ). Ïîêàçàíî, ÷òî ïëàâíîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû 
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ìàêñèìóìà àìïëèòóä ïî ñðàâíåíèþ 
ñî ñòàöèîíàðíîé êðèâîé. Çàìå÷åíî, ÷òî ðåçîíàíñíûå ïèêè ñóùåñòâåííî ñìåùåíû 
îòíîñèòåëüíî ïèêîâ ñòàöèîíàðíîé êðèâîé äî ïåðâîãî ìàêñèìóìà, è ïîñëå ïðîõîæ-
äåíèÿ âòîðîãî ìàêñèìóìà íàáëþäàþòñÿ áèåíèÿ àìïëèòóä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîìåõàíè÷åñêèé ãèðîñêîï, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ìåä-
ëåííî ìåíÿþùèéñÿ ïàðàìåòð.

INFLUENCE OF A SMOOTH CHANGING FREQUENCY 
OF AN EXTERNAL HARMONIC ACTION 
ON THE MICROMECHANICAL GYROSCOPE DYNAMICS
A.S. Stepanova, E.S. Sbytova, V.V. Podalkov
A mathematical model describing the dynamics of a micromechanical gyroscope with a resonator in the form 
of four elastic and inextensible rods with a smooth change of frequency of the driving force is designed. When 
receiving the equations of motion is used a variational principle of Hamilton – Ostrogradskii. The differential 
equations for generalized coordinates are constructed with the use of procedures of Bubnov – Galerkin. 
The exact solution of the differential equations for the slow variables in a mode of forced harmonic oscillations 
with a gradual change in the frequency of external influence is obtained. The amplitude-frequency characteristics 
are constructed. It was established that the existence e of the angular velocity of the base leads to splitting 
the multiple natural frequency of two close frequencies (two resonance peaks in the frequency response). 
It is showed that a smooth change  of the driving force frequency causes a change in the absolute value of the 
maximum amplitude as compared with a fixed curve. The resonance peaks are substantially offset relative to the 
peak of the curve to the first fixed peak and after the second maximum amplitude observed beating is noticed.

Keywords: micromechanical gyroscope, forced oscillations, slowly varying parameter.
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Ââåäåíèå
В настоящее время все большее развитие 

получает разработка микромеханических при-
боров, таких как микроакселерометры, включая 
датчики углового положения, микродвигате-
ли, микромеханические гироскопы. Перспек-

тивность этого направления приборостроения 
во многом обуславливается возможностью соз-
дания малогабаритных, обладающих низкой 
себестоимостью и малой массой приборов, 
предназначенных для измерения механических 
величин. 
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Микромеханические гироскопы (ММГ) при-
меняются в качестве датчиков параметров дви-
жения в системах управления, наведения и ста-
билизации подвижных объектов.

Однако существует ряд проблем как техно-
логического, так и научно-исследовательского 
плана, которые требуют решения для дальней-
шего увеличения точности ММГ.

Основой для проектирования и дальнейшего 
увеличения точности микромеханических гиро-
скопов являются математические модели движе-
ния чувствительных элементов, учитывающие 
реальные условия функционирования, напри-
мер вибрации или удары, и инструментальные 
погрешности изготовления приборов. Анали-
тические зависимости, учитывающие влияния 
внешней среды и неточности геометрических 
размеров, позволяют выработать требования 
к точности технологических операций и суще-
ственно увеличить точность приборов за счет 
алгоритмической компенсации погрешностей.

Поэтому актуальной является проблема со-
здания новых математических моделей чувстви-
тельных элементов, которые позволят повысить 
точность гироскопических датчиков и систем 
управления на их основе, а также проблема 
разработки алгоритмов компенсации погреш-
ностей.

В работе [1] описана математическая модель 
микромеханического гироскопа с резонатором 
в виде упругих стержней, построено решение 
нелинейных уравнений движения чувствитель-
ного элемента ММГ на вибрирующем основа-
нии и проведено исследование устойчивости 
стационарных решений по Ляпунову.

В работе [2] рассматривается микромехани-
ческий гироскоп с резонатором в виде упругих 
пластин. В линейной постановке задачи иссле-
дована динамика гироскопа в режиме вынуж-
денных колебаний в случае медленного изме-
нения собственной частоты и угловой скорости 
вращения основания.

В статье [3] исследовано влияние медлен-
но меняющейся частоты угловой вибрации ос-
нования на динамику ММГ, чувствительный 
элемент которого – упругие стержни. Показа-
но, что плавное изменение во времени частоты 
угловой вибрации основания приводит к иска-
жению амплитуд колебаний резонатора.

Целью данной работы является исследо-
вание влияния медленно меняющейся часто-
ты внешнего гармонического возбуждения 
основания на динамику микромеханического 
гироскопа. Достижение этой цели подразуме-
вает решение дифференциальных уравнений 
для медленных переменных при плавном из-
менении частоты вынуждающей силы и анализ 
амплитудно-частотных характеристик ММГ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
В настоящей работе объектом исследования 

является микромеханический гироскоп с резо-
натором в виде четырех одинаковых упругих 
стрежней 1 (рис. 1), закрепленных в рамке 2, 
соединенной упругим торсионом 3 с основани-
ем 4. Длины стержней с прямоугольным попе-
речным сечением обозначим через l.

С подвижной рамкой 2 связана система ко-
ординат ξηζ. При этом основание вращается 
вокруг оси ξ с угловой скоростью Ω, в общем 
случае являющейся некоторой функцией вре-
мени t. Ось ξ называется осью чувствительно-
сти гироскопа.

Рассматриваются колебания чувствитель-
ного элемента в плоскости, перпендикулярной 
оси ξ. При этом смещениями малого элемента 
стержня вдоль осей ξ и η пренебрегаем. В ка-
честве внешнего возмущения рассматривается 
угловая вибрация основания (подразумевается 
вращение вокруг оси ξ).

Под действием электростатической системы 
управления резонатор совершает периодиче-
ское движение, измерение которого позволя-
ет определить вращение основания гироскопа 
в инерциальном пространстве.

Для описания колебаний стержня введена 
функция прогиба поверхности упругого стерж-
ня w = w(x,t), зависящая от времени t и коорди-

Рис. 1. Конструктивная схема 
микромеханического гироскопа 

с резонатором в виде упругих стержней
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наты x, связанной со стержнем, и угол α – малый 
угол поворота рамки относительно основания 
гироскопа.

Далее в работе будет показано, что предложен-
ная новая математическая модель, учитывающая 
внешнее гармоническое воздействие с плавно 
изменяющейся частотой, позволяет решить про-
блемы аналитического представления медленно 
меняющихся условий функционирования и учета 
их влияния на динамику прибора. При этом пред-
ложенные алгоритмы исследования могут быть 
применены для других гироскопов класса «обоб-
щенный маятник Фуко» [4].

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
Интегро-дифференциальные уравнения, опи-

сывающие динамику гироскопа [1], получены 
с использованием вариационного принципа 
Гамильтона – Остроградского [5]:
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где J – обобщенный момент инерции систе-
мы; 0J  – момент инерции рамки относительно 
главной оси ξ; ρ – плотность материала стержня; 
F = bh – площадь поперечного сечения стержня 
(b и h – геометрические размеры поперечного 
сечения стержня); E  – модуль Юнга материала 
стержней; Jñò  – момент инерции поперечного 
сечения стержня; *E  – вязкоупругий модуль 
материала стержней, характеризующий вну-
треннее трение в материале; c  – жесткость тор-
сиона на кручение; *  – коэффициент вязкого 
трения торсиона.

В уравнениях (1) учтено внутреннее трение 
по модели Кельвина – Фойгта [6]. Полагая, что 
резонатор находится в вакуумированной поло-
сти, внешними потерями при колебаниях будем 
пренебрегать.

В анализе принимается стержень с жестко 
заделанными концами, для которого в реше-
нии используются соответствующие граничные 

условия. Функция нормального прогиба w зада-
ется в виде [5]:
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,
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w W x

llW
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1 1 1 1

1 1 1 1

shr sin ch cos

chr cos sh sin .

x xW x r r r
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x xr r r
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Здесь β(t) – искомая функция формы коле-
баний, характеризующая прогиб в середине 
стержня;   1t  ;  W x  – фундаментальная 
функция; r1 = 4,73 – первый корень трансцен-
дентного уравнения 1 1ch cos 1r r   [5].

После применения процедуры Бубнова – 
Галеркина, пренебрегая нелинейными слага-
емыми в математической модели, получены 
дифференциальные уравнения для обобщенных 
координат α и β:
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(3)

где 2
1 , 2

2  – квадраты собственных частот ко-
лебаний резонатора на неподвижном основа-
нии; 1d , 2d  – коэффициенты демпфирования; 

1k , 2k  – коэффициенты при гироскопических 
слагаемых в математической модели движения. 

Значения параметров системы 2
1 , 2

2 , 1d , 
2d , 1k , 2k  следующие: 
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(4)

Согласно (4), квадраты собственных частот 
колебаний 2

1 , 2
2  в общем случае могут раз-

личаться, но для оптимального функциони-
рования гироскопа параметры системы под-
бираются таким образом, чтобы частоты 
собственных колебаний были равны. Поэтому 
примем 1 2     .

Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
Рассматривается микромеханический гиро-

с коп с резонатором в виде четырех упругих 
стержней, помещенный на подвижное основание. 
Исследование вынужденных колебаний задачи 
сводится к построению решения линейных неста-
ционарных дифференциальных уравнений:

(1)
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d k

d k A

        

           



 




 

(5)

где A  и   – амплитуда и настраиваемая фаза 
внешнего воздействия.

Частота внешнего воздействия  0   яв-
ляется функцией медленного времени    t, 
где 1   – малый положительный параметр, 
причем  0     . Введем безразмерное время 

*t t   и коэффициенты демпфирования 
1 2 02d d    , 0 1  . Перейдем к новым пере-

менным ̂  и ̂ , сделав такую замену:

                  
1 2, ˆˆk k      .

 
(6)

Тогда система (5) примет вид (знак « ^ » 
опущен):
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Здесь А и ω0(τ) – нормализованная ампли-
туда и безразмерная частота внешнего воздей-
ствия; ν0 – безразмерная постоянная составляю-
щая угловой скорости основания.

В режиме мягкого резонансного воздействия 
частота внешнего воздействия должна быть 
близка к собственной частоте колебаний гиро-
скопа, то есть

   0 1      ,

где   1   .

Решение для системы (7) в случае медлен-
но меняющейся частоты внешнего воздействия 
имеет вид [7]:
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0 1 1

0 2 2

sin cos ;
sin cos ,

p q
p q

      
      

где 1p , 1q , 2p , 2q  – медленные переменные.
С использованием метода осреднения [8] по-

лучена система дифференциальных уравнений 
для определения 1p , 1q , 2p , 2q :
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(9)

Для построения решения системы (9) введем 
функции комплексных переменных следую-
щим образом:

                     

1 1 1
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;
,

z p iq
z p iq
 
   

(10)

где i – мнимая единица.
В результате получим дифференциальные 

уравнения в новых переменных 1z  и 2z :
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dz z K z i z iA
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(11)

Решение однородной системы (11) при А = 0 
ищем в виде:

                

   
1 2, ,z Ce z De    

 
(12)

где C и D – константы;     – корень характе-
ристического уравнения.

Подставив (12) в (11), получим систему 
уравнений для констант C и D, которую пред-
ставим в матричном виде

                              А ∙ Х = 0; (13)
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(14)

Решение характеристического уравнение 
det(A) = 0 дает два корня

   
   0 0

0

, 1, 2.
t

j t iK t i dt j         
 

(15)
 
Итак, имеем
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Найдем в (16) связь между константами Сi 
и Di (i = 1, 2). Для этого подставим в систе-
му (13) значение первого корня. Отсюда по-
лучим связь между 1C  и 1D . Далее, подставив 
в первое уравнение значение второго корня, по-
лучим связь между 2C  и 2D .

Таким образом, общее решение однородной 
системы имеет вид:

              

   

   

1 2

1 2

1 1 2

2 1 2

;

.

z C e C e

z iC e iC e

   

   

 

    
(17)

Вынужденное решение системы (11) будем 
искать методом вариации произвольных по-
стоянных, то есть в решении (17) принимаем 

 j jC C t , (j = 1, 2).
Имеем

        

       

       

1 2

1 2

1 1 2

2 1 2

;

.

z C t e C t e

z iC t e iC t e

   

   

 

    
(18)

Подставляя (18) в систему (11), получа-
ем систему уравнений для определения  1C t  
и  2C t :

         

       

       

1 2

1 2

1 2

1 2

0;

.

dC t dC t
e e

dt dt
dC t dC t

e e A
dt dt

   

   

 

 
 

(19)

Решение системы (19)

       
   

0

1 , 
2

j

t

jC t A e dt    (j = 1, 2).
 

(20)

Возвращаясь к исходным переменным, запи-
шем частное решение для 1p , 1q , 2p , 2q :

   0
1 2 1 0

0

, cosˆ
t

tp q e C t K t dt
            

 ÷ ÷

   1 0
0

sin
t

C t K t dt
 

      
 



   2 0
0

sˆ co
t

C t K t dt
 

        
 



   2 0
2 0

sin ;
2

t

C t K t dt
                 



   0
1 2 1 0

0

, cos
t

tq p e t KC t dt
            

÷ ÷

   1 0
0

nˆ si
t

C t K t dt
 

       
 



   2 0
0

cos
t

C t K t dt
 

        
 



   2 0
0

si ,ˆ n
t

C t K t dt
         


 

(21)

где

 

   

   

0

0

1,2 0
0 0

1,2 0
0 0

1 cos ;
2

1 sin .
2

ˆ
t t

t

t t
t

C t A e K t dt dt

t A e K t tC d dt





 
        

 
 

        
 

 

 

Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì 
Для записи общего решения неоднород-

ной задачи (9) необходимо найти начальные 
усло вия. Для этого рассмотрим стационарный 
режим. Считая все параметры в системе (9) по-
стоянными, имеем

       

 

   

   

   

0 0 0
1 2

2 2 2 2
0 00

1 2

2 2 2 2
0 0 00

2 2

2 2 2 2
0 0 00

2 2

2 ;

;

;

.

K Ap
W

A K
q

W
AK K

p
W

A K
q

W

 


     


     


     


 

(22)

Здесь 

    22 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 02W K K           .

Запишем выражения для амплитуд колеба-
ний резонатора по двум обобщенным коорди-
натам:

       
       

2 20 0 0
1 1

2 20 0 0
2 2

;A p q

B p q

 

  

и получим

                 

 

   

0 0

2 2
00

2 ;

.

K AA
W

A
B

W




  


 

(23)

В резонансном случае ( 0  ) на непо-
движном основании ( 0 0  ) максимальное 
значение амплитуды колебаний по второй 

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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обобщенной координате равно 0/A  . Установ-
лено, что на подвижном основании отношение 
амплитуд В(0) и А(0) пропорционально модулю 
угловой скорости основания, то есть гироскоп 
является датчиком угловой скорости:

             

   
 

0 2 2
0

0 0

A

KB

  
  .

 
(24)

×èñëîâîé ïðèìåð 
В качестве примера рассматривается микро -

 механический гироскоп, резонатор которого 
представляет собой стержни длиной l = 20 мм 
с прямоугольным сечением b = 0,33 мм 
и h = 1 мм, изготовленные из плавленого кварца 
(ρ = 2201 кг/м3, E = 73 ГПа). При обобщен-
ном моменте инерции J = 3·10–8 кг·м2 с учетом 
совмещения частот собственных колебаний 
имеем с = 254,9 Н∙м, k1 = 0,1013, k2 = 1,319, 
ω1 = ω2 = ω = 92987 рад/с (14,806 кГц). Коэффи-
циент вязкого трения 0 0,9   , где ε = 10–5.

Пусть частота вынуждающей силы изменя-
ется по закону

    0 0 1 0,1 1t       . 

Примем следующие нормализованные пара-
метры:

 3
0 4 ; 2,1 10 ; 0 10 .A          

Тогда соответствующие размерные параме-
тры углового движения:

 1 1
0 3,71 208,5 ; 0 1,48 ;c A c        Ãö.

Амплитуды колебаний резонатора равны:

               
2 2
1 1 ;A p q    

2 2
2 2B p q  . (25)

На рисунке 2 приведены амплитудно-ча-
стотные характеристики (АЧХ) для амплитуды 
колебаний А по первой обобщенной координате 
и амплитуды колебаний В по второй обобщен-
ной координате (жирная линия). Тонкой линией 
на графиках изображены амплитудно-частот-
ные характеристики в стационарном режиме.

Заметим, что выбранный закон изменения 
частоты вынуждающей силы означает «движе-
ние» по графику слева направо.

Наличие угловой скорости основания 
( 0 0  ) вызывает раздвоение кратной соб-
ственной частоты на две близкие частоты 
(см. рис. 2). На стационарной кривой для ам-
плитуды вторичных колебаний отчетливо 
видны два пика, в то время как амплитуды пер-
вичных колебаний оказываются менее чувстви-
тельными к раздвоению частот.

Для амплитуды A наблюдается увеличение 
первого максимума на 12,61 % и уменьшение вто-
рого на 20,45 %. Для амплитуды B наблюдается 
уменьшение первого максимума на 4,76 % и вто-
рого – на 2,38 %. Максимумы амплитуд на обоих 
графиках смещены относительно максимумов 
стационарной кривой. После прохождения второ-
го максимума наблюдаются «биения» амплитуд.

Таким образом, наличие плавно меняющей-
ся во времени частоты внешнего воздействия 
оказывает существенное влияние на картину 
колебаний микромеханического гироскопа. 
Найденное решение системы линейных диф-
ференциальных уравнений для медленных пе-
ременных может быть использовано для более 
точной оценки углового движения основания 
ММГ с учетом медленно изменяющихся внеш-
них условий функционирования [3].

 а б
Рис. 2. АЧХ первичных (а) и вторичных (б) колебаний 

(тонкая сплошная линия – стационарный режим)
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Çàêëþ÷åíèå
Развитие приборостроения для различных 

областей (оборонная промышленность, меди-
цина и др.), которое включает в себя систе-
мы высокоточной навигации и управление 
движением объектов, повышает требования 
к созданию совершенно новых и улучшению 
характеристик уже существующих микроме-
ханических приборов. Проблема повышения 
точности мик ро механических датчиков инер-
циальной информации может быть решена 
с помощью применения новых МЭМС (ми-
кроэлектромеханических) технологий, техни-
ческих решений и методик проектирования 
на основе новых математических моделей 
функционирования.

В работе данная задача решалась в рамках 
исследования вынужденных линейных ко-
лебаний микромеханического гироскопа 
при плавном изменении частоты внешнего 
воздействия. Получено точное решение диф-
ференциальных уравнений для медленных пе-
ременных в режиме вынужденных колебаний 
при плавном изменении частоты внешнего воз-
действия. Установлено, что наличие угловой 
скорости основания приводит к раздвоению 
кратной собственной частоты на две близкие 
частоты (два резонансных пика на амплитуд-
но-частотных характеристиках). Показано, что 
медленное изменение частоты вынуждающей 
силы приводит к изменению абсолютной ве-
личины максимума амплитуд по сравнению со 
стационарной кривой. Замечено, что резонанс-
ные пики существенно смещены относительно 

пиков стационарной кривой до первого макси-
мума, и после прохождения второго максимума 
наблюдаются биения амплитуд.
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