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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàèáîëüøåãî óñèëèÿ 
â ïðèâîäå îáîáùåííîãî ìåõàíèçìà ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû ïðè èçâåñòíîé âåëè-
÷èíå âíåøíåé íàãðóçêè, íî íåèçâåñòíîì íàïðàâëåíèè, äåéñòâóþùåé íà âûõîäíîå 
çâåíî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è, îñíîâàííûé 
íà àíàëèçå îáðàòíîé òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ßêîáè ìåõàíèçìà, ïðèìåíèì 
ñ ó÷åòîì íåêîòîðûõ äîïóùåíèé ê ìåõàíèçìàì ñ ëþáûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ñèëîâûå 
è ìîìåíòíûå ñîñòàâëÿþùèå âíåøíåé íàãðóçêè ïî îòäåëüíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èç-
áåæàòü íåîáõîäèìîñòè íîðìèðîâàíèÿ âåêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ ðàçëè÷íûå ïî ñâîåìó 
ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó âèäû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íà âûõîäíîå çâåíî. Â ðàáîòå 
ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïëîñêîãî ìåõàíèçìà ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, ïîäòâåðæäàþùèå ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçìû ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû, óñèëèÿ â ïðèâîäàõ, ìàòðè-
öà ßêîáè, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå, ïëîñêèé ìåõàíèçì.

COMPUTATION OF THE MAXIMAL ACTUATION EFFORTS 
IN PARALLEL MANIPULATORS AT A SPECIFIED VALUE 
OF EXTERNAL LOAD
P.A. Laryushkin, V.A. Glazunov, K.G. Erastova
In this paper a problem of calculating the maximal actuation effort in a generalized parallel manipulator 
for a known value of external load applied to the end-effector without specifying the direction of this load 
is discussed. It is shown that the presented approach based on the analysis of a transposed inverse matrix 
of a mechanism can be used (under certain assumptions) for mechanisms with any number of degrees 
of freedom. Besides, the suggested approach gives an opportunity to analyze separately the force and torque 
components of external load, that helps to avoid an issue of normalizing a vector consisting dissimilar types 
of the external load to the end-effector. In this article there are presented results of the theoretical calculations and 
of a computer modeling of a planar parallel mechanism, which confirm the efficiency of the presented approach.

Keywords: parallel mechanisms, actuation efforts, Jacobian, computer modeling, planar mechanism.
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Ââåäåíèå
Растущий интерес к механизмам парал-

лельной структуры, все чаще находящим при-
менение в различных отраслях техники, обу-
славливает актуальность разработки новых 
и совершенствования имеющихся методов ана-
лиза манипуляторов данного класса. Изучению 

таких механизмов и решению сопутствующих 
задач уделяется все больше внимания со сто-
роны исследователей, работающих в области 
теории механизмов, мехатроники и робототех-
ники [1, 2]. Одной из основных проблем, свой-
ственных механизмам данного класса, является 
наличие так называемых особых положений, 



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Определение максимальных усилий в приводах манипуляторов параллельной структуры 
по заданной величине внешней нагрузки

41
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2016, № 2

в которых выходное звено (исполнительный 
орган) устройства может потерять управляе-
мость или подвижность [3]. При этом известно, 
что некоторые негативные явления возникают 
не только при непосредственном попадании 
выходного звена в точки рабочей зоны, соот-
ветствующие особым положениям, но и при 
приближении к ним. Так, например, известно 
[4], что при приближении к особым положе-
ниям ухудшается точность позиционирования, 
возрастает нагрузка на приводные устройства, 
увеличиваются скорости во входных кинемати-
ческих парах. Для оценки близости механизма 
к таким положениям разными авторами пред-
лагались различные критерии: углы давления, 
разнообразные индексы, показывающие, на-
сколько «качественно» механизм способен вы-
полнять свои функции [5–11], и т.д. 

Среди множества этих критериев стоит от-
метить критерий, описанный в работе [12]. 
Суть предложенного подхода заключается 
в следующем: при анализе механизма в его ма-
тематическую модель вводится некоторое по-
стоянное внешнее усилие, после чего в каждой 
точке рабочего пространства итерационно с не-
которым шагом вычисляются усилия в при-
водах механизма. Чем ближе выходное звено 
к точке, соответствующей особому положе-
нию, тем большее усилие должно быть прило-
жено как минимум к одной из приводных пар 
механизма. Данный подход имеет ряд преиму-
ществ по сравнению с другими, так как в нем 
оценивается величина реального физического 
параметра – усилия в приводной паре, напря-
мую связанного с характеристиками приводных 
устройств. При этом механизмам параллельной 
структуры свойственны хорошие динамические 
показатели (низкая инерционность) и большая 
грузоподъемность по отношению к весу под-
вижных частей самого манипулятора, поэтому 
при достаточно больших величинах внешней 
нагрузки влиянием собственного веса звеньев 
механизма на усилия в приводах можно пре-
небречь. Таким образом, еще на этапе анализа 
и математического моделирования механизма 
можно получить достаточно хорошую оценку 
его нагрузочной способности. 

Однако предложенный в указанной работе 
подход обладает существенным недостатком, 
поскольку автор предлагает использовать не-
которое постоянное по силе и направлению 
внешнее воздействие. Несмотря на то, что вели-
чины внешней нагрузки, как правило, задаются 

техническим заданием, их направление, чаще 
всего, неизвестно. Таким образом, приложение 
равной по модулю внешней силы (или момен-
та), которая имеет направление, отличающее-
ся от принятого при расчетах, может привести 
к превышению допустимого значения усилия 
в каком-либо приводе. Частично данный не-
достаток был устранен в работе [13], однако 
предлагаемый здесь подход применим только 
к механизмам, имеющим ровно шесть степеней 
свободы, и использует не всегда удобный аппа-
рат винтового исчисления. 

Целью данной работы является решение 
задачи по вычислению наибольших из возмож-
ных усилий в приводах механизмов параллель-
ной структуры с любым числом степеней свобо-
ды, при известной величине внешней нагрузки. 
Для этого предлагается подход, основанный на 
использовании обратной транспонированной 
матрицы Якоби механизма.

Îïèñàíèå ïîäõîäà
Рассмотрим некоторый механизм параллель-

ной структуры с n степенями свободы в общем 
виде. Будем считать, что механизм имеет n ки-
нематических цепей, в каждой из которых ис-
пользуются только одноподвижные (с одной 
степенью свободы) кинематические пары. При 
этом в каждой цепи имеется только одна при-
водная пара (рис. 1). Данные допущения не 
влияют на суть описываемого метода, но суще-
ственно упрощают изложение.

Рис. 1. Обобщенная схема 
механизма параллельной структуры: 

1 – неподвижное основание; 2 – подвижная 
платформа (выходное звено); 3 – приводная 
кинематическая пара; 4 – неприводные 

кинематические пары
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Пусть положение и ориентация выходно-
го звена механизма задается в некоторой не-
подвижной системе отсчета координатами 

1 2, , , nx x x . Обозначим также обобщенные ко-
ординаты, представляющие собой перемеще-
ния в приводных парах, как 1 2, , , n    . Для 
каждой i-й кинематической цепи соответствую-
щее ей уравнение связи можно представить как 
неявную функцию вида

         1( , , , ) 0, 1, ,i n iF x x i n     . (1)

Известно [3], что путем дифференцирования 
уравнений (1) можно установить связь между 
мгновенными скоростями выходного звена 

1 2, , , nx x x    и обобщенными скоростями (скоро-
стями в приводных парах) 1 2, , , n      :

                               J x   ; (2)

1 1 1 1

1 1 1

1

/ /

/ /

n

n n n n

n n n

F F F F
x x

F F F F
x x

          
 
 

          

J



  



;

1 1

,

n n

x

x

   
       
      

x


  



 .

Матрица J называется матрицей Якоби ме-
ханизма. С учетом принятых допущений данная 
матрица будет иметь размер (n×n).

Пусть к выходному звену механизма прило-
жена некоторая внешняя нагрузка, задаваемая 
вектором P:

1x

xn

P

P

 
   
 
 

P  ,

где Pxk – компонента внешней нагрузки, соот-
ветствующая координате хk, k = 1,…,n.

Воспользуемся принципом Д’Аламбера–
Лаг ранжа, согласно которому сумма работ 
внешних сил и сил инерции на некотором воз-
можном перемещении kx  должна быть равна 
нулю. При этом ограничимся рассмотрением 
только кинематики механизма, пренебрегая, 
таким образом, силами инерции. Для каждого 

kx  можно записать уравнение вида

1 1 2 2 ... 0xk xk xk
n n xk kT T T P x          . (3)

Здесь Ti – усилие в приводной паре i-й кине-
матической цепи, а xk

i  – перемещение в этой 
же паре, вызываемое перемещением выходного 
звена на kx . 

Соотношение (3) также может быть записа-
но как

                 1

n
i

i k xk k
ki

T x P x
x


   

 . (4)

Для механизма с n степенями свободы имеем 
систему из n линейных уравнений (4), которые 
можно записать в матричном виде, сократив 
обе части на kx :

       

1

111 1

1

n

x

n n xn

n n

dd
PTdx dx

d T Pd
dx dx

                       
 
 

    



. (5)

Зависимости для определения компонент 
матрицы производных в уравнении (5) могут 
быть получены из уравнений (1) по правилу на-
хождения производной для неявной функции:

/ , , 1, ,i i i

j j i

d F F i j n
dx x
  

   
 

. 

Таким образом, указанная матрица пред-
ставляет собой транспонированную матрицу J, 
используемую в уравнении (2). Тогда

                         
T   J T P ; (6)

1

n

T

T

 
   
 
 

T  .

Из (6) окончательно получим

                          
T  T J P . (7)

Здесь J-T – обратная транспонированная ма-
трица Якоби механизма:

  1T T  J J . 

Из уравнения (7) следует, что усилие в i-м 
приводе может быть вычислено как скалярное 
произведение двух векторов: вектора ji

-T, со-
стоящего из элементов i-й строки матрицы J-T, 
и вектора P, задающего внешнюю нагрузку, 
приложенную к выходному звену, т.е.

                          T
i iT  j P . (8)
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Из формулы (8) следует, что если рассматри-
вать вектор P как n-мерный вектор с Евклидо-
вой нормой

2

1

n

xk
k

P


 P ,

то при constP , максимальное значение Ti 
соответствует ситуации, при которой векто-
ра ji

-T и P являются коллинеарными. Однако 
в общем случае вектор P может включать как 
силовые, так и моментные составляющие. Ев-
клидова норма такого вектора не имеет ясного 
физического смысла, поэтому целесообразно 
рассматривать силы и моменты, действующие 
на выходное звено, по отдельности. При этом 
из формулы (8) видно, что если невозможно 
рассмотреть направление вектора P, коллине-
арное вектору ji

-T, то направление вектора P 
должно быть выбрано наиболее близким к на-
правлению ji

-T. Из этого следует, что для рас-
смотрения компонент внешней нагрузки, свя-
занных с определенными степенями свободы, 
достаточно определить соответствующие им 
компоненты вектора ji

-T, после чего отбросить 
(принять равными нулю) те из них, которые 
рассматриваться не будут. Таким образом, ста-
новится возможным рассматривать отдельно 
наиболее неблагоприятные для i-го привода 
направления внешней силы и внешнего мо-
мента без потери физического смысла при нор-
мировании вектора внешней нагрузки. Если 
же механизм обладает только вращательными 
или только поступательными степенями сво-
боды, то в таком случае норма P  представля-
ет собой абсолютное значение действующего 

на выходное звено момента или силы соответ-
ственно. Тогда

T
maxi iT  j P .

Необходимо также отметить, что компонен-
ты внешней нагрузки, соответствующие нереа-
лизуемым в некотором исследуемом механизме 
степеням свободы, не рассматриваются, так как 
известно [4], что такая нагрузка может быть 
воспринята с нулевым усилием в приводах. 

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ 
ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà
Для демонстрации применения рассма-

триваемого подхода обратимся к результа-
там компьютерного моделирования плоского 
3-RRR механизма, так как он является одним 
из самых простых и хорошо изученных меха-
низмов данного типа. Аббревиатура «3-RRR» 
показывает, что механизм имеет три кинема-
тических цепи, каждая из которых включает 
три вращательные (R) кинематические пары. 
Выходное звено такого механизма имеет три 
степени свободы: две поступательных и одну 
вращательную.

Сначала в среде SolidWorks была создана 
твердотельная модель механизма, которая затем 
была импортирована в среду MATLAB/Simulink 
для анализа с помощью набора инструментов 
SimMechanics 2.0. Основные геометрические 
параметры модели механизма были приняты 
следующими (рис. 2): l1 = 0,18 м, l2 = 0,18 м, 
l3 = 0,08 м, lосн = 0,4 м. При этом длины проме-
жуточных звеньев одинаковы во всех кинема-
тических цепях, а основание и подвижная плат-

 а б 
Рис. 2. Схема плоского 3-RRR механизма (а) и его твердотельная модель (б)
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форма (выходное звено) представляют собой 
равносторонние треугольники.

Рассмотрим порядок моделирования меха-
низма. На первом этапе была проведена про-
верка отсутствия ошибок в расчетных зависи-
мостях, полученных аналитически. Для этого 
была сгенерирована траектория движения вы-
ходного звена (при постоянной ориентации 
подвижной платформы) в виде «трехлепест-
ковой полярной розы», после чего к выходно-
му звену модели была приложена нагрузка P 
(рис. 3), компоненты которой задавались следу-
ющим образом:

 
 

0

x

y

F t
F t

 
 

  
 
 

P .

Силы Fx и Fy изменяются во времени по сле-
дующим законам:

   2 2sin , cosx y
t tF t F t

t t
    

       
   ìîä ìîä

,

где tмод – продолжительность моделирования 
(здесь tмод = 15 с). 

В процессе эксперимента в среде Simulink 
каждые 0,01 с сохранялись данные о момен-
тах в приводах Т1, Т2, Т3 при заданной нагрузке, 
после чего эти значения сравнивались со значе-
ниями, вычисленными по формуле (8) для век-
тора внешней нагрузки P. Далее вычислялась 
относительная погрешность результатов тео-
ретического расчета относительно результатов 
моделирования:

       
  , ,

,

100%
i i

i
i

T T
T

T


  

òåîð ìîä

îòí
ìîä

, (9)

где |Ti,теор| и |Тi,мод| – абсолютные значения мо-
мента в i-м приводе, полученные аналитически 
и в результате моделирования соответственно. 

Указанная погрешность составила не более 
7⋅10-10 %, что позволяет сделать вывод об отсут-
ствии ошибок в расчетных зависимостях. 

Необходимо отметить, что формула (8) 
не учитывает наличие массы у подвижных 
частей механизма, а среда SimMechanics 2.0 
не позволяет проводить моделирование с без-
массовыми моделями. Поэтому предваритель-
но было смоделировано движение механизма 
по той же траектории, но без приложения внеш-
ней нагрузки, после чего моменты в приводах, 
полученные в этом дополнительном моделиро-
вании были вычтены из моментов, полученных 
в основном эксперименте, что дало возмож-
ность сравнить полученную разность со значе-
ниями, полученными аналитически. 

На следующем этапе, при движении выход-
ного звена по той же траектории, к нему при-
кладывалась различными способами внешняя 
сила, равная 10 Н: в первом случае – посто-
янная по направлению, параллельному оси х, 
P = (10,0,0), или оси y, P = (0,10,0); во втором 
случае направление действия силы вычисля-
лось для каждого привода механизма соглас-
но описанному в работе подходу. При этом 
записывались вращающие моменты Т1, Т2, Т3, 
возникающие в приводах. Заметим, что при 
рассмотрении вектора внешней нагрузки P его 
моментная составляющая (третья компонента) 
принималась равной нулю. Это позволяет про-
верить правильность вывода о возможности 
раздельного рассмотрения силовой и момент-
ной составляющих внешней нагрузки путем 
простого «отбрасывания» компонент, не соот-
ветствующих рассматриваемому типу нагрузки.

На рисунке 4 в качестве примера представ-
лены графики изменения абсолютной величины 
момента в первом приводе механизма. 

Как видно из графиков, абсолютная вели-
чина момента в приводе при действии силы, 
направление которой определялось на основе 
предложенного в работе подхода (кривая 1), 
всегда оказывалась больше, чем при действии 
силы, равной по модулю, но постоянной по на-
правлению – вдоль осей х или y (кривые 2 и 3 
соответственно). Для двух других приводов 
были получены аналогичные результаты.

Рис. 3. Схема нагружения механизма 
при компьютерном моделировании: 

1 – траектория движения выходного звена; 
2 – граница рабочей зоны механизма
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Чтобы свести возможность ошибки к мини-
муму, был также проведен итерационный анализ 
(статическая задача): с шагом 1 мм перебирались 
точки рабочей зоны механизма, в каждой из точек 
с шагом в 1 градус перебирались различные направ-
ления внешней силы, равной по модулю 10 Н, и по 
аналитическим зависимостям рассчитывались мо-
менты в приводах, соответствующие этим силам. 
После этого в каждой точке наибольшие по модулю 
значения моментов в приводах, полученные путем 
перебора различных направлений внешней силы, 
сравнивались с абсолютными значениями момен-
тов, полученных с помощью рассматриваемого 
в работе подхода. В результате, в каждой из 160725 
проанализированных точек значения моментов 
в приводе, рассчитанные согласно описываемому 
подходу, оказывались (по абсолютной величине) 
больше значений моментов, полученных при пе-
реборе. Таким образом, можно утверждать, что 
предложенный подход действительно позволяет 
рассчитать «наихудший» вектор внешней нагрузки 
в любой точке рабочей зоны и соответствующее 
ему максимальное усилие в рассматриваемом при-
воде механизма. 

Как уже было сказано, рассматриваемый 
подход не учитывает собственные массы зве-
ньев механизма, а значит, и влияние сил инер-
ции на усилия в приводах. Однако, как упомина-
лось ранее, на практике при анализе механизмов 
параллельной структуры массовыми характе-
ристиками механизма нередко пренебрегают. 
Тем не менее, при моделировании движения 
плоского механизма при указанных выше пара-
метрах, по формуле (9) была оценена погреш-
ность значений моментов в приводе, опреде-
ленных аналитически, относительно значений, 
полученных в результате моделирования, прове-
денного с учетом масс промежуточных звеньев. 

Как видно из графика изменения относи-
тельной погрешности для первого привода 
(рис. 5), погрешность не превышает 0,18%, что 
значительно меньше возможных погрешностей, 
вносимых неточностями при изготовлении, ка-
либровке и управлении реальным механизмом. 

Увеличение значений ускорений при движе-
нии механизма, безусловно, увеличит погреш-
ность вычислений, однако процесс вычисле-
ния «наихудшего» вектора внешней нагрузки 
может быть скорректирован. Для этого в урав-
нении (3) и далее необходимо учесть наличие 
сил инерции. При этом, насколько усложнится 
алгоритм расчета, зависит только от сложности 
расчета инерционных составляющих.

Çàêëþ÷åíèå
В данной работе представлен подход по опре-

делению наихудшего направления приложения 
внешней нагрузки к выходному звену меха-
низмов параллельной структуры, при котором 
усилие в приводе будет максимальным по срав-
нению с любым другим направлением. Основным 
достоинством рассматриваемого подхода являет-
ся его простота, а также возможность использо-
вания для анализа механизмов с любым числом 
степеней свободы. При этом также возможно 
раздельное рассмотрение силовых и моментных 
составляющих внешней нагрузки. Таким обра-
зом, еще на этапе анализа и моделирования меха-
низма можно с высокой степенью точности опре-
делить требуемые силовые характеристики его 
приводов по известным величинам нагрузок на 
выходное звено, не зная их возможного направ-
ления и рассматривая самый неблагоприятный 
случай, а также оценить близость к особым по-

Рис. 4. Абсолютная величина 
момента в приводе: 

1 – для внешней силы, действующей 
по направлению, определенному с использованием 
рассматриваемого подхода; 2 – для внешней силы, 
действующей параллельно оси х; 3 – для внешней 

силы, действующей параллельно оси у

Рис. 5. Относительная погрешность 
величины момента в приводе, определенного 
аналитически, от данных моделирования 
с учетом масс промежуточных звеньев
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ложениям в любой точке рабочей зоны. Данный 
подход в представленном в работе виде не учиты-
вает влияние масс подвижных звеньев механизма. 
Однако инерцией звеньев нередко можно прене-
бречь, поскольку ее влияние на усилия в приво-
дах значительно меньше влияния внешних сил, 
возникающих при эксплуатации механизма. Если 
же необходимо учитывать силы инерции, то это 
можно сделать, не прибегая к серьезной модифи-
кации самого подхода.
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