
Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

А.Р. Мифтахова, И.Г. Горячева

38
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2016, № 3 © А.Р. Мифтахова, И.Г. Горячева, 2016

ÓÄÊ 539.3

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÐÅÍÈß ÊÀ×ÅÍÈß 
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÑÂÎÉÑÒÂ ÏÐÎÌÅÆÓÒÎ×ÍÎÉ ÑÐÅÄÛ 
È ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÏÐÎÑÊÀËÜÇÛÂÀÍÈß 
Â ÎÁËÀÑÒÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß*

À.Ð. Ìèôòàõîâà, È.Ã. Ãîðÿ÷åâà

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå î êà÷åíèè 
æåñòêîãî öèëèíäðà ïî îñíîâàíèþ, ñîñòîÿùåìó èç âÿçêîóïðóãîé ïîëîñû, ñöåïëåí-
íîé ñ æåñòêîé ïîëóïëîñêîñòüþ. Äëÿ îïèñàíèÿ õàðàêòåðèñòèê òîíêîãî âÿçêîóïðóãîãî 
ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Êåëüâèíà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü êîíòàêòà ñî-
ñòîèò èç äâóõ (ñöåïëåíèÿ è ïðîñêàëüçûâàíèÿ) èëè òðåõ (ïðîñêàëüçûâàíèÿ-ñöåïëå-
íèÿ-ïðîñêàëüçûâàíèÿ) çîí. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ 
íàïðÿæåíèé â îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàñïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ 
íàïðÿæåíèé è çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ñöåïëåíèÿ îò âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíî-
ãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ èçó÷àþòñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ 
ñêîëüæåíèÿ è ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ âÿçêèå ñâîéñòâà ñëîÿ. Ïîëó÷åííûå 
ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèë òðåíèÿ â êîíòàêòå 
êà÷åíèÿ ïîëèìåðíûõ ïîêðûòèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãèé ñëîé, ìîäåëü Êåëüâèíà, îòíîñèòåëüíîå ïðîñêàëü-
çûâàíèå, òðåíèå êà÷åíèÿ, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, êîýôôèöèåíò ñöåïëåíèÿ.

MODELING THE ROLLING FRICTION ALLOWING 
FOR THE INTERMEDIATE AGENT PROPERTIES 
AND THE RELATIVE SLIP IN A CONTACT INTERACTION AREA
A.R. Miftakhova, I.G. Goryacheva
The 2D contact problem for a rigid cylinder rolling on a thin viscoelastic layer bonded to a rigid half-plane 
is considered. The Kelvin model is used to describe the viscoelastic properties of the layer. The contact 
area is assumed to be of two (stick-slip) or three (slip-stick-slip) zones. The method to calculate the normal 
and shear stresses within the contact area is presented. The contact stress distributions and the dependence 
of the traction coefficient on the relative slip are studied for various values of the coefficient of sliding friction 
and the layer viscosity parameters. The results can be used for modeling the friction force in rolling contact 
of polymer coatings. 

Keywords: viscoelastic layer, Kelvin model, relative slip, rolling friction, friction coefficient, traction coefficient.

* Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 14-29-00198).

Ââåäåíèå
При качении одного тела по поверхности 

другого возникает сила сопротивления, назы-
ваемая силой трения качения. В разное время 
исследованию данной силы было посвящено 
большое количество экспериментальных работ 
[1–3], в которых в качестве причин возникнове-
ния силы сопротивления при качении были ука-

заны частичное проскальзывание поверхностей 
катящегося тела и основания и несовершенная 
упругость материалов, из которых изготовлены 
взаимодействующие тела. При моделировании 
трения качения поиск касательных напряжений 
затруднен в связи с тем, что границы зон про-
скальзывания и сцепления на площадке кон-
такта заранее неизвестны. А.Ю. Ишлинский 
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исследовал трение качения жесткого диска 
по упругой полуплоскости, для описания пове-
дения которой под нагрузкой использовалась 
система упругих стрежней, которые отклоня-
лись в сторону и изменяли свою высоту про-
порционально действующим на них силам [4]. 
В работе Калкера [5] теоретически и экспери-
ментально изучался контакт качения двух ци-
линдров с покрытиями из вязкоупругих мате-
риалов, в частности резины. Для исследований 
использовались вариационные методы опреде-
ления напряжений в зоне контакта для упругих 
и вязкоупругих покрытий.

Ранее плоская задача о сопротивлении каче-
нию при наличии на поверхности одного из вза-
имодействующих тел вязкоупругого слоя была 
рассмотрена в работах [6, 7], где для описания 
механического поведения слоя использова-
лась модель Максвелла, а цилиндр и полупло-
скость полагались упругими. В работе [6] изу-
чено влияние тонких поверхностных пленок на 
растягивающие и максимальные касательные 
напряжения при качении с проскальзыванием 
цилиндра по упругому полупространству. По-
лученные результаты показали, что наличие 
вязкоупругого слоя позволяет уменьшить зна-
чения растягивающих напряжений. Из расче-
тов, приведенных в монографии [7], следует, 
что вязкоупругий слой влияет на распределение 
контактного давления при относительно малых 
скоростях движения цилиндра. 

В данном исследовании решается задача 
о качении жесткого цилиндра по вязкоупруго-
му слою, сцепленному с недеформируемой по-
луплоскостью, при наличии в области контакта 
зон сцепления и проскальзывания. При поста-
новке задачи не учитываются податливости 
цилиндра и полуплоскости, а для описания 
свойств слоя используется модель Кельвина, 
которая обладает ограниченной ползучестью 
и хорошо описывает свойства вязкоупругих по-
крытий. 

Цель данной работы – в рамках исполь-
зуемой модели вязкоупругого слоя получить 
распределения нормальных и касательных на-
пряжений на площадке контакта, определить 
расположение зон проскальзывания и сцепле-
ния в области контакта цилиндра и основания 
и провести анализ влияния свойств промежу-
точного слоя на силу трения качения при раз-
личных величинах относительного проскальзы-
вания контактирующих тел.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
Рассмотрим задачу в плоской постановке 

для жесткого цилиндра и основания, состоя-
щего из вязкоупругого слоя толщиной h, сце-
пленного с жесткой полуплоскостью. Цилиндр 
катится по основанию с постоянной линейной 
скоростью V и угловой скоростью ω. Линия 
контакта цилиндра и основания описывается 

функцией  
2

2
xf x
R

  , где R – радиус цилин-

дра. Введем неподвижную систему координат 
(x’, y’), связанную с основанием, и подви  ж-
ную (x, y), связанную с катящимся цилиндром 
(рис.  1), так что

                          x x Vt   ; (1)

                             y y  . (2)

Цилиндр находится под действием нагруз-
ки P, действующей по нормали к поверхности 
слоя, и силы реакции P1, направленной проти-
воположно действующей силе Р, а также тан-
генциальной силы T и действующей в противо-
положном направлении силы сопротивления T1. 

Для описания нормальной и тангенциаль-
ной податливости слоя используется модель 
Кельвина, которая представляет собой после-
довательное соединение пружины и элемента 
Фойгта и обладает ограниченной ползучестью:

               
( )

L

v h pv T p T
t E t
 

  
 

; (3)

Рис. 1. Схема контакта цилиндра (1) 
и вязкоупругого слоя (3), сцепленного 

с жестким основанием (2): a, b – координаты 
границ области контакта; М – движущий момент
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( )

L

u hu T T
t E t 

 
   

 
. (4)

где v и u – нормальное и тангенциальное пе-
ремещения вязкоупругого слоя; Tε, Tσ – вре-
мена последействия и релаксации (в принятой 
модели времена последействия и релаксации 
в различных направлениях считаются одина-
ковыми); EL – длительный модуль упругости; 
p(x) – нормальное давление; τ(x) – тангенциаль-
ное напряжение на площадке контакта.

В подвижной системе координат соотноше-
ния (3) и (4) примут вид

          
( )

L

v h pv T V p T V
x E x
 

  
 

; (5)

 

          
( )

L

u hu T V T V
x E x 
 

   
 

. (6)

В условиях трения качения площадка кон-
такта цилиндра и основания x ( , )a b   разбива-
ется на зоны сцепления ΩA и проскальзывания 
ΩS [6]. В подобласти скольжения абсолютное 
значение тангенциального напряжения связано 
с нормальным давлением по закону Кулона – 
Амонтона, и тангенциальные напряжения на-
правлены противоположно скоростям про-
скальзывания:

               ( ) , Sx p x x    . (7)

В случае полного скольжения равенство (7) 
выполняется на всей области контакта цилин-
дра и основания. 

В подобласти сцепления ΩA равны скорости 
контактирующих точек цилиндра и вязкоупру-
гого слоя. Для тангенциальных смещений точек 
цилиндра выполняется соотношение

                
1 ,du

dx
   0y  , Ax ; (8)

 
                         

V R
V


  , (9)

где  – величина относительного проскальзы-
вания.

В зоне сцепления ΩA имеет место следующее 
неравенство:

                , Ax p x x    . (10)

Для всех точек из области контакта выпол-
няется соотношение:

                
 

2

, , ,
2
xv d x a b
R

     (11)

где d – глубина внедрения цилиндра в основание.
Соотношения (5)–(9) используются для рас-

чета распределения контактного давления 
и касательных напряжений в области контак-
та цилиндра с вязкоупругим слоем, лежащим 
на жесткой полуплоскости.

Ðàñ÷åò êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ
В принятой модели вязкоупругого слоя нор-

мальные и тангенциальные контактные напря-
жения не зависят друг от друга, поэтому снача-
ла проведем расчет распределения контактного 
давления на площадке контакта. Из соотноше-
ний (4), (6) и (9) получим:

2

2 2
,  

2 L

xd
Rx h pd T V p T V

R x E x

 
  

        
,

                           , .x a b   (12)

Введем безразмерные величины

2 2
b a a bx  

   , 
2

a bL
R


 , b a
a b


 


, 

                  

T
T




  , 2T V
a b

 


, (13)

1
dA
h

 , 2 2
RA
h

 ,   1 ( )
2 2L

b a a bp p
E

 
    ,

и после приведения соотношения (12) к виду

   22 2
1 2 22A L A L A         

                             
  dpp

d
   


  (14)

найдем выражение для распределения контакт-
ного давления:

    22 2
1 2 2 2p A A L A L              

                2 /
2 1A L Ce      . (15)

Постоянные С, ε и L находятся из условия 
равенства давления нулю в граничных точках 
области контакта

                    1 1 0p p     (16)



Ì
À

Ò
Å

Ì
À

Ò
È

×
Å

Ñ
Ê

Î
Å

 È
 Ê

Î
Ì

Ï
Ü

Þ
Ò

Å
Ð

Í
Î

Å
 Ì

Î
Ä

Å
Ë

È
Ð

Î
Â

À
Í

È
Å

 Ì
À

Ø
È

Í
 È

 Ñ
È

Ñ
Ò

Å
Ì

Моделирование трения качения с учётом свойств промежуточной среды 
и относительного проскальзывания в области контактного взаимодействия

41
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2016, № 3

и условия равновесия нормальных сил, дей-
ствующих на цилиндр,

                       
 

1

1

p d P


    , (17)

где P̃ – безразмерная нагрузка, приложенная 
к цилиндру.

 График зависимости распределения контакт-
ного давления в области контакта от отношения 
времени последействия ко времени релаксации 
материала слоя δ (рис. 2 ) показывает, что с увели-
чением параметра δ эпюра распределения контакт-
ного давления становится более несимметричной.

Результаты расчетов и графики зависимости 
параметра ε, характеризующего смещение пло-
щадки контакта в направлении движения ци-
линдра, от параметра ζ, представляющего собой 
отношение времени релаксации материала слоя 
ко времени, за которое цилиндр проходит по-
ловину ширины площадки контакта (рис. 3), 
свидетельствуют о немонотонной зависимости 
данных параметров. При очень малых и очень 
больших временах релаксации и значениях 
скорости движения цилиндра, смещение пло-
щадки контакта уменьшается, а распределение 
давления стремится к распределению давления 
для упругого слоя с длительным или мгновен-
ным модулем упругости.

Ðàñ÷åò êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé
Для определения функции касательных 

напряжений на площадке контакта восполь-

зуемся соотношениями (5), (7), (8) и (9), 
из которых получим следующее уравнение 
для распределения касательных напряжений 
в зоне сцепления:

       2

L L

x u x u xhTh x
T VE E T x T V a b x



  

 
   

  
, 

                                   Ax . (18)

При переходе к безразмерным парамет-
рам (13) уравнение (18) примет вид:

       u
u

   
       

 

 
  ,

 

                            A S   , (19)

где   1 ( )
2 2L

b a a b
E

 
      , 

             
  1 ( )

2 2
b a a bu u

h
 

    . (20)

В зоне проскальзывания, учитывая  (6), по-
лучим уравнение для поиска функции касатель-
ных перемещений с точностью до некоторой 
постоянной, которую определим из условия ра-
венства нулю функции перемещений на грани-
це области контакта:

       p u
p u

     
          

 
  , S ;

                            1 0u   . (21)

Рис. 2. Распределение контактного давления 
в области контакта p̃ = p̃() при P̃ = 10, ζ = 0,1, 

R/(2h) = 10 и δ = 1 (1), δ = 10 (2), δ = 100 (3), δ = 1000 (4)

Рис. 3. Зависимость смещения области 
контакта ε от параметра ζ при P̃ = 10, R/(2h) = 10 

и δ = 1 (1), δ = 10 (2), δ = 100 (3)
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В зоне сцепления выполняется равенство (8), 
откуда с учетом (13) найдем касательные пере-
мещения с точностью до некоторой постоян-
ной С (которую определим затем из граничных 
условий):

            u C    , A ,    (22)

где 22LA   . 
Для определения координат точек ξi, в ко-

торых одна зона переходит в другую, восполь-
зуемся непрерывностью функций касательных 
напряжений и перемещений в этих точках:

  ( )i ip      ;

          0 0i iu u      , i = 1, 2, …, k; (23)

   0 0i i        , i = 1, 2, …, k,

где k + 1 – общее число зон проскальзывания 
и сцепления.

При численном расчете касательных на-
пряжений и перемещений в зонах сцепления 
и проскальзывания использовался следующий 
алгоритм. При заданных характеристиках вяз-
коупругого слоя и цилиндра принималось до-
пущение, что крайняя точка зоны сцепления 
совпадает с начальной точкой области контак-
та. Тогда с учетом этого граничного условия 
определяются неизвестные постоянные в функ-
циях касательного перемещения и напряжения 
из соотношений (19)–(22). Для существования 
площадки контакта, состоящей из одной зоны 

проскальзывания и одной зоны сцепления, по-
лученное решение должно удовлетворять усло-
виям непрерывности (23) в точке ξ1 на границе 
двух зон при некоторых значениях величины 
относительного проскальзывания Δ. Если за-
данная величина относительного проскальзы-
вания превосходит некоторое значение Δ1, при 
котором условие непрерывности напряжений 
на границе зон не выполняется, надо искать 
функции касательных перемещений и напря-
жений исходя из предположения о существо-
вании двух зон проскальзывания и одной зоны 
сцепления. При дальнейшем увеличении Δ по-
лучим переход от трехзонной области контакта 
к случаю чистого скольжения.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ
На основании расчетов контактного дав-

ления и касательных напряжений, проведен-
ных по изложенному выше алгоритму, можно 
оценить влияние характеристик вязкоупруго-
го слоя на распределение касательных напря-
жений на площадке контакта. На рисунке 4 
представлены графики распределения каса-
тельных напряжений на площадке контакта 
при различных значениях параметра Δ, ха-
рактеризующего относительное проскальзы-
вание поверхностей. Графики, обозначенные 
пунктирными линиями, соответствуют случаю 
чистого скольжения точек цилиндра по вязко-
упругому слою, сцепленному с основанием, 
т.е. функции p().

Рис. 4. Распределение касательных напряжений τ̃ в области контакта при существовании двух (а) 
и трех (б) зон при P̃ = 10, ζ = 1, δ = 1000, R/(2h) = 10, μ = 0,7 и Δ = 0,0001 (1), Δ = 0,0005 (2), Δ = 0,0007 (3), 

Δ = 0,001 (4), Δ = 0,004 (5), Δ = 0,007 (6)

 а б
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Результаты показывают, что размер зон сце-
пления уменьшается при увеличении значе-
ния Δ. Также при увеличении этого параметра 
в области контактного взаимодействия проис-
ходит переход от двух зон к трем зонам (сколь-
жение-сцепление-скольжение). При этом мак-
симальные касательные напряжения в области 
сцепления возрастают.

Àíàëèç çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà 
ñöåïëåíèÿ îò îòíîñèòåëüíîãî 
ïðîñêàëüçûâàíèÿ 
Суммарная касательная сила, действующая 

на цилиндр при качении, определяется соотно-
шением:

                      
 

1

1

T d


    . (24)

На рисунке 5 представлены графики зависи-

мостей величины T
P

 (коэффициента сцепления) 

от величины относительного проскальзывания 
(Δ) при различных значениях коэффициента 
трения (μ) и отношения времен последействия 
и релаксации материала вязкоупругого слоя (δ). 
Сопоставляя кривые 1, 2 и 3, можно сделать 
вывод, что уменьшение параметра δ, характе-
ризующего отношение времени последействия 
ко времени релаксации вязкоупругого слоя, 
ведет к уменьшению коэффициента сцепления. 
Сравнение зависимостей, полученных при раз-
личных коэффициентах трения, позволяет сде-
лать вывод, что при одних и тех же величинах 
относительного проскальзывания увеличение 
коэффициента трения приводит к росту коэф-
фициента сцепления.

Çàêëþ÷åíèå 
В ходе проведенного исследования постро-

ена модель для анализа влияния механиче-
ских характеристик промежуточного вязко-
упругого слоя на контактные характеристики 
и  силу трения при качении жесткого цилин-
дра по жесткому основанию. Вязкоупругое 
поведение слоя в нормальном и касательном 
направлениях описано с помощью модели 
Кельвина. Принято во внимание существова-
ние зон сцепления и относительного проскаль-
зывания поверхностей взаимодействующих 
тел в области их контакта. В результате ре-
шения задачи определены распределения нор-

мальных и касательных напряжений на пло-
щадке контакта, а также размеры и положе-
ние зон сцепления и проскальзывания в об-
ласти контакта. Показано, что в области 
контакта возможно существование как двух 
(проскальзывание-сцепление), так и трех (про-
скальзывание-сцепление-проскальзывание) 
зон. Проведен анализ влияния механических 
и геометрических характеристик тонкого вязко-
упругого слоя, скорости качения, радиуса ци-
линдра, а также коэффициента трения сколь-
жения на распределение нормаль ных и каса-
тельных напряжений на площадке контакта. 
Получена зависимость коэффициента сцепле-
ния от величины относительного проскальзы-
вания пр и различных значениях вязкости тон-
кого слоя и коэффициентах трения. 

Результаты проведенного исследования 
могут быть использованы для анализа влияния 
тонких полимерных покрытий на характерис ти-
ки контактного взаимодействия и силу сопро-
тивления в условиях трения качения. 
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