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À.Â. Õîõëîâ
Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ âÿçêîóïðóãî-
ïëàñòè÷íûõ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðè-
àëüíûìè ôóíêöèÿìè îäíîãî àðãóìåíòà (â îäíîîñíîì ñëó÷àå ïðè ïîñòîÿííîé òåìïå-
ðàòóðå). Îíî íàöåëåíî íà îïèñàíèå êîìïëåêñà îñíîâíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, 
òèïè÷íûõ äëÿ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ íàñëåäñòâåííîñòüþ è âûñîêîé ÷óâñòâè-
òåëüíîñòüþ ê ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, èìåþùèõ «ïëîùàäêó òåêó÷åñòè» íà äè-
àãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ è âûðàæåííóþ ñòàäèþ óñòàíîâèâøåé ïîëçó÷åñòè (ïî-
ëèìåðû, òâåðäîå òîïëèâî, àñôàëüòîáåòîí, êîìïîçèòû, òèòàíîâûå è àëþìèíèåâûå 
ñïëàâû, óãëåðîäíûå è êåðàìè÷åñêèå ìàòåðèàëû ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ è äð.). 
Ïðè ìèíèìàëüíûõ ïåðâè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè àíàëèòè-
÷åñêè èçó÷åíû îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíèÿõ, ïîðîæäåííûõ ýòèì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì, 
â ÷àñòíîñòè, êðèâûõ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè. Ýòè ñâîéñòâà ñîïîñòàâëåíû ñ òèïè÷íûìè 
ñâîéñòâàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ øèðîêîãî êëàññà âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ 
ìàòåðèàëîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà ìàòåðèàëüíûå 
ôóíêöèè, àðñåíàëà âîçìîæíîñòåé è îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè íåëèíåéíîãî îïðåäå-
ëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ òèïà Ìàêñâåëëà. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ìîùíîñòè äèññè-
ïàöèè, ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè, îòêëîíåíèÿ îò êðèâîé ïîëçó÷åñòè ïðè ìãíîâåííîì 
íàãðóæåíèè, ïëàñòè÷åñêîé (íåîáðàòèìîé) äåôîðìàöèè è ñêîðîñòè åå íàêîïëåíèÿ 
ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ. Óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå ñâîéñòâà çàòóõàíèÿ ïàìÿòè, 
âûâåäåíû êðèòåðèè ìîäåëèðîâàíèÿ ðýò÷åòèíãà è ýôôåêòà Êîëüðàóøà. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòü, íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíî-
øåíèå, êðèâûå ïîëçó÷åñòè, ñòóïåí÷àòîå íàãðóæåíèå, ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè, ïëàñòè-
÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ, ðýò÷åòèíã, ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñâåðõïëàñòè÷íîñòü 

THE NONLINEAR MAXWELL-TYPE VISCOELASTOPLASTIC MODEL:  
PROPERTIES OF CREEP CURVES AT PIECEWISE-CONSTANT 
STRESS AND CRITERION FOR PLASTIC STRAIN ACCUMULATION 
À.V. Khokhlov
The nonlinear constitutive equation with two arbitrary material functions is formulated for viscoelastîplastic multi-
modulus materials and studied analytically in uniaxial case. The constitutive equation developed herein is aimed at 
adequate modeling of the rheological phenomena set which is typical for materials exhibiting non-linear hereditary 
properties, strong strain rate sensitivity, secondary creep, yielding at constant stress and tension compression 
asymmetry. It is applicable for simulation of mechanical behaviour of various polymers, solid propellants, sand-
asphalt concrete, composite materials, titanium and aluminum alloys, ceramics at high temperature and so on.
Under minimal primary restrictions on two material functions, the general equation and basic properties 
of theoretic creep curves generated by the constitutive equation for piecewise-constant stress histories 
are analyzed. The qualitative features of theoretic creep curves are compared to typical test creep curves 
of viscoelastoplastic materials under multi-step uniaxial loadings in order to examine the model abilities to provide 
an adequate description of basic rheological phenomena related to creep, recovery and cyclic step-wise loading, 
to find necessary phenomenological restrictions which should be imposed on material functions and to indicate 
the field of applicability or non-applicability of the model.  The relations between stress and strain jumps and 
expressions for dissipation rate, creep rate and plastic (irreversible) strain are derived. Current strain invariance 
under permutation of previous loading steps and lack of the fading memory property are proved. The criteria 
for the Kohlrausch effect simulation is found. The formula for the rate of plastic strain accumulation under cyclic 
stepwise loading is obtained and ratcheting simulation is revealed to be immanent to the model.  

Keywords: viscoelastoplasticity, nonlinear constitutive equation, creep curves at piecewise-constant loading, 
recovery, creep rate, plastic strain, cyclic loading, ratcheting, rate sensitivity, superplasticity
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Ââåäåíèå. 
Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü Ìàêñâåëëà
Будем рассматривать изотермические од-

номерные процессы, характеризуемые в точке 
тела историей напряжения ( )t  и (логарифми-
ческой) деформацией ( )t , 0t  . Связь между 
процессами ( )t  и ( )t  зададим по аналогии 
с реологической моделью Максвелла (после-
довательным соединением линейных упруго-
го и вязкого элементов), т.е. постулируем, что 
деформация ( )t  представима суммой упругой 
εe и вязкопластической εv компонент, каждая 
из которых зависит от (безразмерного) напря-
жения ( )t , но нелинейно: 

  e v    , ( ) /e F E  , ( ) /v V   . (1)
Определяющее соотношение (ОС) (1) содер-

жит две материальные функции (МФ) ( )F x  
и ( )V x , ( , )x    , 0  , 0  , и две 
постоянные: «модуль упругости» 0E   и ко-
эффициент вязкости 0  . Параметры   
и   могут быть интерпретированы как преде-
лы прочности при растяжении и сжатии (если 
для моделируемого материала характерно раз-
рушение или резкое изменение свойств при не-
котором критическом напряжении). Параметры 
E  и   выделены из МФ F  и V  для удобства 
сопоставления с линейной моделью Максвелла 
(получающейся при ( ) ( )V x F x x  )  и учета 
влияния температуры в форме ( )E E T , 

( )T   [1]. Процессы ( )t  предполагаются 
кусочно-непрерывными и кусочно-гладкими 
(при 0t   считаем, что 0  ). Обезразмери-
вание напряжения можно производить делени-
ем на cE , с>0, или на характерное напряжение 
материала (предел упругости, ползучести, те-
кучести, прочности и т.п.). Безразмерное время 
вводится делением на характерное время, на-
пример, на время релаксации линейной модели 
Максвелла /r E   при фиксированной тем-
пературе (при таком масштабировании 1r   
и E   во всех последующих формулах при 
данной T ). 

Материальная функция ( )F x  определяет 
закон упругого деформирования ( ) /e F E  . 
Поэтому минимальные первичные ограничения 
на ( )F x  (естественные с точки зрения феноме-
нологии и минимальные математические [1]) 
таковы: ( )F x  – непрерывная строго возрастаю-
щая функция с кусочно-непрерывной производ-
ной на интервале ( , )   , такая, что (0) 0F   
(тогда ( ) 0x F x  , т.е. sgn ( ) sgnF x x ). По-
следние два условия обеспечивают совпадение 
знаков упругой деформации e  и напряжения 

и отсутствие упругой деформации при нуле-
вом напряжении. Строгое возрастание ( )F x  
равносильно требованию возрастания e  с рос -
том  . Из возрастания ( )F x  следует суще-
ствование обратной функции 1f F   на про-
межутке ( ; )y y , где : sup ( ) ( 0)y F x F    , 

: inf ( ) ( 0)y F x F    . Дифференцируе-
мость F(x) требуется для определения скорости 
упругой и полной деформации.

Функция вязкости ( ) /V x   задает в ОС (1) 
связь напряжения со скоростью вязкопласти-
ческой компоненты деформации (регулирует 
чувствительность напряжения к скорости де-
формации, наследственные свойства и скорость 
диссипации). Очевидно, чем больше | ( ) | /V   , 
тем меньше вязкое сопротивление (больше 
| |v  и | |  при том же  ) и тем ближе пове-
дение моделируемого материала к поведению 
жидкости («кажущаяся вязкость» μ задается об-
ратной к V  функцией ( )W y , точнее, функцией 

( ) /w W y y ): ( )vW    и ( ) : /v v       ( ) / ( )v v vW w       ).
Минимальные первичные ограничения 

на ( )V x  [1]: ( )V x  – непрерывная (нестрого) 
возрастающая функция на интервале ( , )   , 
такая, что (0) 0V   (тогда ( ) 0V x x  ). Иссле-
дование кривых релаксации, ползучести и де-
формирования, порожденных ОС (1), показы-
вает [1], что следует различать два основных 
случая, в которых ОС (1) (моделируемый мате-
риал) ведет себя по-разному: 

1) | ( ) | 0V x   при 0x  , 
2) ( ) 0V x   на некотором отрезке 

[ , ] ( , )       , 0  , 0  ,    . 
Во втором случае при [ , ]     ОС (1) 

моделирует (нелинейно) упругое поведение 
материала,  ,   – пределы упругости мате-
риала при сжатии и растяжении (и пороги пол-
зучести), а при    (или   ) начинают 
проявляться диссипативные и вязкопластиче-
ские свойства.

В дальнейшем будет выяснено, какие след-
ствия вытекают из принятых ограничений на МФ, 
какими общими свойствами кривых ползуче-
сти, релаксации и деформирования ОС (1) они 
управляют, моделирование каких реологиче-
ских эффектов обеспечивают или запрещают. 
Сопоставление обнаруженных свойств теорети-
ческих кривых ОС (1) с типичными свойствами 
кривых квазистатических испытаний ползуче-
сти широкого класса вязкоупругопластичных 
материалов приводит к необходимости нало-
жения дополнительных ограничений на МФ 
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F  и V  для обеспечения адекватного описания 
типичных экспериментальных кривых и основ-
ных термомеханических эффектов [1].

Для материалов с одинаковым поведением 
при растяжении и сжатии (у которых совпадают 
не только диаграммы деформирования и пре-
делы прочности, но и кривые ползучести и ре-
лаксации при растяжении и сжатии)     , 
и материальные функции должны быть нечет-
ными. Их можно задавать лишь при (0, )x   
и продолжать на ( ,0)  по формулам: 

( ) (| |) sgn( )F x F x x , ( ) (| |) sgn( )V x V x x  
(при этом обеспечивается непрерывность про-
изводных и потому – единый касательный 
модуль в нуле, так как (0 0) (0 0)F F    ). 

Если материалы при растяжении и сжатии 
ведут себя не одинаково (это может проявлять-
ся лишь в испытаниях на ползучесть [2–5], хотя 
мгновенные модули и начальные участки диа-
грамм деформирования одинаковы, например, 
у титановых и алюминиевых сплавов), нужно 
«склеивать» МФ из двух ветвей на (0, )  
и ( ,0) . Ниже показано, как их можно опре-
делить по семействам кривых ползучести при 
сжатии и растяжении. Иногда эксперимен-
тальные диаграммы деформирования и кривые 
ползучести разномодульного материала по-
казывают, что достаточно просто ввести мно-
житель /c tE E   (отношение модулей при 
сжатии и растяжении) в нечетное продолжение 
функции ( )F x  на интервал ( ,0) . 

Определяющее соотношение (1) можно за-
писать в интегральной и дифференциальной 
формах:

      

1 1

0

( ) ( ( )) ( ( ))
t

t E F t V d          (2)

                      или  Ï ; 

   
1 1[ ( ) ( )]rE F V        , 0t  . (3)

Возможность применения модели (2) к не-
изотермическим процессам в данной работе 
не обсуждается так же, как и распространение 
одномерного ОС (2) на трехмерный случай. 
Формальный перенос можно осуществить 
стандартным способом – путем постулирова-
ния про пор циональности девиаторов тензоров 
напря жений и скоростей деформации (тензор-
ной линейности ОС) и связи вида (2) между их 
вторыми инвариантами (возможно, с учетом 
характеристик вида напряженного состояния, 
включающих первый и третий инварианты тен-
зора напряжений). Конечно, при этом возникает 

ряд серьезных вопросов (связанных с выбором 
мер напряжения, деформации, скорости дефор-
мации, типа дифференцирования, с термодина-
мической согласованностью и т.п.), требующих 
проработки. 

Цель данной статьи (как и работы [1]) – вы-
явить возможности и недостатки одномерной 
модели (2), выяснить, какие одноосные реоло-
гические явления она может (не может) опи-
сать и для каких классов материалов. Разумно 
сначала отладить модель в одномерном случае 
(обнаружить ее недостатки и индикаторы не-
применимости, устранить их путем модифика-
ций, минимизировать количество материаль-
ных функций и параметров), а затем обобщать 
на трехмерный случай и верифицировать при 
сложном напряженном состоянии.

К ОС (2) применена техника качественного 
анализа определяющих соотношений для вяз-
коупругопластичных материалов, разработан-
ная ранее автором в цикле работ [1, 6–11] и др. 
В работе [1] выведены в общем виде (в виде не-
явных функций, интегралов и рядов, зависящих 
от параметров) уравнения семейств всех основ-
ных кривых одномерного ОС (2), аналитически 
изучены их качественные свойства в зависимо-
сти от МФ F  и V  при минимальных априор-
ных ограничениях на последние. На основе их 
сопоставления с набором типичных качествен-
ных свойств базовых экспериментальных ква-
зистатических кривых широкого класса вяз-
коупругопластичных материалов (с целевым 
списком моделируемых термомеханических 
эффектов) выведены необходимые феномено-
логические ограничения на обе МФ, обеспечи-
вающие адекватное описание эксперименталь-
ных кривых, выявлены эффекты, которые ОС 
принципиально не могут описать ни при каких 
МФ, и эффекты, которые могут быть описаны 
при определенных дополнительных ограниче-
ниях, наложенных на МФ [1]. 

Данная статья посвящена первому этапу 
анализа ОС (2) – исследованию порожден-
ных им кривых ползучести (КП) при кусочно-
постоянном напряжении (в частности, обратной 
ползучести). Испытания на ползучесть при сту-
пенчатых нагружениях позволяют обследовать 
разные аспекты поведения материала и детали 
реализации многих эффектов, собрать богатую 
информацию для идентификации и верифика-
ции ОС и выявления лучшего из них по сравне-
нию с КП при постоянной нагрузке.
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В статье приняты следующие сокращения 
и обозначения: МФ – материальные функции 
ОС (1); ( ; )    – область определения МФ 

( )F x  и ( )V x ; 1:k  , / 1/ ( )r E kE   ; 
КП – кривые ползучести; h( )t  – функция Хе-
висайда.

Ðîäñòâåííûå ìîäåëè: 
êðàòêèé îáçîð
Общая тензорная формулировка нелиней-

ных ОС максвелловского типа для (больших 
деформаций) вязкоупругих сред, родственных 
ОС (2), описание кинематики, термодинамиче-
ские аспекты и способы конкретизации ОС изу-
чались в работах [12–23]. Поскольку внимание 
авторов работ [12, 15–17, 19–23] было сосредо-
точено на описании поведения жидкостей, они 
обсуждали эксперименты и эффекты, присущие 
жидкостям (расплавам и растворам полимеров 
и т.п.), не рассматривали кривые ползучести, 
релаксации и деформирования, порождаемые 
ОС (2) и родственными ему, не задавали ОС 
многих вопросов, специфичных для механики 
деформируемого твердого тела.

Самый простой и популярный (в теории 
ползучести, вязкопластичности, реологии поли-
меров, гидродинамике неньютоновских жидко-
стей) закон вязкого течения – степенной закон: 

1 n
v    (Norton – Bailey model, Norton 

viscoplastic law), т.е. частный случай ОС (2) 
с ( ) 0F x  , 1( ) nV x x x  , 1n  . Он описы-
вает зависимость скорости установившейся 
ползучести от напряжения [5, 27–33], течение 
степенных жидкостей [34] и используется для 
моделирования течения материалов в состоянии 
сверхпластичности [35–39] (наряду с обобще-
нием вида ( ) ( ) ( )m Nt K t t    , 1m  , 0N  ). 
Условие 1n   – критерий псевдопластичности 
среды [34], т.е. убывания кажущейся вязкости 
с ростом напряжения. К псевдопластическим 
средам относятся расплавы и растворы полиме-
ров, мазуты и битумы, кровь и плазма, пищевые 
и фармацевтические эмульсии, кремы, пасты, 
мази и т.п. В работе [2] для описания ползуче-
сти разносопротивляющихся материалов (ти-
тановые сплавы) применен степенной закон 
с различными значениями коэффициента   
для растяжения и сжатия и одинаковым n . 

Выбрав 1( ) nV x x x  , 1n   в (3), получим 
модель с одной МФ F  и тремя параметрами:

        1 1 1( ) | |nE F          . (4)
Здесь 0E  , 0   и 1n   – показатель, ре-

гулирующий вязкость, степень ее нелинейно-

сти и чувствительность напряжения к скорости 
деформации. 

Если 1n  , то при (0,1)   будет n  , 
т.е. ( ) / /V      и, следовательно, вяз-
кость  моделируемог о материала выше вязкости 
ньютоновской жидкости; чем больше n , тем 
меньше nV  , и тем больше вязкость матери-
ала. В работе [1] доказано, что показатель ско-
ростной чувствительности 

   

1lg | ( , ) |( , ) :
lg | |

am a a
a a

     
 

 
 (5)

 
диаграмм деформирования ( , )a  , порождае-
мых ОС (4) при ( ) constt a   , всегда пони-
жается с ростом n  (как и для степенной жид-
кости, когда 0F  , 1/( ) n    и 1m n ). 
Показатель (5) играет важную роль в описании 
сверхпластичности.

Зафиксировав ( )F x x  в (4), получим 
модель с линейной упругостью и степенной 
вязкостью (будем ее называть полулинейной): 

             1 1 1| |nE         . (6)
Она содержит только три материальных па-

раметра. Пожалуй, именно эта модель ближе 
всего к модели ( ) ( ) ( )m Nt K t t    , 0N  , 
традиционно используемой для описания 
сверхпластического течения и ползучести с де-
формационным упрочнением [3, 36], но тео-
ретические кривые модели (6) лучше и полнее 
описывают данные испытаний материалов 
в сверхпластичном и предсверхпластичном 
состояниях, и сфера ее применимости гораздо 
шире, чем сверхпластичность [1].

Полулинейная модель (6) применялась 
в ряде работ для описания эксперименталь-
ных кривых ползучести и решения конкретных 
задач [27, 29, 40–44]. В монографии [36] она 
использовалась для моделирования сверхпла-
стичности. В статье [43] исследовались кривые 
ползучести и обратной ползучести параллель-
ного соединения двух полулинейных моде-
лей вида (6) с различными показателями n . 
В работе [44] использовалась МФ 1 xV e   . 

Однако систематическое исследование 
в общем виде (для произвольных МФ ,F V ) 
свойств всех теоретических квазистатических 
кривых (релаксации, ползучести и деформи-
рования при постоянных и кусочно-постоян-
ных скоростях нагружения и деформирования, 
циклического нагружения и др.), порождаемых 
ОС (2) (даже при малых деформациях в одноо-
сном случае), и их сравнение с типовыми свой-
ствами экспериментальных кривых отсутству-
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ют в литературе по вязкоупругости, ползучести, 
реологии и механике полимеров, в частности, 
в [2–44] и [45–57]. Например, в монографии 
[29, с. 66] для описания ползучести стержней 
используется модель со степенной вязкостью 
и линейной упругостью (6), но ничего не гово-
рится о принципиальных качественных ограни-
чениях: например, о том, что при любом пока-
зателе степени n  эта модель описывает только 
релаксацию напряжений к нулю (не может опи-
сать кривые релаксации с отличным от нуля пре-
дельным значением напряжения при t   [1]), 
характерную, прежде всего для класса сред, про-
являющих (при больших временах и медленных 
процессах) свойства жидкостей [58]. 

Данная статья и работа [1] – попытка вос-
полнить этот пробел, выявить арсенал возмож-
ностей ОС (2), индикаторы его (не)применимо-
сти, феноменологические ограничения на МФ 
и способы их идентификации. В этой статье 
будет предпринята попытка более детального 
и систематического изучения ОС (2) и порож-
даемых им теоретических кривых, более точ-
ного определения круга реологических явле-
ний и спектра материалов, которые эта модель 
может описывать. Нелинейное ОС (2) управля-
ется двумя МФ, и потому его арсенал возмож-
ностей и область адекватности гораздо шире, 
чем у классической линейной модели Максвел-
ла и степенного закона течения (управляемых 
двумя параметрами). ОС (2) может быть наце-
лено на описание комплекса основных реоло-
гических эффектов, типичных для материалов, 
обладающих наследственностью и высокой 
чувствительностью к скорости деформирова-
ния, имеющих выраженную стадию устано-
вившей ползучести, «площадку текучести» на 
диаграмме деформирования и предел текуче-
сти, зависящий от скорости деформирования, 
материалов, проявляющих (в определенных 
структурных состояниях и при определенных 
термомеханических режимах деформирования) 
свойства как твердого тела, так и жидкости. 
К таким материалам относятся многие полиме-
ры, их расплавы и растворы, композиты, твер-
дое топливо, асфальтобетон, титановые и алю-
миниевые сплавы, углеродные и керамические 
материалы при высоких температурах и др. 
В частности, ОС (2) (и его модификации) может 
быть полезно для моделирования поведения ма-
териалов, находящихся в режимах сверхпласти-
ческого деформирования [1].

Áàçîâûå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþùåãî 
ñîîòíîøåíèÿ (2)
Установим некоторые свойства нелинейного 

оператора П : ( ) ( )t t   из ОС (2), которые 
вытекают из общих математических ограниче-
ний, наложенных на МФ F  и V  (и подтвер-
ждают их необходимость и значимость).

1. Если 0   при *t t , то и 0  , *t t  
(так как (0) 0F   и (0) 0V  ). Если ( ) 0t   
в некоторой правой окрестности точки *t t  
(например, *( 0) 0t   ), то ( ) 0t   в этой 
правой окрестности *t  (ибо ( ) 0F x  , ( ) 0V x   
при 0x  ). 

2. Если ( ) 0t   при *[0, ]t t , то ( ) 0t   
при *[0, ]t t . 

3. Если на некотором интервале ( )t  поло-
жительна и возрастает, то ( )t  тоже возрастает 
на этом интервале (первое слагаемое в (3) поло-
жительно, а второе неотрицательно, поскольку 

( ) 0F x   и ( ) 0V x   при 0x  ).
4. Оператор П переводит любую кусочно- 

непрерывную функцию ( )t , *[0, ]t t , в ку-
сочно-непрерывную функцию ( )t  с теми же 
точками разрыва первого рода, непрерывную – 
в непрерывную, а кусочно-дифференцируемую 

( )t  – в кусочно-дифференцируемую ( )t  
(к точкам излома ( )t  могут добавиться еще 
точки излома ( )F x ). Интегральное слагаемое 
в (2) (накопленная «вязкая» составляющая де-
формации ( )v t ) – непрерывная и кусочно-диф-
ференцируемая функция от t  для любой кусоч-
но-непрерывной ( )t  (ибо ( )V x  непрерывна). 

5. Наложенные на МФ ОС (2) первичные 
ограничения обеспечивают термодинамиче-
скую согласованность модели, т.е. положитель-
ность работы напряжений в любом процессе 
деформирования и неотрицательность диссипа-
ции (соблюдение диссипативного неравенства). 
Действительно, работа напряжений ( )   в про-
цессе деформирования ( )  , связанном с ( )   
соотношением (3), выражается формулой:

1

0 0

( ) ( ) ( )
t t

A d E F d             

               
1 2

0

( )
t

kV d W W      , (7)

где 1
1 1

0

: ( ) ( )W E xF x dx W


   , 

1
2 2

0

: ( ) ( ( )) ( )
t

W V d W t         –  энергия 

упругой деформации и диссипация соответ-
ственно.
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Энергия 1( )W   положительна и возраста-

ет при 0   в силу ограничения ( ) 0F x   
( 1

1 ( ) ( ) 0W E F      при 0  ). Ско-
рость диссипации выражается формулой 

1
2 ( ) ( ) ( ( ))W t V     . В силу непрерывно-

сти МФ ( )V x  и ограничения ( ) 0xV x   при 
0x   справедливы неравенства 2 ( ) 0W t   

и 2 ( ) 0W t   при всех 0t  . Равенство 2 *( ) 0W t   
возможно лишь в случае, когда ( ) 0V x   на не-
котором отрезке [ , ] ( , )       , 0  , 

0  ,    , и ( ) [ , ]      для всех 
*t   (т.е. модуль напряжения не превышает 

пределов упругости). 
Энергия деформации 1( )W   не зависит 

от процесса, а лишь от конечного состояния, 
характеризуемого значением   (или величи-
ной упругой деформации ( ) /e F E  ). Заме-
ной переменной ( ) /z F E  1( )W   преобра-
зуется к виду

( )/

1
0

( ) ( )
F E

W f Ez dz


   ,

где 1f F   – обратная функция. 
В работе [1] доказано, что ( )f E   – 

уравнение кривой мгновенного деформирова-
ния ОС (2), т.е. ( )f E  – предельная функция, 
к которой сходится семейство диаграмм дефор-
мирования ( , )a   ОС (2) с постоянными ско-
ростями деформирования a   при a   
и семейство диаграмм деформирования ( , )b   
с постоянными скоростями нагружения b   
при b  .

6. Оператор П монотонен: если 
2 1( ) ( )t t   при *t t , то 2 1( ) ( )t t   при 

*t t . В самом деле, поскольку МФ возрастают, 
то 2 1( ( )) ( ( ))F t F t   и 2 1( ( )) ( ( ))V t V t  , 
и, значит, при любом *t t  оба слагаемых в (2) 
будут больше для второго процесса. 

7. Оператор П коммутирует с оператора-
ми сдвига по времени 

0 0: ( ) ( )t y t y t tT : 
для любого 0 0t   

0 0t tÏT T Ï  на множестве 
кусочно-непрерывных функций ( )y t , таких, 
что ( ) 0y t   при 0t  . Другими словами, опе-
ратор П инвариантен относительно полугруп-
пы сдвигов по времени: если ( ) ( )t t Ï , 
то 0 0( ( )) ( )t t t t   Ï . Это доказывается 
заменой 0u t   в интеграле (2), записанном 
для 0( ) : ( )t t t   .

8. Оператор П аддитивен для процессов с 
дизъюнктными носителями: если ( ) 0i t   
при \ it AR , iA  – попарно непересекающие-
ся множества, то  ( ) ( )i it t   Ï Ï  (сумма 
может быть счетной). Этим свойством облада-

ют оба оператора-слагаемых в (2). Оно полезно 
при определении отклика на ступенчатую про-
грамму нагружения и другие кусочно-непре-
рывные процессы.

9. Скачок напряжения в некоторый момент 
*t t  вызывает, согласно ОС (1), скачки дефор-

мации и ее скорости. Интегральное слагаемое 
в (2) сохраняет непрерывность даже в точке 
разрыва ( )t , и потому скачок деформации 
обеспечивается только первым (упругим) сла-
гаемым: 

             2 1( ) ( ) /F F E      (8)
(индексами 1 и 2 помечены пределы функций 
слева и справа в точке *t t ).

Скачок ( )t  в момент *t t  найдем пре-
дельными переходами в (3): 

1
1 1 1 1( ) ( )E F kV       , 

1
2 2 2 2( ) ( )E F kV       ; 

 1
2 1 2 2 1 1( ) ( )E F F             +

                2 1( ) ( )k V V   .  (9) 
Для кусочно-постоянной программы нагру-

жения 0i  , следовательно, формулы упро-
щаются: 

1 1( )kV  , 2 2( )kV  ;

 2 1 2 1( ) ( )k V V       , 

                2 1 2 1/ ( ) / ( )V V     . (10)
Формулы (8) и (10) подсказывают способ 

идентификации ОС (1) по испытанию (одному 
или нескольким) материала с кусочно-постоян-
ной программой нагружения (на ступенчатую 
ползучесть): m  ступеней нагружения позволят 
определить значения обеих МФ в m  точках i  
(если, конечно, удастся с достаточной досто-
верностью определить по зарегистрированному 
в эксперименте отклику ( )t  величины скачков 

( )t  и ( )t ). 
10. Если разрыв первого рода есть только 

у производной ( )t , а ( )t  непрерывна 
в точке *t t , то ( )t  непрерывна, а ( )t  имеет 
скачок: из (9) при * *: ( )i t     имеем
    1

2 1 * 2 * 1( 0) ( 0)E F F               . 
Величина скачка в этом случае не зави-

сит от МФ V  (скорость вязких деформа-
ций ( )v kV   остается непрерывной). 
Если ( )F x  непрерывна в точке *x  , 
то скачки ( )t  и ( )t  пропорциональны: 

1
* * *

ˆ ˆ( ) ( ) ( )t E F t      (при фиксированном 
* ). Конечно, излом МФ ( )F x  в некоторой 
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точке *x x  вызовет скачок ( )t  даже для 
любого гладкого процесса ( )t , для которого 
уравнение *( )t x   имеет решение: если *t  – 
корень, то 1

* * *
ˆ ˆ( ) ( ) ( )t E t F x    .

Аналогично, если программа деформирова-
ния ( )t  непрерывна, а ( )t  имеет разрыв пер-
вого рода в точке *t t , то ( )t  непрерывна, 
а ( )t  имеет скачок: 

 * *( ) / ( )i iE kV F     , 

 2 1 2 1 */ ( )E F         .
От противного: если бы был скачок 0  , 

то в силу (2) был бы ненулевой скачок 
 2 1( ) ( ) /F F E     . Это свойство полез-

но при исследовании диаграмм деформирова -
ния с кусочно-постоянной скоростью деформи-
рования.

11 . Условие псевдопластичности среды [34], 
т.е. условие убывания кажущейся вязкости 

/ v   с ростом напряжения (или скорости де-
формации), налагает дополнительное ограниче-
ние на МФ ОС (2). «Кажущаяся вязкость» зада-
ется обратной к V  функцией ( )v y : 

( ) : / ( ) / ( )v v v v vv w              ,
где ( ) /w v y y , 0  . Убывание ( )v   рав но-
сильно убыванию ( )w y : w´ = y–2[yv´ – v] < 0, 
yv v  . Заменой переменной ( )y V x  (с уче-
том ( ) 0V x  ) условие псевдопластично-
сти приводится к виду 1( ) ( )V x V x x  , или 

( ) ( )V x xV x . Для nV Ax  это условие дает 
1n  . Если ( ) ( )V x xV x , то есть V(x) = cx, 

то ( ) constv   , и получаем ньютоновскую 
жидкость. 

Ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè 
При ( ) constt   , 0t  , из (2) получа-

ется уравнение семейства КП:
         1 1( , ) [ ( ) ( )]rt E V t F       , (11)

где : /r E   – время релаксации линейной 
модели Максвелла.

Если ( ) 0V x   на некотором отрезке 
[ , ]   , 0  , 0  , то при [ , ]     
ОС (1) моделирует (нелинейно) упругое поведе-
ние материала, и при [ , ]     ползучесть 
отсутствует  (пределы упругости на сжатие 
и растяжение совпадают с пределами ползу-
чести).

Если ( ) 0V   , то все КП линейны по вре-
мени при 0t  , т.е. при любых МФ ОС (2) мо-
делирует только ползучесть с постоянной ско-
ростью (как и линейная модель Максвелла), 
ОС (2) не способно описывать стадии замедлен-
ной и ускоренной ползучести, а также – огра-

ниченную ползучесть (свойственную, напри-
мер, многим полимерам). Поскольку ( ) 0V    
при 0   и возрастает, КП (11) ( , )t   воз-
растает по t  (при 0  ) и по  , что совпа-
дает с типичными качественными свойствами 
экспериментальных КП структурно стабильных 
однородных материалов. Скорость диссипации 
при пол зучести постоянна:

   2 ( ) ( ) ( ( )) ( ) 0W t k V k V        .
В силу уравнения (11) зависимость ско-

рости установившейся ползучести от напря-
жения полностью определяется МФ ( )kV x : 

( ) ( )t kV  . Материальную функцию ( )V x  
можно, в принципе, найти по произвольной 
экспериментальной зависимости ( )r   или 
по выбранной ее аппроксимации (степенной, 
экспоненциальной, дробно-линейной или дроб-
но-степенной с вертикальной асимптотой [59]).

Поскольку в испытаниях стабильных мате-
риалов зависимость скорости установившейся 
ползучести ( )r   от напряжения всегда 
является возрастающей и выпуклой вниз [5, 28] 
при 0  , то на ( )V x  необходимо наложить 
дополнительное ограничение: ( )V x  должна 
быть (нестрого) выпукла вниз при 0x   и вы-
пукла вверх при 0x   (т.е. ( ) 0V x x  , если 

( )V x  существует). 
Выраженная стадия ползучести с посто-

янной скоростью характерна для многих пла-
стичных металлов, полимеров в вязкотекучем 
состоянии и для материалов в состоянии сверх-
пластичности (высокому показателю скорост-
ной чувствительности при сверхпластическом 
деформировании соответствуют величины по-
казателя 3n  , в отличие от металлов в обыч-
ном состоянии, у которых всегда (3;10)n  
или более). Экспериментальные КП полиме-
ров имеют стадию установившейся ползучести 
лишь при достаточно высоких температурах, 
когда полимер находится в вязкотекучем состо-
янии [45–48, 54–57].

Êðèâûå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, 
îòñóòñòâèå çàòóõàíèÿ ïàìÿòè
Кривые обратной ползучести (КОП) – от-

клики на прямоугольный импульс нагрузки 
( ) [h( ) h( )]st t t t    , т.е. ( )t   при

(0; )st t , ( ) 0t   при st t , где , 0st   . 
Подстановка в (2) дает КОП 

1 1( ) [ ( ) ( )]rt E V t F       при st t , 
 (12)

1 1( ) ( ) ( )s s rt kV t E V t       при st t   
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(при st t  первое слагаемое в (2) равно нулю, 
а интегральное слагаемое принимает постоян-
ное значение ( ) skV t , так как постулирова-
но (0) 0F   и (0) 0V  ). Скачок деформации 
в точке st t  равен ( ) /F E , при st t  де-
формация становится постоянной и равной 
накопленной за время st  деформации ползу-
чести. При полной разгрузке исчезает только 
начальная (мгновенная) упругая деформация 

( 0) ( ) /F E   , а вся накопленная деформа-
ция ползучести оказывается необратимой, пла-
стической (как и у линейной модели Максвел-
ла). Именно такое поведение демонстрируют 
многие металлы при высоких температурах. 

На рисунке 1 приведены КОП (12) полули-
нейной модели (6) с 100E  , 100   ( 1r  ) 
и 2n   ( 2( ) sgnV x x x ) для 1  , 5st   
(кривая 1) и 10st   (кривая 2). Вдоль оси аб-
сцисс отложено безразмерное время, рассма-
триваемые качественные свойства кривых не 
зависят от его масштабирования.

Таким образом, модель (1) не описывает 
«обратную ползучесть» («упругое последей-
ствие»), т.е. процесс постепенной релаксации 
накопленной деформации с выходом на неко-
торый постоянный уровень при больших значе-
ниях времени, как это наблюдается в испытани-
ях многих полимеров (например, для сетчатых 

пол имеров и для костной ткани КОП стремится 
к асимптоте 0  ). «Высокоэластичная» ком-
понента деформации, обеспечивающая посте-
пенность убывания, полностью отсутствует 
в модели (1).

В силу (12) след (деформация), оставлен-
ный финитным импульсом нагрузки, не сти-
рается никогда. Очевидно, память модели (1) 
не затухающая, а весьма «крепкая», «перма-
нентная» («permanent-memory»). Такая «зло-
памятность» и неспособность описывать ма-
териалы с затухающей памятью – недостаток 
ОС (1), сильно сужающий круг моделируе-
мых материалов и процессов. Впрочем, не-
способность модели (1) описывать упругое 
восстановление и затухание памяти можно 
устранить, например, присоединив к ней па-
раллельно упругий элемент, либо прямым вве-
дением дополнительного ядра (весового мно-
жителя) в интеграл (2) (как это сделано в ОС, 
построенных в работах [6, 7]).

Однако такое поведение модели (1) свиде-
тельствует о том, что она, возможно, способна 
описывать не только вязкоупругость, но и вяз-
копластичность. В работе [1] эта гипотеза под-
тверждена наличием на диаграмме деформи-
рования модели (1) при постоянной скорости 
деформации участков вязкопластического те-
чения с практически постоянным напряжением 
(без последующего упрочнения – как это на-
блюдается у материалов в состоянии сверхпла-
стичности: см., например, работы [35, 36]). Для 
материалов в состоянии сверхпластичности ха-
рактерна как раз ползучесть с постоянной ско-
ростью, что и дает уравнение (11).

Ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè 
ïðè ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíèÿõ 
Рассмотрим программу нагружения из N  

ступеней:
1

1
1

( ) [h( ) h( )]
N

i i i
i

t t t t t





     

                 1h( )N Nt t    (13)
с произвольными ( , )i     и 0it   ( 0 0t  , 

1i it t   и ( ) Nt   при 1Nt t  ). Поскольку 
оператор П в ОС (2) аддитивен для процессов 
с дизъюнктными носителями и инвариантен 
относительно сдвигов по времени, он перево-
дит процесс (13) в сумму откликов на каждую 
ступень i , получающихся из кривой обратной 
ползучести (12) сдвигами по времени на 1it  : 

Рис. 1. Кривые обратной ползучести (12) 
и эффект Кольрауша для полулинейной модели 

(6) с τr = 1 и V(x) = x|x|: 
1 – КОП для ts = 5; 2 – КОП для ts = 10; 3 – типичная 
для вязкоупругих материалов кривая ползучести 
с эффектом Кольрауша; 4 – эффект Кольрауша, 

воспроизводимый моделью (6)
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1

1 1
1

( ) ( ; , )
N

i i i i
i

t S t t t t


 


    

1 1
1 1[ ( ) ( ) ( )]h( )N r N N NE V t t F t t 
       ,

1 1( ; , ) : [ ( ) ( )]s rS t t E V t F      
1 1[h( ) h( )] ( ) h( )s s r st t t E V t t t       ,

где ( ; , )sS t t   – отклик на прямоугольный им-
пульс напряжения   с носителем [0; ]st  (зада-
ющий кривую обратной ползучести (12)). 

Поскольку все слагаемые кусочно линейны, 
( )t  кусочно линейна и имеет на интервалах 

1( ; )i it t t , 1,...,i N  вид 

  
1 1

1 1( ) [ ( ) ( ) ( )]i r i i it E V t t F p    
     ,  (14)

     

1
1 1

1 1
1

: ( )( )
i

i r m m m
m

p E V t t 


 
 



  . (15)

Накопленная пластическая деформация (15) 
выражает влияние предыдущих ( 1)i   ступе-
ней нагружения ( 0 : 0p  ). Скачки деформации 
в точках it t , порожденные скачками напря-
жения 1i i   , равны 1[ ( ) ( )] /i iF F E   , 
скачки скорости ползучести ( )t  равны 

1( ) ( )i ikV kV   , 1 1 1: rk E     . Скорость 
диссипации постоянна на каждом интервале 

1( ; )i it t : 2 ( ) ( ) 0i iW t k V   .
Согласно (14) и (15), МФ F  не влияет 

на скорость ползучести (и диссипации), ее 
скачки и пластическую деформацию 1ip  , 
а МФ V  не влияет на мгновенную деформа-
цию 1(0 ) ( ) /F E    и величины скачков 
деформации 1[ ( ) ( )] /i iF F E   . Это позво-
ляет определить МФ ( )kV x  и ( ) /F x E  по от-
дельности (полностью идентифицировать ОС 
(2)) по нескольким экспериментальным КП 
с разными уровнями напряжения или по одной 
КП, соответствующей кусочно-постоянной про-
грамме нагружения. Естественно, это можно 
делать лишь при условии, что эксперименталь-
ные КП линейны по времени и потому могут 
быть аппроксимированы КП вида (11) (или КП 
вида (14) при ступенчатом нагружении).

При перестановке ступеней нагружения 
(например, первой и второй) величины ip  
с большими номерами не меняются, и потому 
на интервалах 1( ; )i it t t  с 3i   КП (14) не ме-
няется, т.е. ОС (2) обладает свойством комму-
тативности при ступенчатом нагружении [26; 
27, с. 217; 9].

Отклонение КП (14) при 1Nt t   от обыч-
ной кривой ползучести при мгновенном на-
гружении 1( ) h( )N Nt t t     в момент 

1Nt t   (с нулевой предысторией) равно по-
стоянной 1Np   (см. (15)). В общем случае 

1 0Np   , следовательно, ОС (2) не обла-
дает свойством затухающей памяти. Так 
как ( )V x  не убывает, то верна оценка 

min 1 1 max 1( ) ( )N N NkV t p kV t     . Если все 
0i   (и max( ) 0V   ), то и 1 0Np   .

 Если 0N   (полная разгрузка при 1nt t  ), 
то 1( ) constNt p    при 1Nt t  , где 1Np   – 
остаточная деформация после ( 1)N   ступеней 
нагружения. 

Определяющее соотношение (2) способно 
моделировать эффект Кольрауша. Он наблю-
дается у полимеров при трехступенчатых про-
граммах нагружения с 1 0  , 2 0  , 3 0   
[47]: при определенных соотношениях между 
напряжениями и длительностями их действия 

1t  и 2 1t t  после снятия напряжения 2 0  , 
вызывающего отрицательную деформацию, 
наблюдаются кратковременное нарастание 
и смена знака деформации с «-» на «+» (на рис. 1 
штриховая линия 3 – типичная КП с эффек-
том Кольрауша линейного ОС вязкоупругости 
со степенной ФП для 1 5t  , 2 10t  ). 

Так как для программы нагружения с N = 3 
и 3 0  из (14) следует, что 2( )t p   при 

2t t , то ОС (2) воспроизводит эффект Кольра-
уша тогда и только тогда, когда выполнена си-
стема неравенств 2( 0) 0t   , 2 0p  , т.е. 

2 2 1 1 1 20 ( )( ) ( ) ( )rV t t V t F        . (16)
Определяющее соотношение (2) может 

моделировать только вырожденный эффект 
Кольрауша: смена знака деформации проис-
ходит за счет скачка в точке 2t t , а не при 

2t t  с плавным нарастанием ( )t  в правой 
окрестности 2t t . Это иллюстрирует КП 4 
на рис. 1:  КП полулинейной модели (6) 
с 100E  , 100   ( 1r  ) и 2n   для про-
граммы нагружения с 1 10t  , 2 20t  , 1 1  , 

2 0,97   , 3 0  . 
 Если МФ ( )V x  нечетна, а 2 1   , то (16) 

превращается в 1 1 2 20 ( )(2 ) ( )rV t t F      , 
и для воспроизведения эффекта Кольрауша 
необходимо условие 1 2 1t t t  . Если дополни-
тельно задано ( ) ( )V x F x , то для таких мо-
делей с одной МФ критерий (16) превращает-
ся в неравенство 1 20 2 rt t     и не зависит 
от конкретного вида МФ и величин i .
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Íàêîïëåíèå ïëàñòè÷åñêîé 
äåôîðìàöèè ïðè öèêëè÷åñêîì 
íàãðóæåíèè
При периодическом ступенчатом нагруже-

нии с двумя ступенями равной длительности 
0,5  в цикле ( 1 1 0,5i it t t     , 2 1 1i   , 

2 2i  , 1,...i  ) на интервалах 1( ; )i it t t  
справедливы формулы (14), (15), а приращение 
пластической деформации за j -й цикл выража-
ется формулой

2 2( 1) 2 1 2 20,5 [ ( ) ( )]j j j jp p k V V       
          
          1 20,5 [ ( ) ( )]k V V    . (17)
В случае ( ) 0V x   при 0x   несимме-

тричное циклическое нагружение (с 2 1   ) 
всегда вызывает неограниченное нарастание 
модуля пластической деформации («ratcheting») 
с постоянной скоростью (17) за цикл, за ис-
ключением специальных программ, когда 

2 1( ) ( )V V   . Если МФ ( )V x  нечетна, 
то любое количество симметричных циклов 
нагружения ( 2 1   ) дает нулевую пласти-
ческую деформацию, а КП ( 14) – периодиче-
ская функция. Если же диссипативные свойства 
материала и скорости ползучести при растяже-
нии и сжатии не одинаковы ( ( )V x  не нечетна), 
то рэтчетинг происходит и при 2 1   .

Если же ( ) 0V x   на некотором отрезке 
[ , ]   , 0  , 0  , то при [ , ]     
моделируется упругое поведение материа-
ла, и потому ползучесть и пластическая де-
формация отсутствуют, если i     , 

1;2i  . Если же 1   или 2   
(и 1 2( ) ( ) 0V V   ), то справедливо все ска-
занное про рэтчетинг в случае ( ) 0V x  .

Из формулы (17) следует, что для любых МФ 
прирост пластической деформации за фикси-
рованное время t  не зависит от частоты (пе-
риода  ) цикла нагружения с заданными ам-
плитудами 1 , 2 : если 1 1 2 2N N t    , то 

1 2( ) 0,5 [ ( ) ( )]p t k t V V     .
На рисунке 2 приведены КП (14) полули-

нейной модели (6) с 100E  , 100   ( 1r  ) 
и нечетной МФ ( ) | |V x x x  для четырех про-
г рамм периодического ступенчатого нагружения 
с полупериодом 0,5 10  , 1 1   и различны-
ми отношениями 2 1/ 1; 0,75; 0,5; 0     . 

В случае симметричного цикла (кривая 1 
для 2 1/ 1   ) максим умы и минимум ы КП 
лежат на горизонтальных прямых, рэтчетин-
га нет, и КП – периодическая функция. При 

2 1/ 1    происходит нарастание положи-
тельной пластической деформации (кривые 2–4), 
максимумы КП лежат на прямых с положи-
тельным углом наклона (штрихпунктирные 
прямые), который возрастает с ростом 2 . 
При 2 0   (импульсный цикл) четные участки 
КП горизонтальны (кривая 4), и приращение де-
формации за один цикл равно 10,5 ( )kV  =0,1%.

Î çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû 
ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ÎÑ (2) 
è ìîäåëèðîâàíèè áàçîâûõ 
òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ
Материальные параметры ОС (1), (2) зави-

сят от температуры T : ( )E E T  и ( )T   
(удобное описание зависимости от T  – одна 
из причин выделения скалярных множителей 
E  и   из МФ F  и V ). В работе [1] доказа-
но: для того, чтобы теоретические кривые ре-
лаксации, ползучести и деформирования ОС (2) 
вели себя при изменении температуры так же, 
как и экспериментальные кривые изотермиче-
ских испытаний большинства стабильных вяз-
коупругопластичных материалов (в которых не 
происходят химические, фазовые и структур-
ные превращения), необходимо, чтобы E  и  , 
а также /r E  , были убывающими функ-
циями T  (или гомологической температуры). 
Тогда с ростом T  кривые ползучести ОС (2) 
с 0   смещаются вверх, кривые релакса-
ции, диаграммы деформирования ( , )a    
и ( , )b  , 0  , при постоянных скоростях 
деформации a   или нагружения b  , – 

Рис. 2. Кривые ползучести полулинейной 
модели (6) с τr = 1 и V(x) = x|x| при циклическом 
ступенчатом нагружении с периодом τ = 20, 
σ = 1 и различными отношениями σ2 / σ1:

 1 – σ2/σ1 = –1; 2 – σ2/σ1 = –0,75; 
3 – σ2/σ1 = –0,5; 4 – σ2/σ1 = 0
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вниз, а показатель скоростной чувствительно-
сти ( , )m m a   возрастает по a  [1], т.е. ОС (2) 
обеспечивает возрастание податливости и ско-
ростной чувствительности с увеличением тем-
пературы. 

Например, в испытаниях большинства ма-
териалов наблюдается смещение вверх КП 
с ростом температуры и увеличение скоростей 
ползучести и релаксации. Увеличение теоре-
тической скорости ползучести ( ) ( ) /t V    
и смещение вверх КП (11) и (14) с ростом тем-
пературы обеспечивается тем, что коэффициент 
вязкости ( )T  – убывающая функция. Тогда 
накопленная пластическая деформация (15) 
возрастает с ростом температуры, а рэтчетинг 
при циклических нагружениях ускоряется в силу 
(17). Кроме того, смещение вверх начального зна-
чения КП (11) обеспечивается убыванием ( )E T ; 
тогда возрастает и чувствительность КП (14) 
к скачкам напряжения с ростом температуры.

В работе [1] доказано, что кривые релак-
сации ( ; )t   ОС (2) удовлетворяют диффе-
ренциальному уравнению 1 ( )r g    , где 

( ) : ( ) / ( )g x V x F x , т.е. модуль скорости 
релаксации пропорционален параметру 1

r
 . 

С ростом температуры теоретические кривые 
релаксации должны быстрее сближаться 
с осью 0   (как экспериментальные кривые), 
потому функция ( ) /r T E   должна убывать, 
т.е. коэффициент вязкости должен убывать бы-
стрее модуля упругости: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0E T T E T T      или
( ) / ( ) ( ) / ( )E T E T T T   .

Это свойство наблюдается в испытаниях 
большинства материалов, например, полиме-
ров: в стекловидном и высокоэластичном со-
стояниях их вязкость зависит от T  значительно 
сильнее, чем модуль Юнга [14, 35, 45–49]. Из 
убы вания ( )r T  и критерия воспроизведения 
эффекта Кольрауша (16) следует, что область, 
заданная неравенством (16) в пространстве па-
раметров 1 2 1 2( , , , )t t   , сужается с ростом T . 

Для обеспечения убывания материальных функ-
ций ( )E T , ( )T  и ( )r T  можно, например, задать 
их в виде 0 exp( / )E E u T , 0 exp( / )v T   
с 0v u  . Тогда по (11) скорость пол -
зучести 0( ) ( ) / exp( / ) ( )t V v T V        
будет возрастать по T , а время релаксации 

( ) exp(( ) / )r T v u T    будет убывать. Именно 
в такой форме обычно принимают их зависимость 
от температуры в работах по ползучести и дли-
тельной прочности (по аналогии с законом Арре-
ниуса для кинетических процессов). 

В ОС (4) (в частности, в (6)) показатель n  
тоже может быть функцией температуры. 
В работе [1] показано, что функция ( )n T  
должна быть (нестрого) убывающей. Тогда по-
казатель скоростной чувствительности (5) диа-
грамм деформирования ОС (4) с постоянными 
скоростями a   возрастает с ростом T . 

Çàêëþ÷åíèå
Установлен ряд общих свойств определяю-

щего соотношения (1) при минимальных огра-
ничениях на две материальные функции (МФ), 
в частности, монотонность интегрального опе-
ратора (2), его инвариантность относительно 
сдвигов по времени, положительность работы 
напряжений ( )   и неотрицательность дис-
сипации в любом процессе деформирования, 
отсутствие затухания памяти. Выведены за-
висимости между скачками ( )t , ( )t , ( )t , 

( )t  в произвольный момент времени, форму-
лы для скорости диссипации и энергии упру-
гой деформации. Материальная функция ( )F x  
управляет (нелинейно) упругими свойствами 
(и мгновенными реакциями модели), МФ ( )V x  – 
вязкопластическими: она регулирует наслед-
ственные свойства, вязкость, скорость диссипа-
ции, ч увствительность напряжения к скорости 
деформации, зависимость скорости ползучести 
и релаксации от величины и знака напряжения, 
величину и скорость накопления необратимой 
деформации. 

Исследованы свойства кривых ползучести 
ОС (1) при произвольных ступенчатых нагру-
жениях, их зависимость от параметров про-
граммы нагружения и характеристик двух МФ. 
Показано, что кривые ползучести кусочно ли-
нейны и скорость ползучести на каждом участ-
ке определяется только МФ V  и значением на-
пряжения, а скачки кривых – МФ F . Найден 
критерий описания эффекта Кольрауша. Выве-
дена формула для пластической деформации 
при ступенчатых нагружениях, показано, что 
она не зависит от порядка приложения сту-
пеней нагрузки, а ОС (1) обладает свойством 
коммутативности при ползучести. Вычислена 
скорость накопления пластической деформа-
ции при циклических ступенчатых нагруже-
ниях, доказано, что пластическая деформация 
нарастает неограниченно (всегда имеет место 
рэтчетинг), за исключением случая симметрич-
ного цикла нагружения материала с одинаковы-
ми диссипативными свойствами на растяжение 
и сжатие (с нечетной МФ V ). 
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Установлен качественный характер зави-
симости материальных параметров ОС (1), (2) 
от температуры, необходимый для описания 
типичных результатов изотермических испы-
таний стабильных вязкоупругопластичных 
материалов на ползучесть, релаксацию и уста-
лость: функции ( )E T , ( )T  и ( )r T  должны 
убывать.
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Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè óïðó-
ãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ñôåðà 
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êà÷åñòâåííûé àíàëèç, èäåíòèôèêàöèÿ è àòòåñòàöèÿ 
îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè è ïîëçó÷åñòè. 
Àâòîð 75 íàó÷íûõ ðàáîò.
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