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À.Â. Õîõëîâ

Â ñòàòüå ïðîäîëæåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî 
ñîîòíîøåíèÿ òèïà Ìàêñâåëëà äëÿ ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ: êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ 
ïîðîæäàåìûõ èì êâàçèñòàòè÷åñêèõ êðèâûõ, ñôåð âëèÿíèÿ äâóõ åãî ìàòåðèàëüíûõ 
ôóíêöèé, îáëàñòè åãî ïðèìåíèìîñòè, àðñåíàëà âîçìîæíîñòåé è ñïîñîáîâ èäåíòè-
ôèêàöèè è íàñòðîéêè. Ñîîòíîøåíèå íàöåëåíî íà îïèñàíèå êîìïëåêñà îñíîâíûõ 
ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, òèïè÷íûõ äëÿ ñòðóêòóðíî ñòàáèëüíûõ ðåîíîìíûõ ìàòå-
ðèàëîâ, îáëàäàþùèõ íåëèíåéíîé íàñëåäñòâåííîñòüþ, ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòíîé 
÷óâñòâèòåëüíîñòüþ è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòüþ. Âûâåäåíî îáùåå óðàâíåíèå ñå-
ìåéñòâà äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè, ïîðîæäåííûõ ýòèì îïðå-
äåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì. Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äèàãðàìì 
íàãðóæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé è ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ: èíòåð-
âàëû ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè äèàãðàìì, õàðàêòåð èõ çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè 
íàãðóæåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå è ôîðìà ïðåäåëüíûõ êðèâûõ ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòè 
íàãðóæåíèÿ ê íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè, óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà. Ïðî-
àíàëèçèðîâàíû ôîðìóëû äëÿ ìãíîâåííîãî è äëèòåëüíîãî ìîäóëåé, óñëîâèÿ èõ êî-
íå÷íîñòè è îòëè÷èÿ îò íóëÿ. Ýòè êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñîïîñòàâëåíû ñ òèïè÷íûìè 
ñâîéñòâàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äèàãðàìì íàãðóæåíèÿ êëàññîâ ðåîíîìíûõ ìàòåðèà-
ëîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ êîìïëåêñà ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå îïðåäåëÿþùåå ñî-
îòíîøåíèå òèïà Ìàêñâåëëà ñïîñîáíî (èëè íå ñïîñîáíî) ìîäåëèðîâàòü, à òàêæå äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîáõîäèìûõ îãðàíè÷åíèé íà ìàòåðèàëüíûå ôóíê-
öèè è èíäèêàòîðîâ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòü, äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, ñêî-
ðîñòü íàãðóæåíèÿ, ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü, ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ìãíî-
âåííûé ìîäóëü, ðàâíîâåñíàÿ äèàãðàììà, êðèâûå ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, ñâåðõ-
ïëàñòè÷íîñòü, ïîëèìåðû.

PROPERTIES OF STRESS-STRAIN CURVES GENERATED 
BY THE NONLINEAR MAXWELL-TYPE VISCOELASTOPLASTIC 
MODEL AT CONSTANT STRESS RATES
À.V. Khokhlov
The analytic study of the nonlinear Maxwell-type constitutive relation with two arbitrary material functions is con-
tinued in order to find out qualitative properties of its basic theoretic quasi-static curves and to reveal the capa-
bilities, applicability scope and techniques of identification and tuning of the model. The constitutive equation is 
aimed at adequate modeling of the rheological phenomena set which is typical for non-ageing rheonomic materi-
als exhibiting non-linear hereditary properties, positive strain rate sensitivity, secondary creep, yielding at con-
stant stress and tension compression asymmetry. Under minimal primary restrictions on two material functions, 
the general equation of theoretic stress-strain curves produced by the model at constant stress rates is derived 
and analyzed in uni-axial case. The main properties of the stress-strain curves and their dependence on stress 
rate and material functions are examined. Intervals of monotonicity and convexity of stress-strain curves, exis-
tence of inflection points, the instantaneous and long-term equilibrium moduli and their independence of stress 
rate, the stress-strain curves family convergence to limit curve as stress rate tends to zero or infinity and shapes 
of the equilibrium and the instantaneous stress-strain curve are considered. The qualitative features of stress-
strain curves family generated by the constitutive equation are compared to typical test stress-strain curves 
of viscoelastoplastic materials at constant stress rate in order to examine the model abilities to provide an ade-
quate description of basic rheological phenomena, to find necessary phenomenological restrictions which should 
be imposed on material functions and to indicate the field of applicability or non-applicability of the model. 

Keywords: elastoviscoplasticity, stress-strain curves, stress rate, tension compression asymmetry, rate sensitivity, 
instantaneous modulus, equilibrium stress-strain curve, creep curves, relaxation curves, superplasticity, polymers.
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Ââåäåíèå
Данная статья – продолжение цикла работ, 

посвященных качественному анализу нелиней-
ного определяющего соотношения (ОС) типа 
Максвелла для реономных материалов. Цель 
этого анализа – выявление круга реологических 
явлений, которые способны (или не способны) 
моделировать ОС, необходимых феноменоло-
гических ограничений на материальные функ-
ции, обеспечивающих адекватное качественное 
описание экспериментальных данных, поиск 
индикаторов области применимости и способов 
идентификации и настройки этого ОС [1–5].

Будем рассматривать изотермические од-
номерные процессы, характеризуемые в точке 
тела историей напряжения ( )t  и деформа-
ции ( )t , 0t  . Связь между процессами ( )t  
и ( )t  зададим по аналогии с реологической 
моделью Максвелла, т.е. постулируем, что де-
формация ( )t  равна сумме упругой и вязко-
пластической компонент, каждая из которых 
зависит от напряжения ( )t , но нелинейно: 

 e v     , ( ) /e F E   , ( ) /v V    . (1)

ОС (1)  соде ржит две материальные функ-
ции (МФ): ( )F x , ( )V x , ( , )x     , 0  , 

0   (возможны случаи    ,    ) 
и две постоянные: «модуль упругости» 0E   
и коэффициент вязкости 0  . Если   и   
конечны, они могут быть интерпретированы 
как мгновенные пределы прочности при растя-
жении и сжатии (как материальные параме-
тры ОС). Параметры E  и   выделены из МФ 
F  и V  для удобства сопоставления с линей-
ной моделью Максвелла (получающейся при 
( ) ( )V x F x x  ) и учета влияния температу-

ры в форме ( )E E T , ( )T    [3, 5]. Процес-
сы ( )t , 0t   в  (1) предполагаются кусочно-
непрерывными и кусочно-гладкими (при 
0t   считаем, что 0  ). Обезразмеривание 

напряжения можно производить делением 
на cE  (с > 0) или на характерное напряжение 
материала (пределы упругости, ползучести, 
прочности или текучести при некоторой фикси-
рованной температуре и характерной скорости 
деформирования). Безразмерное время вводит-
ся делением на характерное время, например, 
на время релаксации линейной модели Максвел-
ла /r E    при фиксированной температуре. 
Требования к МФ будут рассмотрены ниже. 

О С  можно записать в интегральной и диф-
ференциальной формах:

1 1

0

( ) ( ( )) ( ( ))
t

t E F t V d          

 или   Ï , (2)

 
1 1( ) ( )E F V         , t > 0. (3)

Общие тензорные формулировк и нелиней-
н ых ОС максвелловского типа для вязкоупру-
гих сред (при больших деформациях), род-
ственных  ОС (1) (но не совпадающих с ним), 
описание кинематики, термодинамические 
аспекты и способы конкретизации ОС изуча-
лись в работах [6–14]. В работах [7, 8, 10–14] 
внимание было сосредоточено на описании 
поведения жидкостей, обсуждались экспери-
менты и эффекты, присущие жидкостям (рас-
плавам и растворам полимеров и т.п.). В них 
не рассматривались кривые ползучести, релак-
сации и деформирования, порождаемые ОС, и 
многие вопросы, специфичные для механики 
деформируемого твердого тела, не анализиро-
вались соответствующие феноменологические 
ограничения на материальные функции и пара-
метры  ОС (1) и способы их идентификации по 
кривым квазистатических испытаний. 

В частном случае ( ) 0F x  , 1( ) nV x x x   
( 1n   ), ОС (2) дает степенной закон вязко-
го течения 1 n

v
     (Norton-Bailey model) – 

самый простой и популярный в теории ползу-
чести, вязкопластичности, реологии полимеров 
и гидродинамике неньютоновских жидкостей 
( 1n   – условие псевдопластичности среды). 
Он описывает зависимость скорости устано-
вившейся ползучести от напряжения [15–20] 
и течение степенных жидкостей [21] и исполь-
зуется для моделирования сверхпластического 
течения материалов [22–25] наряду с обобще-
нием вида 

 
1/( ) ( ) ( )n qt K t t    , 1n  , 0q  . (4)

Частный случ ай ОС (1) с ( )F x x  фор-
мально совпадает с  вырожденным вариантом 
модели VBO (viscoplasticity based on overstress) 
[26], когда задано нулевое равновесное напря-
жение ( )g  . Задав ( )F x x  и 1( ) nV x x x   
( 1n   ) в ОС (3), получим трехпараметрическую 
модель с линейной упругостью:

 
1 1 1| |nE          .  (5)

Она во многом бл изка ОС (4), традиционно 
используемому  для описания ползучести с де-
формационным упрочнением и сверхпластиче-
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ского течения [15–18, 22–25, 27–29], но теоре-
тические кривы е модели (5) лучше описывают 
данные испытаний материалов в (пред)сверх-
пластичном состоянии, и сфера ее примени-
мости гораздо шире, чем сверхпластичность 
и ползучесть [1–5 ]. Модель  применялась в ряде 
работ для описания экспериментальных кривых 
ползучести и решения конкретных задач 
[15, 16, 30, 31]. В монографии [23] она приме-
рялась к моделированию сверхпластичности. 
В статьях [32–36] исследовались кривые ползу-
чести, обратной ползучести и (численно) «диа-
граммы мгновенно-упругого деформирования» 
параллельного соединения двух мо делей вида (5) 
с различными показателями n , а также модели 
с 1( ) mF x x x  . 

Более подробные обзоры литературы и род-
ственных моделей (в теории ползучести, сверх-
пластичности и реологии полимеров) приведе-
ны в работах [3–5].

Цель данной статьи – аналитическое изу-
чение общих свойств семейства диаграмм на-
гружения с постоянными скоростями, пор ож-
даемых ОС (2) с произвольными МФ F  и V : 
интервалов монотонности и выпуклости диа-
грамм, характера их зависимости от скорости 
нагружения и МФ, формы предельных кривых 
при стремлении скорости нагружения к нулю 
или бесконечности, условий существования 
точки перегиба, поведения мгновенного и дли-
тельного модулей. 

Математические результаты данной статьи 
о свойс твах оператора (2) и порожденных им 
кривых нагружения (этот термин используется 
как синоним термина «диаграмма деформиро-
вания с постоянной скоростью нагружения») 
справедливы как для случая малых  деформа-
ций в ОС (2), так и для  случая, когда ОС (2) 
связывает логарифмическую деформацию 

0ln[ ( ) / ]l t l   с истинным напряжением (или 
истории обобщенных нагрузок и перемещений 
при испытаниях образцов на растяжение, кру-
чение, изгиб, индентирование и т.п.). От выбора 
мер деформации и напряжения (перемещений 
и нагрузок), конечно, зависит физический (ме-
ханический) смысл этих результатов, сопостав-
ление с данными испытаний и методика иден-
тифика ции. 

Ïåðâè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ 
íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ìîäåë è 
Функция ( )F x  в ОС (1) задает закон упру-

гого деформирования ( ) /e F E   . Поэтому 

минимальные первичные ограничения на ( )F x  
(естественные с точки зрения феноменологии 
и минимальные с математической точки зрения 
[1–3]) таковы: ( )F x , ( , )x      – непре-
рывная, (строго) возрастающая функция с ку-
сочно-непрерывной производной, такая, что 
(0) 0F  (тогда ( ) 0x F x  ,т.е. sgn ( ) sgnF x x ). 

Последние два условия обеспечивают совпа-
дение знаков  и ( )e   и выполнение усло-
вия (0) 0e  . Из строгого возрастания ( )F x  
следует возрастание ( )e   и энергии упругой 
деформации с ростом | | , а также – суще-
ствование обратной функции 1f F   на про-
межутке ( ; )y y , где : sup ( ) ( 0)y F x F     , 
: inf ( ) ( 0)y F x F     . Ниже будет доказа-

но, что МФ f  полностью определяет форму 
диаграммы мгновенного деформирования , 
т.е. предельной кривой, к которой сходится 
семейство ( , )b   диаграмм де формирования 
(ДД) ОС (1) с постоянной скоростью нагру-
жения b , когда b . Дифференцируемость 
( )F x  требуется для определения скорости де-

ф ормации в соотношении (3) и касательного 
модуля ДД (см. ниже).

Ф ункция вязкости ( ) /V x   в ОС  регулиру-
ет наследственные свойства, скорости дисси-
пации, релаксации, ползучести и накопления 
пластической деформации, чувствительность 
к скорости деформации и длительную проч-
ность [1–5]. Чем больше отношение | ( ) | /V   , 
тем меньше вязкое сопротивление (больше 
| |v  и | |  при данном  ), тем ближе поведе-
ние модели к поведению жидкости, тем выше 
скорости диссипации, релаксации и ползу-
чести, тем ниже (как будет доказано) лежит 
любая ДД ( , )b   и тем выше скоростная чув-
ствительность модели. Минимальные пер-
вичные ограничения на ( )V x : ( )V x  – непре-
рывная, (нестрого) возрастающая функция 
на интервале ( , )   , такая, что (0) 0V   (тогда 
( ) 0V x x  ).
Исследование кривых релаксации и пол зуче-

сти, порождаемых ОС (1) [1–5], показывает, что 
следует различать два основ ных случая, в кото-
рых ОС (1) (моделируемый материал) ведет себя 
по-разному: 1) | ( ) | 0V x   при 0x  , 2) ( ) 0V x   
на некотором отрезке [ , ] ( , )        , 

0  , 0  ,      (по определению,   
и   – нижняя и верхняя грани множества нулей 
МФ ( )V x ). Во  втором случае, при [ , ]    , 
ОС (1) моделирует (нелинейно) упругое пове-
дение материала (диссипации и гистерезиса 
нет, релаксация и ползучесть отсутствуют, ДД 
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( , )b   не зависит от скорости нагружения при 
[ , ]    , где 1: ( )E F

    ), а при     
(или    ) начинают проявляться вязкопла-
стические свойства;  ,   играют роль пре-
делов упругости и ползучести материала при 
сжатии и растяжении. 

Для материалов с одинаковым поведени-
ем при растяжении и сжатии (у которых со-
впадают как диаграммы деформирования при 
растяжении и сжатии, так и кривые ползучести 
и релаксации) МФ должны быть нечетными 
(и     ). МФ можно задавать лишь при 

(0, )x    и продолжать на ( ,0)  по фор-
муле ( ) (| |)sgn( )y x y x x  (тогда обеспечивает-
ся непрерывность ( )y x  и ( )y x  в точке 0x  ). 
Если материалы при растяжении и сжатии 
ведут себя не одинаково, следует «склеивать» 
МФ (одну или обе) из двух разных ветвей на 
(0, )   и ( ,0) . 

Наложенные на МФ ОС (2) первичные 
ограничения обеспечивают, в частности, его 
термодинамическую согласованность, т.е. по-
ложительность работы напряжения и неотри-
цательность диссипации (соблюдение диссипа-
тивного неравенства) в произвольном процессе 
нагружения. Работа напряжения ( )   в процес-
се деформи рования ( )  , связанном с ( )   ОС 
(3), выражается формулой

 

 

1

0 0

1

0

( ) ( ) ( )

( ) ;

t t

t

A d E F d

V d U W





           

      

 



 

 

(6)

             

( )/
1

0 0

: ( )
F E

U E xF x dx


   
 

  1

0

( ) ( ( ))
t

W V d       . 
(7) 

Здесь ( )U U   – энергия упругой деформа-
ции, [ ; ( )]W W t    – диссипация, 1f F   – 
обратная функция к МФ F . Из ( ) 0F x   сле-
дует, что 1( ) ( ) 0U E F       при 0   
и 0U  ,  а из ( ) 0xV x   при  0x   следует, 
что 1( ) ( ) ( ( )) 0W t t V t      при ( ) 0t   
и ( ) 0W t   при 0t  . Равенство 0( ) 0W t   воз-
можно лишь в случае ( ) 0t   при 0t t  или 
в случае, когда ( ) 0V x   на некотором отрезке 
[ , ] ( , )        , и ( ) [ , ]       для всех 

0t   (т.е. | |  не превышает пределов упру-
гости).

Òèïè÷íûå ñâîéñòâà áàçîâûõ 
êðèâûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ 
èñïûòàíèé ñòðóêòóðíî ñòàáèëüíûõ 
ðåîíîìíûõ ìàòåðèàëîâ
Для большинства материалов, в которых не 

идут химические или фазовые превращения, 
существенно влияющие на их механические 
характеристики, экспериментальные кривые 
деформирования, релаксации и ползучести, об-
ратной ползучести и длительной прочности при 
постоянной температуре в условиях одноосных 
квазистатических испытаний, как правило, об-
ладают следующими общими качественными 
свойствами.

1. Нулевому напряжению ( ) 0t  , 0t   со-
ответствует деформация ( ) 0t  , 0t  . 

2. Диаграммы деформирования (ДД) 
( , )a     «любого» структурно-стабильного 

материала с постоянной скоростью деформиро-
вания a   – неубывающие функции вплоть до 
разрушения образца или, по крайней мере, при 
[0; ]  , где ( )a    – точка максимума диа-

граммы деформирования. Этим же свойством 
обладают и ДД ( , )b     при постоянной ско-
рости нагружения b .

3. С увеличением скорости нагружения (или 
деформирования) жесткость материала повы-
шается, т.е. ДД ( , )b     и ( , )a     сме-
щаются вверх (положительная скоростная чув-
ствительность).

4. С увеличением скорости деформирования 
деформация разрушения *  убывает (хрупкость 
повышается), а напряжение разрушения *  
возрастает. 

5. Кривые релаксации напряжения ( , )t   
при постоянной деформации   убывают по t  
и являются выпуклыми вниз функциями.

6. С ростом   кривая релаксации смещается 
вверх (т.е. ( , )t   возрастает по  ). 

7. Кривая ползучести ( , )t   при постоян-
ном     возрастает с увеличением t .

8. С ростом   кривая ползучести смещается 
вверх ( ( , )t   возрастает по  ).

9. Имеет место эффект затухания памяти, 
т.е. асимптотическое поведение кривых релак-
сации и ползучести при t  не зависит от 
конкретного характера изменения деформации 
или, соответственно, напряжения от нулевого 
до заданного постоянного значения на любом 
конечном интервале времени.

10. Кривая обратной ползучести монотонно 
убывает после полной разгрузки. 

ˆ ˆ ˆ

f (Ez)dz;
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11. Кривая длительной прочности * ( )t   
убывает ( * ( )t   – время разрушения образца при 
( )t const  , 0t  ), * ( )t     при 0  

и * ( ) 0t    при * , где 0 0   – (услов-
ный) порог ползучести, * 0   – предел мгно-
венной прочности * . 

12. С ростом температуры деформативность 
увеличивается, т.е. кривая ползучести смеща-
ется вверх, а кривые длительной прочности, 
релаксации и деформирования – вниз; мгно-
венный модуль, предел текучести (если есть 
площадки текучести на ДД) и напряжение раз-
рушения снижаются, скорости ползучести и ре-
лаксации повышаются. 

Наличие этого (минимального) набора 
свойств у теоретических кривых релаксации, 
ползучести, обратной ползучести, длительной 
прочности и ДД при постоянных скоростях не-
обходимо для феноменологической адекватно-
сти определяющего соотношения (для описания 
того класса материалов, который характеризует-
ся указанным списком термомеханических эф-
фектов). Именно из требования наличия свойств 
1–12 обратной ползучести и длительной прочно-
сти можно вывести систему необходимых огра-
ничений на материа льные функции и параметры 
ОС (2) и любого другого ОС, претендующего 
на описание перечисленных эффектов. Для мо-
делирования более широкого целевого списка 
эффектов, например, наблюдаемых при релак-
сации и ползучести с произвольной начальной 
стадией нагружения, ползучести при ступенча-
тых нагружениях, в процессе деформирования 
с кусочно-постоянными скоростями нагруже-
ния и деформации, при разгрузке и циклических 
программах нагружения, – могут потребоваться 
(или нет) дополнительные ограничения на свой-
 ства МФ [3, 4, 37, 38].

К ОС (2) применена техника качественного 
анализа определяющих соотношений для вяз-
коупругопластических материалов, разрабо-
танная ранее в цикле работ [1, 37–43] и двух 
десятков других (см. библиографию в литера-
туре [3–5, 37, 43]), посвященных пяти разным 
ОС. Общие свойства кривых ползучести при 
ступенчатых нагружениях, обратной ползуче-
сти, релаксации, деформирования с постоянной 
скоростью и длител ьной прочности, порожда-
емых ОС (2) с произвольными МФ, исследо-
ваны (и сопоставлены с экспериментальными) 
в работах [1–5]. В данной статье будут изучены 

свойства диаграмм деформирования ( , )b     
с постоянной скоростью нагружения (СН) b . 
При этом нас будет интересовать не только ус-
ловия наличия у теоретических ДД свойств 3 и 
4, но и условия наличия или отсутствия неко-
торых дополнительных свойств ДД, характер-
ных для различных (под)классов реономных 
материалов (опций): выпуклость ДД вверх или 
наличие у них точек перегиба; существование 
и форма мгновенной и равновесной ДД (пре-
дельных кривых семейства ДД ( , )b     при 
b  и 0 0b  ); конечность мгновенных 
модулей E  и E  при растяжении и сжатии 
(т.е. предельных значений касательного модуля 
/   при 0   и 0  ), их отличие от 

нуля и (не)зависимость E  и E  от СН; на-
личие начального участка ДД, не зависящего 
от скорости нагружения; разномодульность 
(E E  ) и зависимость всей ДД или только ее 
части вне заданной окрестности нуля от знака 
напряжения (tension compression asymmetry).

Например, выпуклость вверх ДД (вплоть 
до начала разрушения или до площадки теку-
чести) типична для многих полимеров, асфаль-
тобетонов и металлов и сплавов с заметной 
скоростной чувствительностью [22–25, 44–57]. 
Выпуклость вниз в окрестности нуля, малый, но 
быстро растущий касательный модуль харак-
терны для экспериментальных диаграмм растя-
жения многих эластомеров (каучуков, резин 
и т.п.), пенопластов (пенополивинилхлорид, 
пенополиуретан), связок, сухожилий и других 
биологических тканей [58–63]. Многие метал-
лы и сплавы при умеренных температурах, по-
лимеры в стеклообразном состоянии и другие 
материалы проявляют заметную чувствитель-
ность к СН лишь при достаточно больших де-
формациях, по крайней мере, эту чувствитель-
ность трудно обнаружить по ДД при малых  : 
их начальные линейные участки совпадают 
в том разрешении, с которым регистрируются 
ДД [44, 45, 48–51, 64–67]. Напротив, в испы-
таниях ряда материалов с выраженной ско-
ростной чувствительностью (полимеры при 
достаточно высоких температурах, пластичные 
металлы и сплавы: медь, олово, алюминий, ти-
тановые и алюминиевые сплавы в сверхпла-
стичном состоянии и режимах др.), зарегистри-
рована зависимость мгновенного модуля ДД 
от скорости нагружения (или деформирования) 
[22–25, 28, 45, 46, 52–55]. 
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Êðèâûå ïîëçó÷åñ òè è ðåëàêñàöèè , 
ïîðîæäàåìûå ÎÑ (2)
При (t) = const, 0t   ОС (2) порождает се-

мейство кривых ползучести:

 
1 1( , ) ( ) ( )t E F V t        . (8) 

Если ( ) 0V   , то все кривые ползучести 
линейны по вр емени при 0t  , т.е. при любых 
МФ ОС (2) моделирует только ползучесть с по-
стоянной скоростью 1( ) ( )t V     (ка к и ли-
нейная модель Максвелла). ОС (2) не способно 
описывать стади и замедленной и ускоренной 
ползучести, а также – ограниченную ползу-
честь (свойственную, например, многим поли-
мерам). Так ка к ( ) 0V x   при 0x   и ( )V x  
возрастает, то кривая (8) возрастает по t  (при 

0  ) и по , что совпадает с типичными свой-
ствами экспериментальных кривых ползучести 
структурно стабильных однородных материа-
лов. Выраженная стадия установившейся полз-
учести характерна для многих пластичных ме-
таллов и полимеров в вязкотекучем состоянии 
(при достаточно выс окой температуре).

В силу уравнения (8) зависимость скорости 
установившейся ползучести от напряжения 
полностью определяется МФ ( ) /V x  . В ис-
пытаниях стабильных материалов зависимость 
скорости установившейся ползучести ( )r    
от напряжения всегда является возрастающей и 
выпуклой вниз [18] при 0  , поэтому на ( )V x  
необходимо наложить дополнительное ограни-
чение: ( )V x  должна быть (нестрого) выпукла 
вниз при 0x   и выпукла вверх при 0x   (т.е. 
( ) 0V x x  , если  ( )V x существует). 
Кривые релаксации  ОС (1) – интегральные 

кривые 0( ; , )t t   уравнения (3) с заданной де-
формацией  ( ) constt     при 0t t : 

 1 1( ) ( ) 0E F V        , 
 или 1 ( )r g

    , (9)

где 0 0t   – продолжительность начальной 
стадии нагружения (rise time), т.е. стадии выхода 
деформации ( )t  на постоянный уровень 0  ; 

/ 0r E     – время релаксации линей-
ной модели Максвелла; ( ) : ( ) / ( )g x V x F x , 

( , )x     .
Для индивидуализации конкретной кривой 

релакса ции (КР) 0 0( , ; , )t t    необходимо, 
помимо значений 0   и 0 0t  , задать началь-
ное значение напряжения 0 0( ) 0t     (так, 
что 0 0   ). Если 0 0t   (т.е. деформация счи-

тается мгновенной: ( ) ( )t h t   ), то 0 (0 )     
совпадает с упругим напряжением: 0( )E F    
или 0 ( )f E   , 1f F  . Если 0 0t  , то 0  
зависит от истории ( )t  при 0[0; ]t t , и   его вы-
числение требует использования О С (2)–(3).

Если | ( ) | 0V   , то переменные в соотноше-
нии (9) разделяются, и можно выписать реше-
ние задачи Коши с произвольным начал ьным 
условием 0 0( ) 0t    : 

0

0

( )

( )r

F x
t t d x

V x






    , 0t t ,

 или 
0( )

0

( ) ( ( ))

F

r

F

d y
t t

V f y





   . (10)

Уравнение (10) задает семейство КР 
0( ; , )R t t   , 0t t  в неявном виде 
0( ; , )t r t    (с безра змерным временем / rt  ), 

  входит в соотношение (10) через начальное  
значение 0 . 

Анализ неявного представления  показыва-
ет, что при 0   все КР ( , )t     с 0   
убывают по t  и стремятся к нулю при t , 
а с росто м деформации   смещаются вверх [5].  
Если же 0   (и ( ) 0V x   на [ , ]   , 

0  ), кривые релаксации ОС  с произволь-
ными 0 0t   и 0 [ , ]      имеют при t  
ненулевое равновесное значение напряжения: 

0( , )t     при 0     и 0( , )t     при 
0     (при сжатии), т.е. ОС описывает пове-

дение, характерное для твердых тел при дли-
тельном деформировании. А в случае 0   
моделируемый материал принадлежит классу 
жидкостей, обычно характеризуемому свой-
ством полной релаксации ( , ) 0     для всех 
  [68].
При испытаниях стабильных материалов 

на релаксацию КР с 0   всегда выпуклы вниз, 
поэтому теоретические КР с 0   (или 0 0  ) 
должны быть выпуклы вниз, т.е. функция ( )t  
должна возра стать ( ( ) 0t  , если существует). 
В силу соотношения (9) это равносильно воз-
растанию функции ( ) : ( ) / ( )g x V x F x , а не-
равенство ( ) 0g x   равносильно неравенству 
( ) ( ) ( ) ( ) 0V x F x V x F x     [5]. Таким обра-

зом, требование выпуклости вниз всех кривых 
релаксации с 0   налагает дополн ительное 
ограничение на материальные функции ОС (1): 

 ( ) / ( ) ( ) / ( )V x V x F x F x   , (0, )x   , 

 т.е. [ln ( )] [ln ( )]V x F x   . (11)
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Ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì 
íàãðóæåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè 
ñêîðîñòÿìè  
Для нагружения ( )t bt   с постоянной ско-

ростью 0b   ОС (2) дает отклик

1 1

0

( , ) ( ) ( )
t

t b E F bt V b d       .

Заменой x b  , bt   получим уравнение 
семейства диаграмм деформирования: 

1 1( , ) ( ) ( ) ( )b E F b Y        , 
  (12)

 0

( ) : ( )Y V x dx


   , , 0b    . 

В частности, для полулинейной модели (5)
уравнение (12) пр инимает вид

1 1 1 1 1( , ) ( ) ( 1) n
rb E E b n            .

Выразить    через   из соотношения (12) 
в явном виде и получить уравнение ДД в при-
вычной форме ( , )b     можно только для 
специально подобранных пар МФ. Однако для 
исследования всех основных  качественных 
свойств семейства ДД ( , )b  , порождаемых  
ОС  (2) с произвольными МФ, вполне достаточ-
но уравнения (12) (в обратной форме) или пара-
метрического представления ДД через t .

Если + > 0 и ( ) 0V x   при [0; ]x    
(по определению,   – верхня я грань множе-
ства нулей МФ ( )V x ), то при     ( ) 0Y   , 
и потому ДД (12) имеет вид 1( , ) ( )b E F    . 
Таким образом, модель описывает поведение 
нелинейно упругого материала, а диссипация 
энергии и зависимость ДД от скорости нагру-
жения (СН) отсутствуют. При     ( ) 0V x  ,
 ( ) 0Y   , и потому ДД зависят от СН. Так как 
( ) 0Y   , то семейство ДД (12) убывает по b  

при     (с ростом скорости нагружения 
жесткость материала повышается, ДД ( , )b   
сме щается вниз, ДД в форме ( , )b     – 
вверх). Скорость убывания ДД (12) по b  равна 

2/ ( ) 0b kb Y      , 1:k   ; ее модуль 
растет с увеличением   и пропорционален 
норме ( )kY   МФ ( )kV x  в пространстве 
1[0, ]L  . В частности, увеличение МФ ( )kV x  

при [0, ]x  , т.е. переход к материалу с мень-
шей вязкостью, влечет рост ( , )b   (смеще-
ние вниз ( , )b  ) и усиление зависимо сти ДД 
от скорости нагружения.

Для любого 0   семейство ДД (12) схо-
дится при b  к функции 1 ( )E F   , и 
потому семейство ( , )b   сходится к функции 

( )f E   , где 1:f F   – обратная функция 
(т.е. кривая мгновенного нагружения имеет вид 

( )f E    и не зависит от МФ V ). Сходимость 
равномерна на любом конечном отрезке [0, ] : 

1 1 1| ( , ) ( ) | ( ) ( )b E F b kY b kY           (так 
как ( )Y   не убывае т: ( ) ( ) 0Y V x    ). К этой 
же кривой сходится и семейство изохронных 
КП  при 0t  .

При 0b   ( , )b     при любом фик-
сированном 0     (любом 0  , если 

0  ). Это означает, что при 0b   семей-
ство ДД ( , )b     сходится к постоянной 
функции ( ) 0      при любом фиксирован-
ном    , где 1: ( )E F

    . То есть в случае 
0   семейство ДД сходится на луче 0   

к диаграмме упругопластического материа-
ла с пределом текучести y     и начальным 
участком ( )f E    при     (при y    ), 
а в случае 0   сходится к 0   при 0  . 
Таким образом, равновесная диаграмма растя-
жения модели имеет существенно различный 
вид в случаях 0   или 0   (как и кривая 
релаксации [5]).

Исследуем общие свойства ДД с фиксиро-
ванной ско ростью нагружения при 0    . 
Так как (0) 0F  , то (0, ) 0b  . Продифферен-
цируем (12): 

1 1 1/ ( ) ( ) ( )rE F E b V         , 

 
2 2 1 1 1/ ( ) ( ) ( )rE F E b V            ; 

(13)

 1 1/ [ ( ) ( ) ( )]rE F b V        , 

 

2 2 2 1

1 3

/ [ ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( ) ( )] .

r

r

E F b V

F b V



 

           

      

(14) 

Так как ( ) 0F x   и ( ) 0V x  , то / 0    
при  фиксированном 0b  , и ( , )b   возрастает 
по   при любых , 0b   (уравнение (12) верно 
и при , 0b  , и ДД возраста ют и в этом случае, 
так как ( ) 0xV x  ). Если ( ) 0F x   при 0x  , 
то  из выражения (13) следует 2 2/ 0      при 
всех 0   (в силу ограничения ( ) 0V x  ) и ДД 
(12) с 0b   (нестрого) выпуклы вниз (относи-
тельно направления оси  ) при 0  ; строгое 
неравенство 2 2/ 0      выполняется во всех 
точках  , в которых ( ) 0F     или  ( ) 0V    , 
в част  ности, при     (рис. 1, а) . Напри-
мер, для полулинейной модели  ( ) 0F     
и ( ) 0V     при 0  , и пото му ДД (12) выпук-
ла вверх при 0  .

Из обнаруженных свойств семейства 
ДД (12) в форме ( , )b   следуют свойства 
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ДД ( , )b    : 1) ( , )b   возрастают по   ; 
2) (0, ) 0b  ; 3) с ростом СН b  ДД ( , )b   
смещается вверх при любом 0  , т.е. ОС  мо-
делирует положительную скоростную чувстви-
тельность материалов (возрастание жесткости 
с ростом скорости); 4) при b  ( , )b   схо-
дится к функции ( )f E   , 1:f F   (равно-
мерно на любом отрезке оси  ); 5) при 0b  
семейство ДД ( , )b     сходится к посто-
янной функции ( ) 0      при любом 
фиксированном    , где 1: ( )E F

    ; 
6) если ( ) 0F x  , то ДД выпуклы вверх на полу-
оси 0   при всех  0b  , и касательный модуль 

1 1/ [ ( ) ( ) ( )]rE F b V         убывает с рос-
том  . Последнее свойство следует из леммы: 
функция, обратная к возрастающей и выпуклой 
вниз, возрастает и выпукла вверх. Выпуклость 
вверх ДД (вплоть до начала разрушения или до 
площадки текучести) характерна для многих по-
лимеров, асфальтобетонов, металлов и сплавов со 
скор остной чувствительностью [22–25, 44–57].

На рис. 1, а приведены ДД  для модели с 
МФ ( ) ( 1)xF x A e  , , 0A    (тогда обрат-
ная функция 1 1( ) ln(1 )f y A y    ) и nV x  
с 2n  , 1A    , 100E  , 100   для СН 

1 10ib   , 4; 3; 2; 1; 0i       (ДД со стрелками) 
и 0,2; 0,3b  . Штриховая кривая – предельная 
ДД 1 ( )E F    при b . 

На рис. 1, б – те же ДД, но в форме ( , )b    . 
Так как ( ) 0F x  , то все ДД ( , )b     выпу-
клы вверх. Штриховая кривая – предельная ДД 

( )f E    при b  (т.е. 1 1ln(1 )EA      ). 
При 0b  ( , )b     для всех 0  , 
а ( , ) 0b    для любого 0  . По осям отло-
жены безразмерные напряжение и деформация: 
качественные свойства ДД не зависят от их 
масштабирования.

В случае, когда ( ) 0F x   на некотором 
интервале I , слагаемые в формуле (13) для 
второй про изводной имеют разные знаки, и 
возможны наличие точки перегиба ( )b I   
у ДД (12) и выпуклость вниз ДД ( , )b   при 
достаточно малых ( )b   . Эти свойства (вы-
пуклость вниз в окрестности нуля, малый, но 
быстро растущий касательный модуль, наличие 
точки перегиба) присущи кривым растяжения 
многих эластомеров (каучуков, резин и т.п.), 
пенопластов и биологических  тканей (связок, 
сухожилий, сосудов и т.п.) [58–63].

Точка перегиба ДД (12) находится из усло-
вия 2 2/ 0     , т.е. 

 ( ) ( ) 0rbF V      . (15)

Второе  слагаемое не зависит от СН, и при 
любом заданном 0 I   решение ( )b  урав-
нения  можно совместить с 0  за счет выбора 
СН 1

0 0 0( ) / ( )rb V F      ; при 0(0; )b b  
2 2/ 0      в точке 0 , а при 0b b  будет 
2 2/ 0      в то чке 0 .
Например, для модели с МФ mF x , 
(0;1)m , nV x , 0n  , будет 

2( ) ( 1) 0mF x m m x      при 0x  , и урав-

 а б 
Рис. 1. Кривые нагружения модели с МФ ( ) ( 1)xF x A e  , , 0A   , nV x , 1n  , 

с различными скоростями 0,0001;0,001; 0,01; 0,1;0,2;0,3; 1,0b   : 
а – ( , )b    , б – ( , )b    . Вектор – направление смещения кривых с ростом скорости нагружения 
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нение  для точки перегиба имеет вид 
2 1[ ( 1) ] 0m n m

rbm m n        . Его единствен-
ное решение – 1 1/( 1)[ (1 ) ] n m

rbm m n       (при 
1m  ). Так как  1 0n m   , то   возрастает 

с ростом СН, r , 1n  и ( ) 0b   при 0b . 
Таким образом, каждая ДД (12) с 0b   
( 1 1 1 1 1( , ) ( 1) ( )m n

rb E E n b            ) имеет 
точку перегиба ( )b , выпукла вверх на (0; )  
и выпукла вниз при    ;  тогда (в силу воз-
растания ДД) каждая ДД в форме ( , )b     
имеет точку перегиба ( )b , выпукла вниз 
при (0; )   и выпукла вверх при    , 
а ( ) ( ( ), )b b b      возрастает с ростом СН и па-
раметров r и 1n  (так как ( , )b   возрастает по 
обоим аргументам). 

На рисунке 2 приведены ДД ( , )b   степен-
ной модели с 0,5 1m   , 1n  , 10  , 10E  , 

1r   для разных СН, пробегающих три поряд-
ка: 1 10 ;2 10 ;3 10i i ib     , 4; 3; 2; 1i       (ДД 
для 1 10ib    помечены стрелками). С ростом 
СН ветвь нагрузки смещается вверх. Штри-
ховая ДД – предельная кривая ( )f E   , 

1 1/: mf F y  , при b . Штрих-пунктирная 
кривая – геометрическое место точек перегиба 
( ( ), ( ))b b    ДД при различных 0b  , ее пере-
сечение с конкретной ДД – точка перегиба по-
следней. Кривая {( ( ), ( )) | 0}b b b     не зависит 
от величин параметров   и r , так как   и   
зависят от параметра rb , а   входит только 
в него. 

Касательный модуль ДД (12) / E   
1 1[ ( ) ( ) ( )]rF b V       зависит от СН (воз-

растает по b ), но его предельные значения 
при 0   и 0   (мгновенные модули 
при растяжении и сжатии E  и E ) не за-
висят от СН и МФ V  (так как (0 , ) 0b   , 
(0 , ) 0b    и (0) 0V  ):

1
0/ | (0 ) (0 )E F E f

         , 

 
1

0/ | (0 ) (0 )E F E f
         . 

(16) 

Таким образом, все ДД имеют общую 
касательную (с угловым коэффициен-
том : (0 )E E f   ) в точке 0   , а если 
(0 ) 0F     и (0 )F     , то E    и 0E  , 

и все ДД ( , )b   и ( , )b   имеют линей-
ную асимптотику в нуле, не зависящую 
от СН: ( , ) ( )b E o       при 0   
и 1( , ) ( )b E o

       при 0  . При 
0E   главный член асим птотики любой ДД 

( , )b   имеет второй порядок малости и зависит 
от СН и МФ V  (см. (14)). Если (0 ) (0 )F F     
(в частности, для нечетной МФ F ), то E E  .

При испытаниях ряда материалов с выражен-
ной скоростной чувствительностью (полимеры 
при достаточно высоких температурах, пла-
стичные металлы и сплавы: медь, олово, алю-
миний, титановые сплавы в свер хпластичном 
состоянии и др.) была зарегистрирована зависи-
мость мгновенного модуля от скорос ти нагру-
жения (или деформирования) [22–25, 28, 45, 46, 
52–55]. Нелинейное ОС (1) (так же как и линей-
ное ОС вязкоупругости [37]) не может описать 
этот эффект. Это один из индикаторов области 
его (не)применимости  по кривым испытаний 
материалов – наряду с такими атрибутивными 
свойствами ОС (1), как постоянная скорость 
ползучести, незатухающая память, неспособ-
ность описывать восстановление после полной 
разгрузки (в частности, обратную ползучесть), 
зависимость кривых ползучести при ступенча-
тых нагружениях и накопленной пластической 
деформации от перестановки предшествующих 
ступеней нагружения, уменьшение скорости 
накопления пластической деформации и при-
способляемость при несимметричных цикличе-
ских нагружениях [3] и т.п . 

Тем не менее, обнаруженное свойство неза-
висимости мгновенного модуля ДД ОС (1) от 
СН отражает наблюдаемое в испытаниях боль-
шинства материалов явление: многие металлы 
и сплавы при умеренных температурах, поли-
меры в стеклообразном состоянии и другие ма-

Рис. 2. Кривые нагружения модели с МФ 
mF x , (0;1)m , nV x , 0n  , для скоростей 
1 10 ;2 10 ;3 10i i ib     , 4; 3; 2; 1i      : 

- - - - – предельная кривая ( )f E   , 1/mf y , 
при b ; – . – . – .  – геометрическое место точек 

перегиба ДД при 0b 
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териалы проявляют заметную чувствительность 
к СН лишь при достаточно больших деформа-
циях, по крайней мере, эту чувствительность 
трудно обнаружить по экспериментальным ДД 
при малых  : их начальные линейные участки 
совпадают в том разрешении, с которым реги-
стрируются ДД [44, 45, 48–51, 64–67].

Задание ненулевого предела упругости   и 
МФ ( ) 0V x   при [0, ]x    позволяет обеспе-
чить не только совпадение мгновенных моду-
лей (касательных в точке 0  ) всех ДД, но и 
точное совпадение начальных участков всех ДД 
с любыми СН при     (с кривой ( )f E   , 

   , где 1: ( )E F
    ). 

Рассмотрим для иллюстрации модель с ма-
териальными функциями 

 ( ) 0V x  , [ , ]x     , 

( )nV A x     при x   , 

 | |mV A x      при x   , (17)

( ) ( )F x x V x   , 

где , 0A A   , , 1m n  , 0  . 
Условие 0   обес печивает выполнение 

ограничений ( ) 0F x   и (0) 0F   н а МФ F , 
если они выполнены для V  (для МФ (17) они 
выполнены); критерий выпуклости КР (11) вы-
полняется при всех , 0n m  . При [ , ]     
эта модель описывает линейно упругий ма-
териал с модулем упругости E  (при растяже-

нии и сжатии), а при [ , ]     проявляются 
 реономные свойства и разносопротивляемость 
(если     , или A A  , или m n ). 
В уравнении ДД (12) ( ) 0Y    при [0, ]   
и 1 1( ) ( 1) ( )nY A n  

       при     , поэ-
тому ДД имеет вид 

1( , ) [ ( )]b E V        при [0, ]  ,

1

1 1 1

[ ( )

( 1) ( ) ( ) ]

n

n
r

E A

A n b


 

  
 

        

    
 
при    .

На рис. 3, а приведены ДД ( ; )b   модели (17) 
с 0,1  , 2n  , 1A  , 10  , 10E  , 1r  , 

0   ( ( )F x x ) для различных СН, пробега-
ющих пять порядков: 0,1ib  , 6;5;4;3;2;1i  . 
У всех ДД есть о бщий прямолинейный участок 

E   ,    , 1 1: ( )E F E 
       , не за-

висящий от СН. При     ДД зависят от СН 
и с ростом b  смещаются вверх. Штриховая 
прямая – предельная ДД E    при b . 
При 0b  ( , )b     для любого     
(    – горизонтальная штриховая прямая), 
то есть семейство ДД ( , )b   сходится при всех 

0   к диаграмме идеального упругопласти-
ческого материала  с пределом текучести (при 
рас тяжении) y    .

На рис. 3, б приведены ДД модели (17) 
с 5  , 0,1  , 2n  , 1A  , 10  , 10E  , 

1r   для 0,001; 0,003; 0,005; 0,010b   (эти 
ДД качественно схожи с экспериментальны-

 а б 
Ри с. 3. Диаграммы нагружения модели (17) с 0   при 0,1ib  , 6;5;4;3;2;1i  : 

а – для модели (17) с 0  ; б – для модели (17) с 5   (дополнительно – ДД с 0,003; 0,005b  );
- - - - - - – предельная ДД E    при b ; 

вектор – н аправление смещения ДД с ростом скорости нагружения
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ми ДД полимеров в стеклообразном состоя-
нии и многих сплавов [44, 45, 48–51, 64–67]) 
и 0,1ib  , 6;5;4;1i  . Так как 0  , ДД мгно-
венного нагружения (при b ) не прямоли-
нейна при     (штриховая кривая). 

В заключение выясним, при каких услови-
ях ДД ( , )b   ограничены, т.е. имеют горизон-
тальные асимптоты и моделируют материал, 
склонный к течению (быстрому нарастанию 
деформации) при постоянном (растягив аю-
щем) напряжении. Это свойство равносиль-
но наличию вертикальной асимптоты у ДД 
в форме (12), т.е. наличию асимптоты x    
у  одной из МФ ( )F x  или ( )V x : либо 
( )F x   при 0x   , ли бо ( )V x   

и ( )Y    (т.е. несобственный интеграл 
( )Y   в выражении (12) расходится). В этом 

случае у всех ДД (12) (при любом b ) есть 
общая вертикальная асимптота    , а у 
всех ДД в форме ( , )b     есть горизонталь-
ная асимптота    , не зависящая от скоро-
сти нагружения. Если же указанный критерий 
не выпо лняется, то ДД ( , )b   не облада-
ют горизонтальными асимптотами. В работе 
[1] доказано, что ДД ОС (1) при постоянных 
скоростях деформирования a   ведут се бя 
иначе: ДД ( , )a   всегда имеют горизонталь-
ные асимптоты    , где   зависит от a  
( ( )V a   ), и потому ОС (2) моделирует те-
чение при постоянном напряжении ( )a , ха-
рактерное, в частности, для полимеров в вязко-
текучем состоянии, алюминиевых и титановых 
сплавов при достаточно высоких температурах 
и материалов в состоянии сверхпластичности.

Все обнаруженные общие свойства ДД при 
растяжении справедливы и для ДД при сжатии, 
т.е. при 0b   (после естествен ной редакции: 
замены 0b   на 0b   и + ≥ 0 на 0   
и т.п.). Отметим, что многие свойства ДД не-
линейного ОС (2) аналогичны свойствам ДД 
линейного интегрального ОС в язкоупругости 
[37, 42]. Но, в отличие от ДД линейного ОС, 
которые всегда выпуклы вверх, ДД ОС (2) 
могут иметь участки выпуклости  вниз (в част-
ности, в окрестности нуля) и точки перегиба; 
мгновенная и равновесная диаграммы ОС (2) 
уже не обязательно прямолинейны (формой 
первой управляет МФ F , а второй – параметр 

  и МФ F , если 0  ); зависимость ДД 
от скорости нагружения b  не линейна и может 
быть существенно различной при растяжении 
и сжатии. 

Âûâîäû
В статье продолжен качественный анализ не-

линейного определяющего соотношения типа 
Максвелла (2) для нестареющих вязкоупруго-
пластичных материалов. Выведено в  общем 
виде урав нение семейства диаграмм деформи-
рования (ДД) с постоянными скоростями на-
гружения (12), порождаемых ОС (2), детально 
изучены его общие качественные свойства в за-
висимости от свойств двух материальных функ-
ций (МФ) и скорости нагружения. В результате 
сопоставл ения обнаруженных свойств теорети-
ческих кривых нагружения, ползучести и релак-
сации, порождаемых ОС (2), с типичными свой-
ствами кривых квазистатических испытаний 
структурно стабильных реономных материалов, 
выявлены необходимые ограничения на МФ, 
обеспечивающие адекватное качественное опи-
сание комплекса основных  эффектов, наблю-
даемых при нагружениях с пост оянной скоро-
стью, и ряд индикаторов (не)применимости ОС 
(2). Выявлены реологические эффекты, которые 
ОС (2) принципиально не может описать ни при 
каких МФ (например, отрицательная скоростная 
чувствительность ДД, зависимость мгновенно-
го модуля от скорости нагружения, затухание 
памяти, ползучесть с непостоянной скоростью 
и др.), и те, которые могут быть описаны при 
определенных дополнительных ограничениях, 
наложенных на МФ: выпуклость ДД вверх или 
наличие у них точек перегиба, существование 
и форма мгновенной и равновесной ДД, конеч-
ность мгновенного модуля, наличие начального 
участка ДД, не зависящего от скорости нагруже-
ния, разномодульность и зависимость всей ДД 
(или только ее части вне заданной окрестности 
нуля) от знака напряжения и др.

В частности, при минимальных ограни-
чениях на две МФ ( ( )F x , ( , )x     , – 
непрерывная, (строго) возрастающая функ-
ция с кусочно-непрерывной производной, 
( )V x  – непрерывная, (нестрого) возрас-

тающая функция на интервале ( , )   , 
(0) 0V  , (0) 0F  ), доказаны следующие 

свойства диаграмм растяжения ( , )b     с по-
стоянной скоростью нагружения 0b  : 

1) для любого  b  (0, ) 0b   и ДД (,b) воз-
растает по   на луче 0  ; 

2) с ростом скорости b  ДД ( , )b   смеща-
ется вверх при любом 0  , т.е. ОС (2) моде-
лирует положительную скоростную чувстви-
тельно сть материалов (возрастание жесткости 
с ростом | |b ); 
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3) мгновенный модуль при растяжении 
(и при сжатии) (16) не зависит от b  и МФ V  
(т.е. все ДД имеют общую касательную в точке 

0   );
4) при b  семейство ДД ( , )b   сходит-

ся на луче 0   к кривой ( )f E   , 1:f F   
(равномерно на любом отрезке оси  ); 

5) при 0b   семейство ДД ( , )b   сходит-
ся к постоянной функции ( ) 0      (   – 
верхняя грань множества нулей МФ ( )V x ) 
на луче    , гд е 1: ( )E F

    , а при 
[0; ]   – к функции ( )f E   ; в случае 
0   семейство ДД сходится к 0   при всех 
0  ;

6) если 0   и ( ) 0V x   при [0, ]x   , 
то ОС (2) моделирует упругое поведение при 

[0; ]   и все ДД ( , )b   совпадают на на-
чальном участке [0; ]   с кривой мгновенно-
го (упругого) дефор мирования ( )f E   ;

7) если ( ) 0F x   при 0x  , то все ДД вы-
пуклы вверх на полуоси 0   при всех 0b   
(касательный модуль /   (см. (14)) у бывает 
с ростом  );

8)  в случае, когда ( ) 0F x   на некотором 
интервале I , возможны наличие точки переги-
ба ( )b I   у ДД (12) ( ( )b  – корень уравнения 
(15)) и выпукло сть вниз ДД ( , )b   при доста-
точно малых ( )b   . 

Из свойств 5) и 6) следует, что равновес-
ная диаграмма растяжения ОС (2) имеет су-
щественно разный вид в случаях 0   
(когда | ( ) | 0V x   при 0x  ) или 0   (когда 
( ) 0V x   при [0, ]x   ): в случае 0   се-

мейство ДД ( , )b     сходится при 0b   
к нулю на всем луче 0  , а в случае 0   
семейство ДД сходится к диаграмме упру-
го-пластического материала с пределом текуче-
сти y     и начальным участком ( )f E   , 
[0; ]  . Тем самым, выявлена еще одна 

зона влияния параметра   и еще один аспект 
его физического смысла:   не только предел 
упругости при растяжении, порог ползучести 
и равновесное значение напряжения при ре-
лаксации [5], но   равен равновесному на-
пряжению течения при медленном растяжении, 
постоянному значению, к которому сходится 
семейство ДД при 0b  , или «пределу теку-
чести» предельной диаграммы. 

Все обнаруженные общие свойства ДД 
при растяжении справедливы и для ДД при 
сжатии, т.е. при 0b   (и 0  ): в пунктах 
1), 2), 4), 7), 8) надо лишь заменить знаки всех 
неравенств на обратные и выпуклость вверх на 

выпуклость вниз; а в пунктах 5) и 6) заменить 
0b   на 0b  , 0   на 0  , 0   

на 1: ( ) 0E F
     , отрезок [0; ]  на [ ;0] , 

[0, ]  на [ ;0] . Параметр 0   (нижняя 
грань множества нулей МФ ( )V x ) имеет при 
сжатии такой же физический смысл, как   при 
растяжен ии. 

Çàêëþ÷åíèå
Проведенный в статье (и работах [1–5]) 

анализ позволил очертить круг ре ологических 
явлений (которые ОС (2) может адекватно 
описывать), выявить зоны влияния обеих МФ 
и показать, что ОС (2) может применяться для 
описания поведения широкого класса вязко-
упругопластичных материалов, обладающих 
наследственностью, высокой положительной 
чувствительностью к скорости деформирова-
ния и, возможно, разносопротивляемостью (на-
пример, полимеров, их расплавов и растворов, 
композитов, твердых топлив, асфальтобетонов, 
титановых и алюминиевых сплавов в состоя-
нии, близком к сверхпластичности, углеродных 
и керамических материалов при высоких тем-
пературах и т.п.). 

В дальнейшем будет проведено исследо-
вание качественных свойств остальных ква-
зистатических теоретических кривых ОС (2): 
кривых релаксации и ползучести с произволь-
ной начальной стадией нагружения, диаграмм 
деформирования при постоянных и кусоч-
но-пост оянных скоростях деформации (в част-
ности, кривых нагружения-разгрузки), откли-
ков на циклические программы нагружения, 
условий описания рэтчетинга и приспособля-
емости («shak edown»), эффектов Баушингера, 
Маллинза и др. Такой анализ позволит допол-
нить список индикаторов применимости ОС (2) 
и его возможностей по моделированию ком-
плексного поведения классов реономных ма-
териалов. 
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Êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè óïðó-
ãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. 
Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ìàòå-
ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, êà÷åñòâåííûé àíàëèç, èäåíòèôèêàöèÿ è àòòå-
ñòàöèÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòè è ïîëç-
ó÷åñòè, äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü, ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Àâòîð 80 íàó÷íûõ 
ðàáîò.
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