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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÀÍÈÏÓËßÒÎÐÀ 
ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎ-ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ 
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÐÈÏÎÄÀ*

Í.Ñ. Âîðîáüåâà, Â.Â. Äÿøêèí-Òèòîâ, Â.Â. Æîãà, È.À. Íåñìèÿíîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàíèïóëÿòîð, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ìåõàíèçì ïà-
ðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû íà îñíîâå òðèïîäà ñ âîçìîæíîñòüþ íàêëîíà îñíîâàíèÿ 
ê ãîðèçîíòó. Â êà÷åñòâå çàõâàòíîãî óñòðîéñòâà èñïîëüçóåòñÿ òðåõïîäâèæíûé ìàíè-
ïóëÿòîð ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîíîâêè. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äè-
íàìèêè ìàíèïóëÿòîðà ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñòðóêòóðû ñ ñåìüþ ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû. Ïðèâåäåí êèíåìàòè÷åñêèé è äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ïðîñòðàíñòâåííîãî 
ìåõàíèçìà ìàíèïóëÿòîðà. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé 
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàíèïóëÿòîðà ñ ñåìüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ðåøåíà 
çàäà÷à ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ðàáî÷åãî îðãàíà ìàíèïóëÿòîðà ïðè åãî ïåðåìåùåíèè 
èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå. Ìîäåëè ïàðöèàëüíûõ äâèæåíèé 
ìàíèïóëÿòîðà ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü äâèæóùèå ñèëû è ìîìåíòû, íåîáõîäèìûå äëÿ 
ðåàëèçàöèè çàäàííûõ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé ðàáî÷åãî îðãàíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàíèïóëÿòîð, ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñòðóêòóðà, êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, çàõâàòíîå óñòðîéñòâî, ïîçèöèîíèðîâàíèå.

THE DYNAMICS OF THE PARALLEL-SERIAL MANIPULATOR 
BASED ON THE TRIPOD*
N.S. Vorobieva, V.V. Dyashkin-Titov, V.V. Zhoga, I.A. Nesmiyanov 
In the article there is considered a manipulator based on the parallel structure mechanism on the basis of a tripod 
with a tilt base to the horizon. A manipulator with three degrees of mobility and of serial configuration is used 
as the gripping device. Mathematical model of the parallel-serial manipulator dynamics with seven degrees 
of freedom was developed. The kinematic and dynamic analysis of spatial manipulator mechanism is given. Ex-
pressions for kinetic and potential energy of a manipulator with seven degrees of freedom were designed. The 
task of the positioning the manipulator’s working body at its moving from the initial position to a given final was 
solved. Models of manipulator’s partial motions allow determination of the driving forces and moments required 
to implement a given programmed motion of the working unit.

Keywords: manipulator, parallel-serial structure, kinetic energy, equation of dynamics, gripping device, posi-
tioning.

© Н.С. Воробьева, В.В. Дяшкин-Титов, 
В.В. Жога, И.А. Несмиянов, 2017

* Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научных проектов № 15-01-04577-а, 
16-38-00485мол_а, 16-48-340395р_а.

 Ââåäåíèå
К самым современным направлениям разви-

тия машинных технологий по праву относят-
ся роботизация и автоматизация. В последнее 
время для решения задач в этих направлениях 
используются манипуляторы параллельно-
последовательной структуры [1–5]. Обычно 
структура манипуляторов представляет после-
довательность связанных кинематическими 

парами звеньев. Такие манипуляторы обладают 
рядом достоинств, однако консольность этих 
конструкций не позволяет реализовать пере-
мещения больших масс, особенно на больших 
скоростях. Поэтому в последнее время находят 
применение манипуляционные механизмы па-
раллельной структуры. Преимущества таких 
механизмов заключаются в лучшей грузоподъ-
емности, повышенной жесткости системы, 
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достижении высоких скоростей и ускорений 
грузозахватного устройства, высокой степени 
унификации узлов. Кроме того, конструкция 
таких манипуляторов совмещает функции не-
сущей металлоконструкции и исполнительного 
механизма, что существенно снижает общую 
массу устройства. 

К недостаткам манипуляторов параллельной 
структуры относятся ограниченность рабочей 
зоны, относительно небольшая манипулятив-
ность. В связи с этим возникает необходимость 
разработки манипуляторов параллельно-после-
довательной структуры, которые объединяли 
бы преимущества обоих структурных схем ма-
нипуляционных систем.

Целью работы является синтез программных 
законов изменения управляющих моментов 
приводных двигателей манипулятора парал-
лельно- последовательной структуры в услови-
ях неопределенности зоны функционирования.

Êîíñòðóêöèÿ ìàíèïóëÿòîðà
Рассмотрим кинематическую схему мани-

пулятора, построенного на основе трипода [6]. 
Основу конструкции манипулятора (рис. 1) со-
ставляет пирамида, составленная из трех актив-
ных исполнительных звеньев переменной длины 
АМ, ВМ, СМ, концы которых соединены между 
собой посредством пятиподвижного сфериче-
ского шарнирного узла, обеспечивающего пе-

ресечение геометрических осей этих цилиндров 
в одной точке, что исключает появление изги-
бающих моментов от внешних нагрузок. Испол-
нительные цилиндры манипулятора связаны ки-
нематическими парами V класса. В этом случае 
в точках крепления цилиндров на основании 
АВС необходимо установить двухподвижные 
шарнирные узлы [6]. Такое крепление звеньев 
манипулятора с соединяющим их сферическим 
шарниром представляет собой пространствен-
ную структуру в виде треугольной пирамиды, 
не имеющей избыточных связей.

Для увеличения маневренности и мани-
пулятивности основание трипода АВС имеет 
возможность изменять угол наклона к гори-
зонту за счет дополнительного исполнитель-
ного звена AD. В точке M к триподу с помо-
щью цилиндрического шарнира присоединен 
трехзвенный манипулятор ME последователь-
ной структуры с тремя управляемыми степеня-
ми свободы. Рассматриваемый многозвенный 
манипулятор имеет семь управляемых степеней 
подвижности [7].

На рисунке 2 приведена кинематическая 
схема манипулятора последовательной струк-
туры, присоединенного в точке М к манипуля-
тору-триподу.

Одно из основных требований, определя-
ющих работоспособность манипуляторов, яв-
ляется обеспечение подхода рабочего органа 

Рис. 1. Кинематическая схема манипулятора-трипода с антропоморфным манипулятором 
с тремя степенями подвижности в двух положениях
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манипулятора к требуемым точкам объекта 
обслуживания с заданной ориентацией. К наи-
более важным задачам при разработке таких 
манипуляторов относятся кинематический 
и динамический анализ, разработка методов 
синтеза перемещений рабочего органа в про-
странстве, координация движений приводных 
исполнительных механизмов [5]. На вход си-
стемы управления должны поступать сигна-
лы на управление движением манипулятора. 
На выходе – заданные обобщенные координаты 
и скорости исполнительных звеньев. Необхо-
димо изучить программные законы управления 
движением приводов двигателей, их влияние на 
динамику управляемых механизмов.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
В работе разрабатывается математическая 

модель динамики движений манипулятора па-
раллельно-последовательной структуры, изо-
браженного на рис. 1, на основании которой 
будут получены значения программных управ-
ляющих усилий приводных двигателей, при пе-
ремещении рабочего органа из начального по-
ложения в заданное конечное.

Движение манипулятора рассматривается 
относительно абсолютной системы координат 
Oxyz. С каждым звеном манипулятора связана 
собственная система координат Oixiyizi, i = 1,4 . 
Ось каждого звена направлена вдоль оси его 
относительного вращения. В качестве обобщен-
ных координат принимаются параметры (см. 
рис. 1) 1q   , 2q   , 3 4 5, ,M M Mx q y q zq    , 

которые описывают конфигурацию манипуля-
тора-трипода с поворотным основанием. Ко-
ординаты 6 7 8, ,q q q       описывают 
состояние трехзвенного захватного устройства 
(см. рис. 2).

Вследствие конструктивных особенностей 
сферического узла, в котором сходятся звенья 
переменной длины АМ, ВМ, СМ, координаты  
1 2 3 4, , ,q q q q  связаны уравнением (см. рис. 1) 

 

3
2

4 1

( ) +arctg 0
sins

q
f q q

q OA q
 


,
  

(1)

и число независимых обобщенных координат 
равно семи (s = 1, 2,...,8 не равно числу незави-
симых обобщенных координат, так как некото-
рые координаты связаны уравнением (1)).

Кинетическая энергия системы, подчиненной 
стационарным связям, представляется квадра-
тичной формой обобщенных скоростей sq  [8]

 
8 8

1 1

1

2 sk s k
s k

T A q q
 

    ,  (2)

где sk ksA A – коэффициенты, зависящие от 
обобщенных координат.

Выражения для коэффициентов sk ksA A  в 
формуле (2) при движении рабочего органа по 
произвольной траектории имеют вид:

2
11 ,AA m OA  22 ,A I    33 ,A G m  ãð

 44 ,A G m  ãð   55 ,A G m  ãð

66 ,A I  77 ,A I  88 ,A I

Рис. 2. Кинематическая схема захвата манипулятора-трипода с тремя степенями подвижности
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где mA – приведенная масса поворотного осно-
вания ABC; m1 – масса пятиподвижного сфери-
ческого шарнирного узла; m2, m3, m4 – массы 
звеньев захвата ME; mгр – масса переносимо-
го груза; 1 2 3 4G m m m m     – приведенная 
масса манипулятора; 2 3 4, ,c c cl l l  – расстояния 
до центров масс звеньев захвата ME; ãðcl – рас-
стояние до центра масс переносимого груза; 
I  , I , I  – приведенные к осям относительно-
го вращения моменты инерции манипулятора; 
, , , 3,4ix iy izI I I i   – моменты инерции звеньев 

3 и 4 захвата ME и переносимого груза отно-
сительно собственных координатных осей со-
ответственно; ãð ãð ãð, ,x y zI I I  – моменты инерции 
переносимого груза относительно координат-
ных осей x4, y4, z4 соответственно; а – расстоя-
ние между массой m1 и осью вращения звена 3.

Все остальные коэффициенты выражения 
(2) равны нулю.

Выражения для приведенных моментов 
инерции, входящих в соотношения (3), имеют 
вид:

 
 

2 2 2 2
3 3 4 4

2 2 2
2 3 3 4

2 2
2 3 2 2 3 3

2
4 4 2

2
4

2 2
4

1sin

sin cos sin

( cos )

( cos )
cos ,

( cos ) ( )

cos ( )sin

c c c

x x y z z

y z c c

c

c x x

y y

zI m l m l m l I

I I I I I

I I m l m a l

m a l

m a l I I

I I

      

        

      
 
    

  
     

      

ãð ãð

ãð

ãð ãð ãð

ãð

   
 

2 2
2 2 2 3 3

2 2
4 4

2 2
3 4 4

2 2
3 4

( cos )

( cos ) ( cos )

sin cos

cos sin .

z c c

c

x x x y y

y z z

I I m l m a l

m a l m a l

I I I I I

I I I

      

      

         

     

ãð ãð

ãð ãð

ãð

(4)

2 2 2
3 3 3 4 4 4

2 2
4

( )

cos ( )sin ,

z c c c x x

y y

I I m l m l m l I I

I I

       

    
ãð ãð ãð

ãð

4 ,z zI I I const   ãð

где , , , 1,2ix iy izI I I i   – моменты инерции пя-
типодвижного сферического шарнирного узла 
и звена 2 захвата ME относительно собствен-
ных координатных осей соответственно.
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Уравнения Лагранжа второго рода в явной 
форме записываются в виде [8]:

 

 
8 8 8

1 1 1

, ,

( ) ,

sk k k m
k k m

s
s
s s

A q k m s q q

f q
Q

q q

  

  

    

   

 

(5)

 
  1
, ,

2
ks ms km

m k s

A A A
k m s

q q q

   
      

,  (6)

где Qs – обобщенная сила, соответствующая 

координате s; 
sq



  

– обобщенная сила потен-

циальных активных сил, соответствующая ко-
ординате s;    – множитель Лагранжа;  , ,k m s  – 
символы Кристоффеля первого рода.

Для определения частных производных, вхо-
дящих в выражения (6), разработана программа 
их вычисления с помощью аппарата символь-
ной математики Mathcad.

Потенциальная энергия П(qk) манипулятора 
имеет вид

 

 
 

 
2 2 3 4

3 3 4 4

( ) cos

cos sin .

k A M

c

c c c

q m gOA G m gz

m l m m m a

m l m l m l g

    

    
    

ãð

ãð

ãð ãð   

(7)

Ïîçèöèîíèðîâàíèÿ ðàáî÷åãî îðãàíà 
ìàíèïóëÿòîðà
Задача позиционирования рабочего органа 

манипулятора заключается в изменении его 
конфигурации. В начальный момент вре-
мени 0( 0)t   известна конфигурация мани-
пулятора, определяемая значениями длин 
исполнительных звеньев (0),kl  k = 1,4 , и на-
чальными значениями обобщенных коорди-
нат 6 7 8(0), (0), (0).q q q       Исходя 
из требований конкретного технологического 
процесса в момент времени τ задается необ-
ходимое положение рабочего органа коорди-
натами ( ), ( ), ( )E E Ex y z    его характерной 
точки в неподвижной системе координат Oxyz   
(см. рис. 1) и направляющими косинусами 

( )pq   собственной оси 4 4O z  рабочего органа 
(см. рис. 2) относительно той же системы ко-
ординат. Требуется определить конечную 
конфигурацию манипулятора ( ),kl  k = 1,4 , 
и значения обобщенных координат ( ), ( )    . 
Поскольку рассматриваемый манипулятор об-
ладает избыточностью обобщенных координат, 
задача является оптимизационной [9, 10]. 

По методике, изложенной в работе [11], опре-
деляются координаты точки ( , , )M M MM x y z  
крепления манипулятора последовательной 
структуры к триподу и конструктивный угол . 
Необходимым и достаточным условием управля-
емости манипулятора является неравенство нулю 
определителя управляющей матрицы [12], что 
также исключает неоднозначность положения зве-
ньев механизма манипулятора или попадания его 
в мертвое положение. Для определения конечной 
конфигурации манипулятора служат уравнения:

 

13

23

33

33

23

cos sin ,

cos cos ,

sin ,

cos sin ,

cos cos cos sin sin .

E M

E M

E M

x x ba a

y y ba a

z z ba a

    
         
   
          

(8)

Затем, используя выражение (1), вычисля-
ются угол поворота основания трипода ( )   
и длины исполнительных звеньев манипулято-
ра ( )kl   [13, 14]:

2 2 2
1 ( sin ) ( cos )M M Ml x y OA z OA         , 

2 2 2
2 ( )M M Ml x OB y z    ,  (9)

2 2 2
3 ( )M M Ml x OB y z   ,  

2 2
4 ( sin ) ( cos )l OK OA OA DK        ,
а также обобщенные координаты ( ), ( )   . 

Таким образом, требуемая конфигурация 
манипулятора полностью известна. Угол ( )   
не влияет на ориентацию рабочего органа, 
а закон его изменения зависит от вида выполня-
емой технологической операции.

Òðàåêòîðíàÿ çàäà÷à
На следующем этапе необходимо перевести 

манипулятор из начального положения, опре-
деляемого длинами исполнительных звеньев 
(0)kl , k = 1,4 , в заданное, определяемое длина-

ми исполнительных звеньев, вычисленными по 
выражениям (9).

Переместить манипулятор из начально-
го положения в заданное можно в два этапа. 
Сначала переместить точку ( , , )M M MM x y z  
с помощью активных исполнительных звеньев 

, , ,AM BM CM DA , не изменяя конфигурацию 
трехзвенного манипулятора МЕ. Затем придать 
рабочему органу трехзвенного манипулято-
ра МЕ необходимую ориентацию в простран-
стве при помощи приводов, изменяющих углы
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( ), ( )t t  . При отсутствии препятствий в ра-
бочей зоне перемещать точку ( , , )

M M MM x y z  манипулятора рационально по прямолинейной 
траектории. Для такого движения обобщенные 
координаты равны: 

5( ) ( ), ( ) ( ), ( ),E M E M Mx t x t y t y t q z t  

, 0, 0
2


       . 

Дифференциальные уравнения динами-
ки манипулятора (5) при движении точки 
( , , )M M MM x y z  в пространстве рабочей зоны, без 

изменения относительного положения рабочего 
органа, с учетом выражений (6) принимают вид: 

 

  Â
1 2

1 2

Â
3

3

,

M M

M

M

M

x x x
G m x F F

l l

x x f
F

l x


   

 
  




ãð

  

(10)

 22

sin

sin
M

M M M

y OAf

x x y OA

 


   
,

 

  1
1

2 3
2 3

sinM B

M B M B

M

M

y OA y
G m y F

l

y y y y f
F F

l l y

   
  

  
   




ãð

 

(11)

 22 sin
M

M M M

xf

y x y OA




   

 

 

 

ãð 1
1

2 3
2 3

cos

,M

M

M

M

z OA
G m z F

l

zz
F F G m g
l l

  


   

 

ãð

  (12)

 

 

 

2
1

1

4
4

cos sin

sin cos

sin ,

M M
A

A

y z OA
OA m F

l

DK OK OA f
F

l

m g OA

    
  

     



 



  





  (13)

 22

cos
,

sin
M

M M

x OAf

x y OA

 


    

 
,
f

I 


   



 

,constI   
1,

f 
   

(14)

где , ,OA OK DK  – геометрические параметры 
манипулятора-трипода (см. рис. 1).

Уравнение пространственной прямой, 
проходящей через две точки с коорди -
натами 0 0 0(0) , (0) , (0)M M M M M Mx x y y z z    

и ( ) ,
M Mkx x   ( ) , ( )M Mk M Mky y z z    , в ка-

ноническом виде будет выглядеть следующим 
образом:

 
0 0 0( ) ( ) ( )M M M M M Mx t x y t y z t z

x y z

  
 

  
,  (15)

0 0 0, ,Mk M Mk M Mk Mx x x y y y z z z         .

Вводя обозначения
2 2 2 2 2 2

2 2 2

, ,

,

x y

z

x y z x y z
K K

x y

x y z
K

z

         
 

 

    



законы изменения декартовых координат точки 
М ( ), ( ), ( )M M Mx t y t z t  получаем в виде:

0( )
( ) M X

M

X

S t x K
x t

K


 , 0( )

( ) M Y
M

Y

S t y K
y t

K


 ,

  0( )
( ) M Z

M

Z

S t z K
z t

K


  ,  (16)

где S(t) – закон изменения дуговой координаты 
при движении точки по прямой.

Закон движения точки М по прямой S(t) 
и закон изменения угла поворота  (t) основа-
ния ABC манипулятора задаются в виде:

 

3 4 5

3 4 5

( ) ( ) (0)

10 15 6 (0), 1,2,

j j j

j

t

t t t
j

       
 

          

(17)

1 2( ) ( ), ( ) ( ).t S t t t    

Такой закон обеспечивает перемещения 
точки крепления манипулятора последова-
тельной структуры и поворот основания мани-
пулятора с нулевыми значениями скорости и 
ускорения в начальный и конечный моменты 
времени процесса. 

Из уравнения (1) определяем закон измене-
ния угла ( )t . Тогда уравнения (9), (16), (17) 
позволяют определить законы изменения длин 
исполнительных звеньев ( ),kl t  k = 1,4 . Из урав-
нений (10)–(14) находим программные усилия 
в линейных исполнительных приводах ( )kF t , 
k = 1,4 , и неопределенный множитель Лагран-
жа. На рисунке 3 приведены законы изменения 
управляющих усилий в линейных исполнитель-
ных звеньях манипулятора-трипода. 

При расчетах приняты следующие значения 
параметров манипулятора:
координаты начальной точки 0M  – 

0 0 0MM MM MM297 , 1130 , 740,5M M Mx y z    , 
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координаты конечной точки kM  – 
MM MM MM600 , 74 , 1410Mk Mk Mkz x y    , 

массы – mА = 70 кг, m1 = 1 кг, m2 = 2 кг, m3 = 1 кг, 
m4 = 1,5 кг, mгр = 5 кг.

Дифференциальные уравнения (5) относитель-
ных движений звеньев трехзвенного манипулято-
ра последовательной структуры имеют вид:

 3 3 4 4

sin2

Ï
2 sin ,c c

I I

a m l m l m l M

 



   
      

  

ãð ãð

(18)

 

2

2
3 3 4 4

1
sin2

2
Ï

sin ,c c

I I

a m l m l m l M

 



    


     



 


ãð ãð

(19)

   Ï
sin cos ,I M 


      


    (20)

 2 2 2
3 3 4 4 3 4 yc c x yI m l m l m l I I I       ãð ãð ãð

3 4 ,y z zI I I    ãð

 
    

3 3

4 4 2 2

Ï
cos cos

cos cos ,

c

c c

g m a l

m a l m a l m l


       


      ãð ãð

 3 3 4 4

Ï
sin sin ,c cg m l m l m l


      
 ãð ãð  

Ï
0.


 


Выражения для приведенных моментов 
инерции имеют вид: 

 

2 2
66 2 2 2 3 3

2 2
4 4

2 2
3 4 3 4

( cos )

( cos ) ( cos )

cos ( ) sin ,

z c c

c

x y y y z z

A I I m l m a l

m a l m a l

I I I I I I

      

      

       

ãð ãð

ãð ãð

2 2 2
77 3 3 3 4 4 4( ),z c c c x xA I I m l m l m l I I      ãð ãð ãð

88 4 .z zA I I I   ãð

Задаваясь законами изменения обобщен-
ных координат ( ), ( ),t t   программные дви-
жущие моменты приводных электродвига-
телей ( ), ( ), ( )M t M t M t    трехзвенного 
манипулятора последовательной структуры 
находятся из выражений (18)–(20). На рисун-
ке 4 приведены результаты вычислений для 
конечных значений углов ( ) 0, ( )

2


     

 и ( ) 0   . Законы изменения обобщенных ко-
ординат ( ), ( )t t   принимались аналогичны-
ми выражению (17).

Значения момента ( )M t  практически 
равны нулю, так как при заданных программ-
ных перемещениях его величина определяется 
только силами инерции, действующими на вы-
ходное звено с рабочим органом.

Анализ технологических операций при ро-
ботизации процесса машинных технологий 
показывает, что одним из распространенных 
перемещений манипулятора является горизон-

Рис. 3. Законы изменения программных усилий в исполнительных звеньях манипулятора-трипода:
1 – F1(t); 2 – F2(t); 3 – F3(t); 4 – F4(t)
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тальное перемещение рабочего органа по пря-
молинейной траектории вдоль оси Oу с одно-
временным вращением вокруг собственной оси 
4 4O z . Момент сил полезного сопротивления 
( )cM t  при вращательном движении рабочего 

органа считается известным. Для манипулято-
ра, приведенного на рис. 1, такое движение ха-
рактеризуется следующими законами для пере-
менных: 

( ) ( )t t   , ( ) 0t  ,

xM(t) = const, zM(t) = const. 

Законы изменения движения рабочего 
органа вдоль оси ( )My t  и угла его поворота 
( )t  считаются заданными.
Кинетическая энергия манипулятора в этом 

случае равна

 

   
 

2 2 2 2

2 2 3 4

2 2
1 2 3 2 2

3 4 3 3 4 4

2

1 1 1

2 2 2

sin ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

cos 1 .

A M

c M

z y z c

c c

T m OA G m y I

m l m m m a y

I I I m l a

m m m a m l m l m l

      

        
     

      

   

 

 



ãð

ãð

ãð ãð ãð

  (22)

Из этого выражения следует, что момент 
приводного двигателя ( )M t  определяется 
только законом изменения момента сил по-
лезного сопротивления ( )cM t  и не зависит от 
законов перемещения звеньев манипулятора. 
Из выражения (22) следует, что при значении 
геометрического параметра трехзвенного ма-
нипулятора последовательной структуры а = 0 
(см. рис. 2) значение кинетической энергии на 
заданное перемещение уменьшается, а также 
минимизируется динамическая взаимосвязь 
между степенями подвижности, определяемы-
ми координатами ( )My t  и ( )t , что является 
положительным фактором, как с точки зрения 
динамической нагруженности звеньев манипу-
лятора, так и с точки зрения упрощения алго-
ритмов управления приводами исполнительных 
звеньев манипулятора. Значение параметра а = 0 
определяет манипулятор с тремя пересекающи-
мися осями вращения его звеньев [11]. Такой 
манипулятор характеризуется тем, что его ра-
бочий орган может перемещаться только по 
сферической поверхности. Однако в составе 
манипулятора-трипода параллельной структу-
ры рабочая зона захвата становится объемной 
[14]. На рисунке 4 приведены значения управ-
ляющих моментов Mα', Mψ' приводных двигате-
лей манипулятора последовательной структуры 
для такой конструкции.

Рис. 4. Программные законы изменения управляющих моментов 
приводных двигателей манипулятора последовательной структуры: 

Mα, Mψ – значения моментов при a  0; Mα', Mψ' – значения моментов 
для манипулятора с пересекающимися осями вращения
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Çàêëþ÷åíèå
Полученные уравнения динамики манипу-

лятора параллельно-последовательной струк-
туры обеспечивают решение двух основных 
задач [9, 12]: определение движущих сил и мо-
ментов, необходимых для реализации задан-
ных программных движений рабочего орга-
на, и определение усилий в кинематических 
парах. При известных управляющих усилиях 
уравнения динамики позволяют синтезировать 
необходимые параметры системы управления 
с обратными связями, минимизирующих дина-
мические ошибки при отработке программных 
движений.
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