
Управление резонансными колебаниями нелинейных механических систем 
на основе принципов биодинамики

11
Ìàøèíîñòðîåíèå è èíæåíåðíîå îáðàçîâàíèå, 2017, № 4

Ä
È

Í
À

Ì
È

Ê
À

 È
 Ï

Ð
Î

×
Í

Î
Ñ

Ò
Ü

 Ì
À

Ø
È

Í

ÓÄÊ 534.014.4

ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÌÈ ÊÎËÅÁÀÍÈßÌÈ 
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ 
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÐÈÍÖÈÏÎÂ ÁÈÎÄÈÍÀÌÈÊÈ

À.Ñ. Ñìèðíîâ, Á.À. Ñìîëüíèêîâ

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà áèîäèíàìèêè ëîêîìîöèîííûõ äâè-
æåíèé æèâîòíûõ è ÷åëîâåêà, è ôîðìóëèðóþòñÿ ïðèíöèïû ñèíòåçà îòâå÷àþùèõ èì 
áèîìîðôíûõ óïðàâëåíèé ìûøå÷íûì àïïàðàòîì. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïî-
äîáíûå ðåçîíàíñíûå óïðàâëåíèÿ, òðàêòóåìûå êàê êîëëèíåàðíûå óïðàâëåíèÿ, äëÿ 
âîçáóæäåíèÿ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé â ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìåõàíè÷åñêèõ 
ñèñòåìàõ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñ ïîìîùüþ 
ýòîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî ðàñêà÷èâàòü ñèñòåìó ïî êàæäîé èç ôîðì êîëåáàíèé â îò-
äåëüíîñòè âïëîòü äî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ àìïëèòóä. Íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé êî-
ëåáàòåëüíîé ñèñòåìû – äâîéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà – äàåòñÿ ÷èñëåííûé 
ðàñ÷åò âîçáóæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ àâòîðåçîíàíñíîãî ðåæèìà.  Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ 
ìîæíî îïðåäåëèòü äðåéô ôîðì è ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè ïåðåõîäå èç ëèíåéíîé 
çîíû â íåëèíåéíóþ, êîòîðûé îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññàõ ëîêîìîöèè æè-
âûõ îðãàíèçìîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòè 
óïðàâëåíèÿ êàê ðàçâèòèåì àâòîðåçîíàíñíîãî ðåæèìà, òàê è åãî ñòàáèëèçàöèåé èëè 
ïîäàâëåíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèîìîðôíîå óïðàâëåíèå, àâòîðåçîíàíñíûé ðåæèì, êîëëèíå-
àðíîå óïðàâëåíèå, íåëèíåéíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, äâîéíîé ìàòåìàòè÷åñêèé 
ìàÿòíèê.

 

RESONANCE OSCILLATIONS CONTROL 
OF THE NON-LINEAR MECHANICAL SYSTEMS 
BASED ON THE PRINCIPLES OF BIODYNAMICS
A.S. Smirnov, B.A. Smolnikov
In the paper, the resonance properties of the locomotion movement biodynamics of animals and humans have 
being discussed and the principles of the biomorphic controls synthesis of the muscular apparatus that corre-
spond to them are formulated. It is proposed to use such resonance controls interpreted as collinear controls 
to excite resonance oscillations in linear and nonlinear mechanical systems with an arbitrary number of vibra-
tional degrees of freedom. It’s possible to sway the system for each of its oscillation forms separately by means 
of collinear control until sufficiently large amplitudes. The numerical calculation of the excitation and development 
of the resonance mode is given on the example of the simplest oscillatory system – a double mathematical pen-
dulum. The drift of oscillations forms and frequencies is determined on the basis of this data during the transition 
from the linear zone to the nonlinear one, which is clearly manifested in the locomotion processes of living or-
ganisms. The obtained results demonstrate visually the possibility of controlling the development of the autores-
onance mode and its stabilization or suppression.

Keywords: biomorphic control, autoresonance mode, collinear control, nonlinear mechanical system, double 
mathematical pendulum.
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1 Термин впервые был использован 13 сентября 1960 г. на научном симпозиуме в г. Дайтоне (США), там же 
был провозглашен и основной лозунг новой дисциплины: «живые прототипы – ключ к новой технике».

Ââåäåíèå
Возникшая в середине XX в. новая науч-

но-техническая дисциплина «бионика»1 сразу 
привлекла к себе большое внимание многих 
ученых и изобретателей как в СССР, так и за ру-
бежом [1]. Объясняется это тем, что к этому вре-
мени уровень развития ряда различных областей 
науки, техники и технологии вплотную прибли-
зился к тому, чтобы использовать в технических 
устройствах те или иные «патенты природы», 
т.е. принципы функционирования отдельных 
органов живых организмов [2]. И уже с первых 
лет своего существования общее русло биони-
ки разделилось на два направления – бионику 
сенсорных систем и бионику систем локомоции 
и манипулирования. Последнее направление 
со временем слилось с давно существовавшей 
и интенсивно развивавшейся биомеханикой 
и уже приобрело устоявшийся статус самостоя-
тельной дисциплины [3]. Ныне она охватывает 
широчайший комплекс вопросов математиче-
ского моделирования разнообразных движений 
живых организмов типа андроидов, звероидов 
и т.п. и изучает возможности оптимизации этих 
движений по различным критериям. 

Особый интерес при таком заимствовании 
представляет вопрос о структуре и характере 
биогенных (т.е. физиологических) управлений 
мышечным аппаратом животного, позволя-
ющих ему совершать великолепные по своей 
красоте и эффективности прыжки, обгоны, 
бег, полет, плавание и прочие локомоционные 
маневры [4]. Чтобы «научить» подобным ло-
комоциям андроиды и звероиды, необходимо 
построить отвечающие им биоподобные, т.е. 
биоморфные управления, в той или иной сте-
пени имитирующие биогенные управления 
живого организма [5]. Формирование одного 
из таких управлений и последующий анализ его 
свойств на примере механических систем и яв-
ляется основной целью настоящей статьи.

Áèîäèíàìè÷åñêèå ïðèíöèïû 
äâèæåíèÿ æèâûõ îðãàíèçìîâ
Для построения биоморфных управлений 

следует изучить не только особенности кине-
матики биолокомоций, но и их динамические 
свойства [6]. Проще всего эти свойства и осо-
бенности наблюдаются на примерах ходьбы или 
бега человека. В частности, в режиме спокойной 

ходьбы легко заметить главную особенность – 
все конечности человека движутся с одним и тем 
же периодом, т.е. совершают одночастотное дви-
жение, присущее классическому механическому 
резонансу. При такой ходьбе частота резонанса 
практически совпадает с собственной частотой 
маятниковых качаний вытянутой ноги, ввиду 
чего для поддержания скорости ходьбы затрачи-
вается минимальная физиологическая мощность 
мышечных усилий [7]. Приблизительный расчет 
показывает, что этому оптимальному режиму 
отвечает скорость ходьбы 3,2 км/ч (при длине 
ноги 90 см и ширине шага 70 см) [8]. По мере 
возрастания скорости ходьбы амплитуда кача-
ний ног увеличивается и изменяется частота 
этих качаний, хотя практически сохраняется их 
форма (т.е. соотношение амплитуд движений 
бедра и голени). Чтобы этот режим оставался ре-
зонансным при дальнейшем увеличении скоро-
сти ходьбы, необходимо дополнительное напря-
жение мышц, причем не только ног, но и других 
конечностей.

Отсюда вытекает основной принцип биодина-
мики, гласящий, что всякая регулярная локомо-
ция живого организма происходит в одночастот-
ном режиме, при котором все степени свободы 
конечностей совершают движение с одинаковой 
частотой, обеспечивающей общую форму дви-
жения. Из этого требования следует еще один 
важный вывод: при использовании управляемо-
го резонанса его ведущей характеристикой явля-
ется не столько частота колебаний конечностей, 
сколько их конкретная форма, определяющая 
тип локомоции (ходьба, бег, прыжки и пр.). 

Следует также помнить, что с ростом ампли-
туд колебаний конечностей любой биодинами-
ческой системы она, как правило, становится 
существенно нелинейной, и поэтому традици-
онное определение форм колебаний изменяет 
свой смысл. Тем не менее, наблюдения за ло-
комоционной кинематикой животных показы-
вают, что резонансные формы колебаний каче-
ственно сохраняются вплоть до углов поворота 
конечностей на 90° и более без возникновения 
других форм [9]. Этот вывод представляет ин-
терес и для теории нелинейных колебаний ме-
ханических систем, где также можно ставить 
вопрос о существовании и нахождении режи-
мов управляемого (т.е. дрейфующего) резонан-
са, представляющего практический интерес. 
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Àâòîðåçîíàíñíûé ðàçãîí
Естественно, что для поддержания или разви-

тия такого биодинамического резонанса необхо-
димо синхронное и синфазное управление всем 
мышечным аппаратом животного, что обеспечи-
вается, очевидно, четким функционированием 
контуров обратной связи. Именно эти контуры 
способствуют движению конечностей в режиме 
авторезонанса, т.е. резонанса с обратной связью. 
Этот термин был впервые введен в научный лек-
сикон А.А. Андроновым в 1937 г. (наряду с тер-
мином «автоколебания») [10], однако долгое 
время оставался почти незамеченным. 

Чтобы уточнить смысл термина «авторезо-
нанс», дадим его развернутое объяснение: авто-
резонанс – это такой режим вынужденного дви-
жения динамической системы, когда локальные 
движения по всем ее степеням свободы проис-
ходят с одной частотой, которая может дрей-
фовать при изменении амплитуд колебаний. 
При этом вынуждающие силы, действующие 
по всем степеням свободы благодаря контуру 
обратной связи, увеличивают уровень механи-
ческой энергии системы [11]. Следует отме-
тить, что обычно используемые в литературе 
термины «резонанс» и «резонансная частота» 
(когда частота возбуждения не корректируется 
контуром обратной связи) пригодны лишь для 
описания линейных (т.е. малых) колебаний си-
стемы [12]. При этом термин «авторезонанс» 
адекватно характеризует режим колебаний как 
в линейной, так и в нелинейной области, т.е. 
при больших амплитудах. Поэтому именно 
этот термин описывает истинный резонанс при 
любых амплитудах.

Активное изучение задач динамики машин, 
связанных с авторезонансным разгоном, нача-
лось в последние десятилетия XX в. в Институ-
те проблем машиноведения РАН под руковод-
ством А.Л. Фрадкова [13]. Предложенный им 
метод управляемого возбуждения колебаний 
в нелинейных динамических системах (метод 
скоростного градиента) [14] породил целый ряд 
теоретических и экспериментальных исследо-
ваний по различным аспектам этой проблемы, 
которые подытожены в работе [15]. Настоящая 
работа относится к этому кругу задач теории 
нелинейных колебаний, хотя и основывается на 
несколько иных принципах построения управ-
ляющих воздействий. Эти принципы, в свою 
очередь, базируются на уже упоминавшихся 
резонансных свойствах разгонных режимов 
движения в нелинейной биодинамике бега жи-

вотных и человека, и они позволяют сформиро-
вать биоморфные законы управления, близкие 
к резонансным.

Ïîñòðîåíèå 
áèîìîðôíîãî óïðàâëåíèÿ
Прежде чем перейти к построению адек-

ватного биоморфного управления, подчеркнем 
его качественные свойства, которые диктуются 
вышеизложенными принципами биодинамики. 
Главное из этих свойств заключается в том, что 
для выполнения любой энергоемкой локомоции 
животное выбирает некоторую форму движе-
ния (например, у лошади это галоп, иноходь, 
тропот и др.) и отвечающую ей частоту, после 
чего развивает только ее, не затрачивая энер-
гию на другие формы. Ясно, что и биоморфное 
управление должно позволять такое выделение 
одночастотного, т.е. авторезонансного режима, 
обладающего, как это следует из биодинамики, 
высокими оптимизационными свойствами (ми-
нимизируя затраты энергии). Также очевидно, 
что такое управление должно быть кинетиче-
ским, т.е. учитывающим динамические особен-
ности рассматриваемой системы, а также ее не-
линейные характеристики [16]. 

В качестве биоморфного управления пред-
лагается использовать так называемое колли-
неарное управление [17]. Основная идея кол-
линеарного управления состоит в том, чтобы 
в полноприводной системе (в которой все сте-
пени свободы снабжены своими приводами) 
строить столбец управляющих воздействий Q  
пропорционально столбцу обобщенных им-
пульсов  /T q , где T – кинетическая энергия 
системы, а q  – столбец ее обобщенных скоро-
стей. Физически это означает, что управляю-
щие силы действуют «в унисон» с силами инер-
ции, возникающими на данном приводе [13]. 

Важной особенностью коллинеарного управ-
ления является то, что оно является оптималь-
ным по времени разгонным или тормозным 
управлением, так как непосредственно влияет на 
возрастание или убывание уровня полной меха-
нической энергии системы. В самом деле, урав-
нение управляемого движения приобретает вид

 

   
    

    
,

d T T T

dt q q q q  
(1)

где   – коэффициент усиления, который будем 
полагать постоянным, т.е.   const , а   – по-
тенциальная энергия системы. Будем считать, 
что кинетическая энергия системы есть ква-
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дратичная форма обобщенных скоростей с ма-
трицей ( )A q , а потенциальная энергия зависит 
только от обобщенных координат [18], то есть

 T1
( , ) ( ) , ( )

2
T T    q q q A q q q   .

 
Умножая в этом случае уравнение (1) 

на строку  Tq  слева, после несложных преобра-
зований получаем:

   2 ,E T  (2)

где  E T  – полная механическая энергия 
системы. Из энергетического соотношения (2) 
следует, что при   0  происходит разгон си-
стемы, а при   0  – ее торможение. Случай 
  0  отвечает консервативному движению, 
когда управляющие воздействия в системе от-
сутствуют.

Óïðàâëåíèå ëèíåéíûì ðåçîíàíñîì
Обращаясь к анализу резонансных режимов 

в линейной системе c n  степенями свободы, 
выпишем традиционные выражения для ее ки-
нетической ( )T q  и потенциальной ( )q  энер-
гий при малых колебаниях [19]:

    T T
0 0

1 1
, ,

2 2
T q A q q C q  (3)

где 0A  и 0C  – симметричные квадратные ма-
трицы инерционных и квазиупругих коэффици-
ентов соответственно, а q  и q  – столбцы обоб-
щенных координат и скоростей. Подставляя 
выражения (3) в уравнение (1), приходим к ма-
тричному уравнению управляемого движения:

     0 0( ) 0A q q C q . (4)

При   0  оно описывает консервативное 
движение системы и имеет вид 

  0 0 0,A q C q  (5)

для которого характеристическое уравнение есть

  2
0 0det( ) 0,pA C  (6)

где p  – собственные значения системы (5). 
Как известно из работы [20], оно имеет чисто 
мнимые корни   0s sp ik , где 0sk , 1,s n  – ча-
стоты свободных колебаний, упорядоченные по 
возрастанию, а каждой частоте соответствует 
своя форма свободных колебаний (s)Ô . Общее 
решение системы (5) тогда может быть записа-
но в виде:

 (s) 0
1

cos( ),
n

s s s
s

A k t


  q Ô  (7)

где величины sA  и s  – константы интегри-
рования, определяемые из начальных условий 
движения 0q  и  0q .

 Возвращаясь к уравнению (4), выпишем для 
него характеристическое уравнение

     2
0 0det[ ( ) ] 0,A C  (8)

где   – собственные значения системы (4). 
Сопоставляя его с уравнением (6), нетрудно 
видеть, что они отличаются только заменой 
2p  на   2 . Поэтому решения уравнения (8) 

будут удовлетворять условиям

    2 2
0 0,sk

откуда легко найти и значения  :

          2 2
0, / 2,s s s sik k k . (9)

Отсюда также следует, что собственные 
формы управляемой (т.е. неконсервативной) 
системы будут совпадать с формами консерва-
тивной системы. Видно, что при достаточно не-
больших значениях величины  , когда   10k , 
все значения sk  вещественны. Общее решение 
для уравнения (4) в этом случае можно запи-
сать в виде:

(s)
1

cos( ),
n

t
s s s

s

A e k t



  q Ô

и оно отличается от консервативного варианта 
соотношения (7) лишь дополнительным множи-
телем te  и тем, что частоты колебаний в этом 
случае равны sk .

Завершая на этом разговор о линейном резо-
нансе, заключаем, что в силу его коллинеарно-
го возбуждения он сохраняет свою форму. Это 
значит, что каждое главное колебание может 
возбуждаться и наращиваться, либо гаситься 
независимо друг от друга, а при отключении 
управляющего воздействия будет сохранять до-
стигнутую форму и амплитуду. 

Äâîéíîé ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê
В качестве конкретной иллюстрации всего 

сказанного ранее рассмотрим развитие ре-
зонансных колебаний на примере плоского 
двойного математического маятника (рис. 1) 
с полноприводным управлением, когда управ-
ляющие моменты действуют в обоих его шар-
нирах. Эта система имеет две формы и две ча-
стоты колебаний, а простейшим жизненным 
примером, который можно сопоставить ей, 
является движение ноги человека. Так, дви-
жение ноги человека на участке ее переноса 
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происходит в режиме первой, низшей формы, 
а вторая, высшая форма возникает при пере-
ходе от ходьбы к бегу. При этом каждая форма 
может воспроизводиться независимо от другой, 
а мышечный аппарат может поддерживать, тор-
мозить или раскачивать эту форму [12]. 

Будем использовать простейшую схему ма-
ятника, состоящего из двух идентичных звеньев 
длиной l  с концевыми массами m  и находяще-
гося в поле силы тяжести (где g – ее ускорение) 
[21]. В качестве обобщенных координат выбе-
рем абсолютные углы отклонения звеньев 1  
и 2  от вертикали. Объясняется это тем, что 
в таком случае кинетическая и потенциальная 
энергии имеют более простой вид:

 2 2 2
1 2 1 2 2 1

T

1
( , ) [2 2 cos( )]

2
1

( ) ,
2

T T ml          



q q

q A q q

    

 

  
(10)

 1 2( ) [2(1 cos ) (1 cos )],mgl       q  (11)

где T
1 2[ , ]  q  – столбец обобщенных ко-

ординат системы, а симметричная матрица 
 TA A  есть

2 12

2 1

2 cos( )
( )

cos( ) 1
ml

  
     

A q .

Подставляя выражения (10) и (11) в уравне-
ние (1), приходим к уравнениям управляемо-
го движения двойного маятника в матричной 
форме:

        2( )( ) ( ) ( ) 0,A q q q G q q C q  (12)

где обозначено 2 2 2 T
1 2[ , ]  q   , а кососимме-

тричная матрица   TG G  и столбец C  имеют 
вид

2 12

2 1

1

2

0 sin( )
( ) ,

sin( ) 0

2sin
( ) .

sin

ml

mgl

   
     

 
   

G q

C q

Полученная нелинейная математическая 
модель управляемого движения двойного маят-
ника (12) и является основным объектом даль-
нейшего анализа. Ее линейная аппроксимация 
(при достаточно малых углах 1  и 2 ), очевидно,  
будет иметь вид (4), где матрицы 0A  и 0C  есть

   
    

   
2

0 0

2 1 2 0
,

1 1 0 1
ml mglA C .

Используя эти матрицы, легко найти часто-
ты и формы консервативной системы (5), отве-
чающей   0  [22]:

   10 202 2 , 2 2k k k k

есть собственные частоты колебаний, где при-
нято обозначение  /k g l  – частота малых 
колебаний обычного математического маятни-
ка длиной l , а столбцы 

 (1) (2)

1 1
,

2 2

   
    

   
Ô Ô  (13)

есть собственные формы колебаний, отвеча-
ющие частотам 10k  и 20k . Эти формы характе-
ризуют отношения амплитудных значений 2A  
и 1A  углов 2  и 1  соответственно [23], которые 
можно задать параметром  0 2 1/A A , причем 
для первой формы будем обозначать это отно-
шение как 10 , а для второй – 20 . Из выраже-
ний (13) следует, что  10 2 , а   20 2 .

Как было показано выше, в управляемой си-
стеме при малых колебаниях будут сохраняться 
формы консервативной системы (13), поэто-
му можно раскачивать маятник как по первой, 
так и по второй форме колебаний в отдельно-
сти. Однако столь гибкое управление возможно 
лишь в линейной системе. За пределами этой 
зоны нелинейные слагаемые, входящие в урав-
нения (12), уже в принципе не допускают су-
ществования строго одночастотных колебаний. 
Тем не менее, посредством коллинеарного воз-
буждения можно и в слабо-нелинейных зонах 
выявить существование квазиодночастотных 
колебаний, а, следовательно, и авторезонанс-
ных режимов их разгона и торможения.

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå 
ðåçîíàíñíîãî ðàçãîíà
Исследование нелинейных режимов разгона 

двойного маятника будем проводить посред-
ством численного интегрирования уравнений 
управляемого движения (12). В рассматривае-
мой двухстепенной системе, очевидно, суще-

Рис. 1. Двойной маятник
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ствуют два сценария авторезонансных режи-
мов. Для вхождения системы в режим первого 
или второго резонанса следует задать доста-
точно малые значения начальных углов откло-
нения и скоростей по соответствующей форме. 
Кстати, именно так поступает бегун перед стар-
том или тигр перед прыжком [12]. Начавшийся 
авторезонансный разгон системы будет проис-
ходить строго по избранной форме движения. 

На рис. 2, 3 приведены графики зависимости 
углов 1  и 2  (в градусах) от времени t  (в се-

кундах), которые представляют собой результа-
ты численного интегрирования уравнений (12) 
при малых начальных условиях, отвечающих 
либо первой, либо второй главной форме линей-
ных колебаний рассматриваемой динамической 
системы. На них отчетливо выделяются разгон-
ные режимы (когда задается   0 ), консерва-
тивные режимы (когда управление отключает-
ся, т.е. полагается   0 ) и тормозные режимы 
(когда задается   0 ). Из графиков следует, что 
значения углов отклонения на консервативных 

Рис. 2. Управление первой формой колебаний двойного маятника

Рис. 3. Управление второй формой колебаний двойного маятника
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режимах являются достаточно большими, поэто-
му они являются нелинейными. Тем не менее ко-
лебания сохраняют практически одночастотный, 
т.е. регулярный характер, хотя их форма и часто-
та отличны от того, что было в линейной систе-
ме. Поэтому эти колебания можно использовать 
в конкретных практических целях. 

Для исследований представляет интерес 
оценка того, как дрейфует каждая форма и ча-
стота колебаний при переходе из линейной 
области в нелинейную. Отличие нелинейной 
формы от начальной линейной формы состоит 
в том, что она, как и частота, изменяется с изме-
нением амплитуды. 

Наглядно этот процесс можно предста-
вить в виде графиков амплитудно-частотных 
характеристик для рассмотренного двойного 
маятника, изображенных на рис. 4. Для их по-
строения систему раскачивают коллинеарным 
управлением по каждой из форм колебаний 
до некоторых амплитуд, после чего отключают 
управление и определяют частоты нелинейных 
колебаний 1k  и 2k  и амплитуды колебаний зве-
ньев 1A  и 2A . По оси абсцисс на этих графиках 
откладывается амплитуда колебаний первого 
звена (в градусах), а по оси ординат – отноше-
ние частот колебаний 1k  и 2k  к соответствую-
щим частотам колебаний линейной консерва-
тивной системы 10k  и 20k .

Как и следовало ожидать, в каждом из этих 
случаев частота колебаний при увеличении 

амплитуды уменьшается, как это происхо-
дит и у обычного математического маятни-
ка [18]. Однако при разгоне двойного маятника 
по второй форме частота колебаний снижается 
более резко, чем при разгоне по первой форме, 
где она уменьшается менее заметно. Так, 
при амплитуде колебаний  1 15A  относи-
тельное изменение частоты 1k  по сравнению 
с 10k  составляет всего 0,6 %, тогда как ана-
логичное изменение 2k  по сравнению с 20k  
составляет уже 10,3 %. При амплитуде же ко-
лебаний  1 45A  эти изменения еще более раз-
личаются между собой – они равны 4 % и 39 % 
соответственно. Отсюда можно сделать вывод, 
что при разгоне по второй форме линейная 
модель применима лишь при совсем малых 
амплитудах, тогда как для первой формы ее 
можно использовать в достаточно широком ди-
апазоне амплитуд колебаний.

Что же касается дрейфа форм колебаний 
рассматриваемой механической системы, то 
качественное представление об их развитии 
дают зависимости отношения амплитуд коле-
баний звеньев   2 1/A A  от амплитуды коле-
баний первого звена 1A  при разгоне по каждой 
из форм, причем для первой формы будем обо-
значать это отношение как 1 , а для второй 
формы – 2 . Графики этих зависимостей при-
ведены на рис. 5, где для наглядности величины 
1  и 2  отнесены к соответствующим величи-
нам в линейном варианте 10  и 20 .

Рис. 4. Амплитудно-частотная характеристика двойного маятника
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Из этих графиков следует, что в каждом 
из случаев отношение амплитуд колебаний 
звеньев маятника с ростом амплитуд умень-
шается, демонстрируя постепенное изменение 
формы колебаний. В отличие от частот коле-
баний здесь не наблюдается принципиальных 
различий между первой и второй формами. Так, 
при амплитуде колебаний  1 15A  относитель-
ное изменение значения 1  по сравнению с 10  
составляет 1,7 %, а аналогичное изменение 2  
по сравнению с 20  составляет 1 %. При ам-
плитуде же колебаний  1 45A  эти изменения 
будут 16,7 % и 12,8 % соответственно. Поэтому 
можно заключить, что как первая, так и вторая 
форма колебаний рассматриваемой механиче-
ской системы изменяются с увеличением ам-
плитуд достаточно медленно, как это и проис-
ходит при движении ноги человека.

Çàêëþ÷åíèå
Рассмотренный в статье пример исследова-

ния авторезонансных режимов в простейшей 
нелинейной динамической системе с двумя 
степенями свободы, несмотря на свою относи-
тельную простоту, позволил установить целый 
ряд качественных особенностей процесса авто-
резонансного разгона под действием так назы-
ваемого коллинеарного управления. В част-
ности, это управление позволяет «заглянуть» 
глубоко в нелинейную зону и оценить в ней 
дрейф частот и форм нелинейного авторезонан-
са, отчетливо возникающий в процессах локомо-

ции живых организмов. Поэтому коллинеарное 
управление фактически является и биоморф-
ным управлением, имитирующим динамические 
усилия в мышечном аппарате животных и че-
ловека. Это позволяет рекомендовать использо-
вание такого управления при разработке локо-
моционных устройств андроидов и звероидов, 
предназначенных для быстроходных локомоций. 
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Ñòóäåíò êàôåäðû «Ìåõàíèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ» Ñàíêò-Ïå-
òåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëèêîãî, ñòà-
æåð-èññëåäîâàòåëü Èíñòèòóòà ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ. Ñôåðà 
íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: àíàëèòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà, òåîðèÿ êîëåáàíèé, äè-
íàìèêà òâåðäîãî òåëà, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè, îïòèìèçàöèÿ â ìåõàíèêå, 
âîëíû â ñïëîøíûõ ñðåäàõ.

Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû «Ìåõà-
íèêà è ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ» Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà Ïåòðà Âåëèêîãî. Ñôåðà íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: îáùàÿ 
ìåõàíèêà, áèîìåõàíèêà è ðîáîòîòåõíèêà, äâèæåíèå êîñìè÷åñêèõ îáú-
åêòîâ, òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ. Àâòîð ÷åòûðåõ êíèã è ìíîãî÷èñëåííûõ ñòà-
òåé ïî âîïðîñàì äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, ðîáîòîòåõíèêè è ìåõàíèêè 
óïðàâëÿåìûõ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.
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