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Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíîé äèíàìèêè è èññëå-
äîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîöåññà íåïðåðûâíîãî ðåçàíèÿ ïðè ìíîãîðåçöîâîì òî÷å-
íèè öèëèíäðè÷åñêèõ çàãîòîâîê èç êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ. Â îñíîâó ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëîæåíû óðàâíåíèÿ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ ïîâåðõíîñòåé 
äåòàëè, îáðàçóþùèõñÿ íà ïðåäøåñòâóþùåì ýòàïå â ïðîöåññå òî÷åíèÿ, óðàâíåíèÿ 
äâèæåíèÿ è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûé çàêîí ðåçàíèÿ. Àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìå-
òðîâ òåõíîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû íà òîëùèíó ñíèìàåìîãî ñëîÿ ñ ìàòåðèàëà çàãîòîâêè 
è ôîðìó ïîëó÷àåìîé ñòðóæêè, íà âîçíèêíîâåíèå è õàðàêòåð àâòîêîëåáàíèé ðåçöîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîðåçöîâîå òî÷åíèå, äèíàìèêà, ìîäåëèðîâàíèå, áèôóðêà-
öèîííûé àíàëèç.

ANALYSIS OF NONLINEAR DYNAMICS 
OF THE MULTI-TOOL TURNING PROCESS «ON THE TRACK»
A. Gouskov, M. Guskov, Dinh Due Tung, G. Panovko
The paper presents the nonlinear dynamics modeling results of the cutting process with multi-tool turning. 
The mathematical modeling is based on the equations of formation of new surfaces, equations of motion and 
fractional – rational cutting law. The influence of the parameters of the technological system on the thickness of the 
removable layer and the shape of the chips, the appearance and nature of self-oscillation cutters during cutting.
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 Ââåäåíèå 
Одним из способов повышения эффективно-

сти процесса токарной обработки является мно-
горезцовое точение, при котором могут совме-
щаться различные виды обработки (черновая 
и чистовая) детали: за один проход может быть 
увеличена глубина резания (толщина снимае-
мого слоя), уравновешиваются поперечные со-
ставляющие сил резания (что особенно важно 
при точении протяженных деталей), существен-
но сокращается время конечного изготовле-
ния детали [1–4]. При определенных условиях 
точение с постоянной толщиной снимаемого 
слоя (стружки) может стать динамически неу-
стойчивым. Общие вопросы возникновения ко-
лебаний при резании обсуждались в многочис-

ленных работах отечественных и зарубежных 
исследователей [5–8]. Одной из причин потери 
устойчивости и возбуждения автоколебаний 
являются нелинейности сил резания и сил 
трения (в частности, при затирании задней 
грани резца), зависящие от скорости резания 
и толщины снимаемого слоя и приводящие 
к прерывистости (дроблению) стружки [9–11]. 
Другими причинами потери устойчивости ока-
зываются процессы резания «по следу», т.е. 
резание поверхности, образованной при преды-
дущем проходе инструмента, податливость об-
рабатываемой детали, температурные эффекты 
и др. [12–16]. При многорезцовом точении су-
щественную роль в появлении этих крайне не-
желательных режимов оказывает осевое (вдоль 
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продольной оси детали) смещение (вибрации) 
резцов. В зависимости от жесткости крепления 
резцов и их взаимного расположения могут воз-
никать различные формы колебаний резца и об-
разующейся стружки. 

В настоящей работе анализируются дина-
мика и устойчивость процесса многорезцовой 
обработки деталей резанием «по следу» в за-
висимости от взаимного расположения резцов 
и режима обработки (скорости резания) с целью 
выявления условий самовозбуждения колеба-
ний и оценки возможности реализации непре-
рывного (безвибрационного) резания. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
è ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà
Обрабатываемая заготовка вращается вокруг 

своей продольной оси с постоянной угловой 
скоростью   (рис. 1, а). Обработка осуществля-
ется одновременно n резцами, расположенными 
по окружности детали под углом ( 1, )j j n   
друг к другу так, что 

=

1
=2

j n

j   (см. рис. 1, б). 
Все резцы закреплены на общем суппорте, дви-
жущемся с постоянной скоростью V вдоль оси 
детали. Обрабатываемую деталь будем рассма-
тривать как абсолютно твердое тело цилиндриче-

ской формы с радиусом боковой поверхности  R 
и длиной l . Каждый j-й резец рассматривается 
как абсолютно твердое тело, независимо закре-
пленное в отдельном резцедержателе, обладаю-
щим конечной жесткостью в осевом направлении. 

На рис. 1 показано: 0 jH
 
– осевой устано-

вочный сдвиг j-го резца относительно перво-
го, для которого определяется расстояние A; 
A – расстояние, отсчитываемое от начально-
го положения режущей кромки первого резца 
до правого торца детали;  jD t

 
– расстояние 

от режущей кромки j-го резца до поверхно-
сти, обработанной предыдущим (j-1)-м резцом 
в момент t-tj-1; t – текущее время;

  jL t  – рас-
стояние от правого торца детали до поверх-
ности, выходящей из-под j-го резца;  ju t

 – продольные колебания j-го резца (вдоль оси 
детали) относительно номинального (квазиста-
тического) состояния; mj – масса j-го резца.

Для наглядности получаемых результатов 
ограничимся рассмотрением только продоль-
ных (вдоль оси детали) составляющих сил реза-
ния и перемещений резцов.

Отметим, что все последующие рассужде-
ния и математические выкладки справедливы 
также для случая продольной подачи детали 
и вращающегося суппорта. 

Рис. 1. Расчетная схема процесса многорезцового резания: крепление детали (а) и резцов (б): 
1 – заготовка; 2 – суппорт; 3 – j-й резец; 4 – упругое закрепление j-го резца; 

5 – (j-1)-й резец; 6 – упругое закрепление (j-1)-го резца

а

б
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
Математическая модель нелинейной дина-

мики исследуемого процесса может быть опи-
сана системой, состоящей из трех групп урав-
нений: уравнений движения технологической 
системы, закона резания и уравнений образова-
ния новых поверхностей [4, 8, 13].

Уравнения колебаний резцов в продольном 
направлении имеют следующий вид:

 
( , ); 1,j j j j j j j jm u d u k u F t h j n     ,  (1)

где jd  и  jk  – коэффициенты демпфирования 
и жесткости крепления j-го резца соответствен-
но;  ,j jF t h

 
–  сила резания;  jh t

 
–  толщина 

слоя детали, снимаемого j -м резцом.
Силы резания  ,j jF t h

 
в осевом направле-

нии для каждого j-го резца описываются моде-
лью закона резания в виде дробно-рациональ-
ной функции [4]: 

 
     

 0 , 1,j
j j

j

c r h t
F t K h t j n

c h t


 


,

 0 LK B ,  (2)

где K0 –  ста тическая жесткость резания; σL – ха-
рактерное напряжение обрабатываемого мате-
риала; B  – ширина снимаемого слоя (стружки); 

, ,r c  – эмпирические коэффициенты.
Толщина  jh t  снимаемого материала 

j-м резцом при многорезцовом резании зави-
сит от геометрических особенностей поверх-
ности детали, сформированных при резании 
предыдущим (j-1)-м резцом. Поверхность, 
формируемая j-м резцом, является функци-
ей времени t и отсчитывается от свободно-
го (необработанного) торца детали. При этом 
j-й резец обрабатывает поверхность, по-
лученную в ходе обработки предыдущим 
(j-1)-м резцом, за время  1jt t  . Время 1jt   яв-
ляется запаздыванием, равным времени пово-
рота детали на угол между режущими кромка-
ми 1 1j jt     . Эти особенности могут быть 
описаны уравнениями образования новых по-
верхностей, которые имеют вид [4, 11–13]:

     
   
     

1 1 0

1 1

,

max 0, ,

,

j j j j j

j j

j j j j

D t Vt u t L t t A H

h t D t

L t L t t h t

 

 

      
    


  

  (3)

Уравнения (1)–(3) позвол яют учитывать так 
называемый регенеративный механизм возбуж-
дения колебаний в системе. Получаемая новая 
поверхность на текущем цикле обработки со-

держит информацию обо всех предыдущих 
проходах инструмента. 

Уравнения (1)–(3) представляют собой сис-
тему дифференциально-алгебраических уравне-
ний с несколькими запаздываниями и описыва-
ют динамику многорезцового точения по следу. 

Приведем систему уравнений (1)–(3) 
к безразмерной форме, выбрав в качестве ли-
нейного масштаба *X  подачу на оборот 0h , 
в качестве масштаба времени 

2
*

1
, 2 ,

n

i i j j
i

T T n T m k


    

где Тi – период собственных колебаний резцов, 
в качестве масштаба сил резания 0 0F K h  .

Тогда для одинаковых резцов и равен-
ства условий их закрепления 1 2( ... ,m m m     

1 2 ... ,k k k    1 2 ... ,d d d    1 2 )T T  урав-
нения (1)–(3) в безразмерной форме примут вид:

     

    
     

1 1 0

1

1 1

2 2

,

,

max 0, ,

0 ,

4 4 4 ,

j j j j j

n

j
j

j j

j j j j

j j j j

 



 

        



 

    


          


         





 

(4)

с начальными условиями, отражающими связь 
между n-м и первым резцом через поверхность 
обработки:




1

'
00 0

'
0 0[- ,0)

( ) , ( )

, ( ) ( ) ,
j

j j j

j j j


 

 

      

      

где  
    

 
 

  

 

0

0 0

*
0 0 0

0 0 *

0
0

0 0

, , , ,
2

, ,

2, , ,

, .

j j
j j

j
j

j j
j j

j
j

u hKd
h k hmk

Fc
h K h

L D
h h T

HA
h h

     

   


      



   
 

  (5) 

 

 

Здесь  – отношение собственной частоты 
резцов к частоте вращения детали (параметр 
1 /   представляет собой безразмерную ско-
рость резания), параметр;   – относительная 
статическая жесткость резания, в данном случае 
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одинаковая для обеих зон контакта резца с де-
талью; Πj – безразмерная осевая составляющая 
силы резания.

Система уравнений (4) является полной ди-
намической моделью многорезцового точения 
с учетом начального врезания первым резцом 
и прерывистости резания, в которой искомыми 
являются безразмерные параметры, характери-
зующие колебания резцов и толщину стружки, 
образованной при резании каждым из резцов: 
 , , , ; 1,j j j j j n     . 

Функции j  являются функциями с запаз-
дывающим аргументом. Они должны быть до-
определены на начальных множествах. Исходя 
из физических соображений, примем, что по-
верхность свободного (необработанного) торца 
идеальна, то есть   0, 0j     . Началь-
ные функции (0)j , входящие в систему  (4), 
должны удовлетворять условию замкнутости 
обрабатываемой поверхности:

   00 ( 1)0 1 1 0(0) ( ), (0) ( ).
jj j j jj         

Äâóðåçöîâîå òî÷åíèå 
В частном случае двурезцового точения 

резцы разделяют окружность поперечного се-
чения заготовки на две неравные части (рис. 2), 
которые определяются углами 1     и 

2    ,   – отклонение угла между резца-
ми от . Время запаздывания каждого из резцов 

   1 2
1 2,

2 2 2 2
      

         
   

, (6)

где  1 2 *2 T      – безразмерное время 
одного полного оборота детали.

Тогда уравнения динамик и (4) запишутся 
в виде: 

      

     

     

    

    

     

     

1 1 2 2

2 2 1 1 0

1 1

2 2

1 2 2 1

2 1 1 2

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

* 1 * 2
1 1 2 1

* 1 * 2

,

,

max 0, ;

max 0, ,

;

,

4 4 4 ,

4 4 4 ,

; .r r


        

       

     


    

        

        

         

         

     
   

     












 (7)

с начальным условием:
       10 20 2 20 10 10 , 0 .       

Полученная система включ ает дифференци-
ально-алгебраические уравнения с запаздыва-
ющим аргументом (английская аббревиатура 
DDAE). Численное решение систе мы (7) про-
водилось в среде MATLAB. Для этого получен-
ные уравнения DDAE необходимо было свести 
к дифференциальным уравнениям с запазды-
вающим аргументом DDE. Подобный переход 
выполнялся с помощью метода ε-вложения 
[14], в соответствии с которым в левую часть 
алгебраических уравнений образования новых 

Рис. 2. Расчетная схема двурезцового резания
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поверхностей в сист еме (7) вводится дополни-
тельное возмущение (ε-вложение), являющееся 
дифференцирующим элементом: 

       '
1 1 ,

0 1.
j j j j j             

  
  (8) 

В результате сис тема (7) приобретает форму, 
приспособленную для решения в среде MATLAB 
с помощью встроенного модуля BIFTOOL:

 

     
     
         
       
       

1 1 2 2

2 2 1 1

1 1 2 2

'
1 1 2 2 1

'
2 2 1 1 2

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

* 1 * 2
1 1 2 1

* 1 * 2

1 2

max 0, ; max 0,

4 4 4

4 4 4

;

c

c

c c
r r

       

       

         

           

           

         

         

     
   

     
  




















  

(9)

При численных расчетах в зависимости 
от параметра от носительной скорости резания 
   определялись осевые смещения (колеба-
ния) резцов j  

(рис. 3), формы поперечного 
сечения и толщины стружки, образованной 
каждым из резцов (рис. 4) при заданных зна-
чениях безразмерных параметров ζ = 0,036; 
r = 0,55; κ = 0,722; η* = 0,1. Все расчеты выпол-
нялись для симметричного и несимметричного 
расположения резцов при различных значениях 
начальных отклонений H. 

При симметричном расположении резцов 
 0

1 2 1 2180 , 1        и при отсутствии 
между ними начального отклонения  0  резцы совершают практически одинаковые ко-
лебания (см. рис. 3, a). При этом каждый резец 
снимает одинаковую прерывную (дробленую) 
стружку (см. рис. 4, а). Наличие начального 
отклонения  0,4 , как и несимметричность 
расположения резцов, приводит к незначи-
тельному различию амплитуд и фаз колебаний 
резцов, но к заметным различиям в толщине 
и форме образующихся стружек (см. рис. 4).

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ 
Численное решение системы урав нений (9) 

позволяет визуализировать различные динами-
ческие режимы совместной работы двух резцов, 

которые связаны между собой через обраба-
тываемую поверхность. Осевой сдвиг резцов 
приводит к возможности различной работы. 
В частности существуют режимы (параметры), 
при которых один резец имеет прерывистое ре-
зание, а другой – непрерывное. Использование 
сингулярных дифференциальных уравнений 
для функций   демонстрирует возможность 
использования стандартных процедур вычис-
лительной среды MATLAB для решения систем 
с запаздыванием. 

При несимметричной установке резцов 
1 2 1   , но без начального отклонения 0 , 

возникает существенное различие между значе-
ниями сил резания и толщинами стружки, сни-
маемыми каждым резцом.

Çàêëþ÷åíèå 
Разработана математическая модель дина-

мики многорезцового резания с учетом влияния 
на текущий процесс обработки новой поверх-
ности, образованной при обработке предыду-
щим резцом. Для численной реализации в среде 
MATLAB полученные дифференциально-алге-
браические уравнения с несколькими запазды-
вающими аргументами (DDAE) предложено 
преобразовывать в дифференциальные уравне-
ния с запаздывающим аргументом (DDE) с по-
мощью метода -вложения.

Выполненный анализ динамики процесса 
многорезцовой обработки деталей резанием 
«по следу» позволил установить влияние рас-
положения резцов и их начального отклонения 
на колебания резцов, форму поперечного сече-
ния и толщину стружки, образованной каждым 
из резцов.
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Рис. 4. Толщины (слева) и формы (справа) стружек, снимаемых каждым резцом: 
а – 0

1 2 180 , 0      ; b – 0
1 2 180 , 0,4      ; 

c – 
0

1 2 120 , 0      ; d – 0
1 2 165 , 0,1     

а 

b 

c 

d
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